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PREFACIO 


Durante los aftos recientes, los cursos de dinamica de sistemas que tratan del 
modelado (elaboration de modelos matematicos) y el analisis de la respues- 
ta en dichos sistemas dinamicos se han convertido en requisitos de la 
mayoria de los programas en ingenieria. Este libro esta destinado a tales 
cursos; presenta un iratamiento comprensible de la dinamica de los sistemas 
fisicos en diversos medios y esta escrito para el estudiante de ingenieria. 

El esquema general del libro es el siguiente: el Capitulo 1 presenta una 
introduction general a los sistemas. El modelado y el anblisis de los sistemas 
meccinicos se describen en el Capitulo 2. Los sistemas electricos se explican 
en el Capitulo 3; los Capitulos 4 y 5 tratan de los sistemas hidr&ulicos y neu- 
m&ticos, respectivamente, e incluyen consideraciones acerca del proceso de 
linealizacibn en el modelado de sistemas no lineales. El metodo de la trans- 
formada de Laplace para el analisis de sistemas lineales se da en el Capitulo 
6 y el analisis de los sistemas lineales estb descrito en el Capitulo 7. Final- 
mente, el Capitulo 8 presenta el analisis de los sistemas de control. 

A lo largo de todo el libro, en puntos estrategicos, se presentan 
ejemplos escogidos cuidadosamente para que el lector tenga una mejor 
comprensibn del tema en consideration. Adem^s, excepto en el Capitulo 1, 
al final de cada capitulo se proporcionan problemas resueltos. Esos proble- 
mas, muchos de los cuales describen situaciones reales encontradas en la 

Lx 
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practica de la ingenieria, representan una parte integral del texto. Por lo 
tanto, se sugiere que el lector estudie cada uno de ellos con todo cuidado. 
Ademas, se incluyen muchos problemas no resueltos de diferentes grados de 
dificultad, para probar la capacidad del lector en la aplicacion de la teorla 
expuesta. 

Las cantidades fisicas se introducen en unidades del SI (sistema metrico 
modernizado en unidades). Sin embargo, en algunos ejemplos y problemas, 
las cantidades fisicas se introducen en unidades del SI y otro sistemas de 
unidades, de modo que el lector adquiera la capacidad de convertir con faci- 
lidad de un sistema a otro. 

La mayor parte del material que aqui se presenta estuvo a prueba du¬ 
rante varios anos en cursos de nivel superior de dinamica de los sistemas en 
el departamento de Ingenieria Mecanica de la Univer-sidad de Minnesota. 

Para que el instructor que utilice este libro en su clase pueda darle un 
uso adecuado, las secciones con mayor grado de dificultad (y los problemas 
resueltos y no resueltos correspondientes) estan marcados con un asterisco, 
con el objeto de que los pueda incluir u omitir segun los objetivos del curso. 

Si este libro se emplea en cursos trimestrales, se puede cubrir la mayor 
parte del material de los capitulos 1 al 7 (con la posible exception de las reac- 
ciones marcadas con asterisco). Despues de estudiar esos siete capitulos, el 
lector debe ser capaz de formular modelos matematicos de los sistemas fisi- 
cos con una simplicidad razonable y podra tambien determinar las respues- 
tas transitoria y de frecuencia de tales sistemas. En cursos semestrales, se 
puede cubrir el libro entero. 

En conclusion, quiero expresar mi reconocimiento a mis exalumnos 
quienes resolvieron muchos de los problemas incluidos en este libro, a los 
revisores andnimos que hicieron comentarios constructivos y a todos 
aquellos quienes, de una u otra manera, ayudaron a su termination. 


K. Ogata 
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INTRODUCTION 


M SISTEMAS 

Sistemas. Un sistema es una combinacion de componentes que actuan 
conjuntamente para alcanzar un objetivo especifico. Una componente es 
una unidad particular en su funcion en un sistema. De ninguna manera limi- 
tado a los sistemas fisicos, el concepto de sistema se puede ampliar a feno- 
menos dinamicos abstractos, tales como los que se encuentran en la econo- 
mia, el transporte, el crecimiento de la poblacion y la biologia. 

Un sistema se llama dinamico si su salida en el presente depende de una 
entrada en el pasado; si su salida en curso depende solamente de la entrada 
en curso, el sistema se conoce como estatico. La salida de un sistema estati- 
co permanece constante si la entrada no cambia y cambia solo cuando la 
entrada cambia. En un sistema dinamico la salida cambia con el tiempo 
cuando no esta en su estado de equilibrio. En este libro solo nos ocupare- 
mos de sistemas dinamicos. 

Modelos matematicos. Cualquier tentativa de diseno de un sistema debe 
empezar a partir de una prediccion de su funcionamiento antes de que el sis¬ 
tema pueda diseftarse en detalle o construirse fisicamente. Tal prediccion se 
basa en una descripcidn matem&tica de las caracteristicas dinamicas del sis¬ 
tema. A esta descripcion matematica se le llama modelo matematico. Para 
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Cap. 1 


los sistemas fisicos, la mayoria de los modelos matematicos que resultan uti¬ 
les se describen en terminos de ecuaciones diferenciales. 

La dinamica de sistemas trata del modelado matematico y el analisis de 
la respuesta de los sistemas dinamicos. Hoy en dia, el disefio de ingenieria re- 
quiere de un concienzudo estudio de esa materia. 

Ecuaciones diferenciales lineales y no lineales. Las ecuaciones diferen¬ 
ciales lineaies pueden clasificarse en ecuaciones diferenciales lineales, inva- 
riantes en el tiempo y ecuaciones lineales variantes en el tiempo. 

Una ecuacidn diferencial lineal invariante en el tiempo es aquella en la 
cual una variable dependiente y sus derivadas aparecen como combina- 
ciones lineales. El siguiente es un ejemplo de esta clase de ecuacion. 

!^ + 5* + 10x = 0 
dt 2 dt 

Puesto que los coeficientes de todos los terminos son constantes, una ecua¬ 
cion diferencial lineal invariante en el tiempo tambien se denomina ecuacidn 
diferencial lineal de coeficientes constantes. 

En el caso de una ecuacidn diferencial lineal variante en el tiempo, la 
variable dependiente y sus derivadas aparecen como combinaciones linea- 
les, pero algunos de los coeficientes de los terminos pueden involucrar a la 
variable independiente. El siguiente es un ejemplo de este tipo de ecuacion 
diferencial. 

^ + (1 — cos 2 t)x = 0 

Es importante recordar que con objeto de que sea lineal, la ecuacion no 
debe contener potencias, productos u otras funciones de las variables de- 
pendientes y sus derivadas. 

Una ecuacion diferencial se denomina no lineal cuando no es lineal. 
Entre los ejemplos de ecuaciones diferenciales no lineales se incluyen 


dt 2 


+ O 2 - l)^r + * 


d 2 x 
dt 2 


l i I 2 

+ di + x + 


sen cot 


Sistemas lineales y sistemas no lineales. Para sistemas lineales, las 
ecuaciones que constituyen el modelo son lineales. En este libro trataremos 
con sistemas lineales que puedan representarse por ecuaciones diferenciales 
ordinarias, lineales e invariantes en el tiempo. 

La propiedad mas importante de los sistemas lineales consiste en que se les 
puede aplicar el principio de superposicion. Este principio establece que la 
respuesta producida por la aplicacion simultanea de dos funciones de exci- 
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taci6n diferentes o entradas, es la suma de dos respuestas individuales. En 
consecuencia, en los sistemas lineales la respuesta a varias entradas puede 
calcularse tratando una entrada cada vez y despues sumando los resultados. 
Como resultado del principio de superposicibn, las complicadas soluciones 
de las ecuaciones diferenciales lineales se pueden obtener de la suma de solu¬ 
ciones simples. 

En una investigation experimental de un sistema din&mico, si la causa y 
el efecto son proporcionales, eso implica que el principio de superposicibn 
se mantiene y se concluye que el sistema se puede considerar lineal. 

Los sistemas no lineales, por supuesto, son aquellos que se representan 
mediante ecuaciones no lineales. 

Aunque las relaciones fisicas con frecuencia se representan mediante 
ecuaciones lineales, en muchos casos las relaciones realcs puede que no sean 
del todo lineales. De hecho, un estudio cuidadoso de los sistemas fisicos re¬ 
vela que U» llamados sistemas lineales son realmente lineales dentro del ran- 
go de operacibn limitado. Por ejemplo, muchos de los sistemas hidraulicos 
y neumaticos involucran relaciones no lineales entre sus variables. 

En los sistemas no lineales, la caracteristica m&s importante es que el 
principio de superposicibn no es aplicable. En general, los procedimientos 
para encontrar la solucibn de problemas que involucran tales sistemas son 
extremadamente complicados. A causa de la dificultad matematica que 
representan los sistemas no lineales, con frecuencia es necesario linealizarlos 
alrededor de una condicion de operacibn. Una vez que un sistema no lineal 
se aproxima mediante un modelo matematico lineal, se deben usar terminos 
lineales para propositos de an&lisis y disefio. 


1-2 ELABORACION DE MODELOS (MODELADO) 

Elaboracion de modelos matematicos (modelado matematico). AI 

aplicar las leyes fisicas a un sistema especifico, es posible desarrollar un mo¬ 
delo matematico que describa al sistema. Tal sistema puede incluir para- 
metros desconocidos, los cuales deben evaluarse mediante pruebas reales. 
Sin embargo, algunas veces las leyes fisicas que gobiernan el comportamiento 
de un sistema no est&n completamente definidas, y la formulacion de un 
modelo matematico puede resultar imposible. De ser asi, se puede utilizar 
un procedimiento de modelado experimental. En este procedimiento, se so- 
mete al sistema a un conjunto de entradas conocidas y se miden sus salidas. 
A partir de las relaciones de entrada y salida se deriva entonces el modelo 
matematico. 

Simplicidad contra exactitud. Cuando se intenta construir un modelo, 
debe establecerse un equilibrio entre la simplicidad del modelo y la exactitud de 
los resultados del an&lisis. Es importante notar que los resultados obtenidos 



Scanned and Edited By YORCH® 


4 Introduction Cap. I 

en el analisis son validos en la medida en que el modelo se aproxime al siste- 
ma flsico dado. 

La rapidez con la cual una computadora digital puede realizar opera- 
ciones aritmeticas nos permite incluir cientos de ecuaciones para describir 
un sistema y para construir un modelo exacto, pero muy complicado. Si no 
se requiere de una exactitud extrema, es preferible desarrollar un modelo ra- 
zonablemente simplificado. 

Para determinar un modelo razonablemente simplificado, se necesita 
decidir cuales de las variables y relaciones fisicas pueden despreciarse y 
cuales son cruciales en la exactitud del modelo. Con objeto de obtener un 
modelo en la forma de ecuaciones diferenciales lineales, se deben despreciar 
cualesquiera parametros distribuidos y las no linealidades que pueden estar 
presentes en el sistema fisico. Si los efectos que estas propiedades ignoradas 
tienen en la resputsta son pequenos, entonces los resultados del an&lisis del 
modelo matematico y los resultados del estudio experimental del sistema 
fisico serbn satisfactorios. El que cualquiera de las caracteristicas particula- 
res sea importante puede no ser obvio en algunos casos, y en otros, puede 
requerir de penetracion fisica e intuici6n. En relaci6n con lo mencionado, la 
experiencia es un factor importante. 

Cuando se resuelve un problema nuevo, usualmente conviene construir 
primero un modelo simplificado para obtener una idea general en torno a la 
soluci6n. Posteriormente puede construirse un modelo matematico mbs de- 
tallado y usarlo para un an&lisis mas completo. 

Observaciones sobre la elaboracidn de modelos matematicos (models- 
do matematico). Ningun modelo matematico puede representar cualquier 
componente o sistema fisicos con precisibn. Siempre se involucran aproxi- 
maciones y suposiciones. Tales aproximaciones y suposiciones restringen el 
nivel de validez del modelo matematico. (El grado de aproximacion puede 
determinarse solamente mediante experimentos). Asi pues, al hacer una pre¬ 
diction acerca del funcionamiento del sistema, debe tenerse presente cual¬ 
quier aproximacion o suposicion involucrada en el modelo. 

Procedimiento para la elaboracibn de modelos matem&ticos (modelado 
matematico). El procedimiento para obtener un modelo matematico de un 
sistema puede resumirse como sigue. 

1 . Dibujar un diagrama esquematico del sistema y definir las va¬ 
riables. 

2. Utilizando leyes fisicas, escribir ecuaciones para cada componente, 
combinandolos de acuerdo con el diagrama del sistema y obtener un 
modelo matematico. 

3. Para verificar la validez del modelo, la prediccibn acerca del fun¬ 
cionamiento obtenida al resolver las ecuaciones del modelo, se com- 
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para con resultados experimentales. (La pregunta sobre la validez de 
cualquier modelo matematico puede contestarse solamente mediante 
experimento.) Si los resultados experimentales se alejan de la pre¬ 
diction en forma considerable, debe modificarse el modelo. Enton- 
ces se obtiene un nuevo modelo y las nuevas predicciones se compa- 
ran con los resultados experimentales. El proceso se repite hasta que 
se obtiene una concordancia satisfactoria entre la prediction y los 
resultados experimentales. 


1-3 ANALISIS Y DISENO DF. SISTEMAS DINAMICOS 

Esta section explica brevemente lo referente al analisis y diseno de los 
sistemas dinamicos. 

Analisis. El analisis de sistemas constituye, en condiciones especifica- 
das, la investigation del funcionamiento de un sistema cuyo modelo mate¬ 
matico se conoce. 

El primer paso al analizar un sistema dinamico consiste en obtener su 
modelo matematico. Puesto que cualquier sistema esta formado por com- 
ponentes, el analisis debe iniciarse obteniendo un modelo matematico de cada 
componente y combinando esos modelos con el objeto de construir un mo¬ 
delo del sistema completo. Una vez obtenido el modelo final, se puede formu- 
lar el analisis de tal manera que los parametros del sistema en el modelo se 
hacen variar para producir varias soluciones. Entonces, el ingeniero compa- 
ra estas soluciones e interpreta y aplica los resultados de su analisis a su ta- 
rea basica. 

Siempre debe tenerse presente que la obtencidn de un modelo razo- 
nable del sistema completo constituye la parte basica de todo el analisis. 
Una vez que se dispone de tal modelo, pueden usarse para el analisis dife- 
rentes tecnicas analiticas y por computadora. La manera en que el analisis 
se lleva a cabo es independiente del tipo de sistema fisico que se trate: meca- 
nico, electrico, hidraulico, etcetera. 

Diseno. El diseno de sistemas se refiere al proceso de encontrar un sis¬ 
tema que satisfaga una tarea especifica. En general, el procedimiento de di- 
sefto no es directo y requiere de ensayo y error. 

Sintesis. Por sintesis se entiende el uso de un procedimiento explicito 
para encontrar un sistema que funcione de manera especificada. Aqui, las 
caracteristicas deseadas del sistema se postulan al principio y despues se 
usan diferentes tecnicas matematicas para sintetizar un sistema que tenga 
esas caracteristicas. En general, tal procedimiento es completamente mate¬ 
matico desde el principio hasta el fin del proceso de diseno. 
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Enfoque basico del diseno de sistemas. El enfoque basico en el diseno 
de cualquier sistema dinamico necesariamente incluye procedimientos por 
tanteo. Teoricamente es posible la sintesis de sistemas lineales y el ingeniero 
puede determinar sistematicamente las componentes necesarias para alcan- 
zar el objetivo dado. En la practica, sin embargo, el sistema puede estar su- 
jeto a muchas restricciones o puede ser no lineal; en tales casos, no se dispo¬ 
ne en el presente de metodos de sintesis. Mas aun, las caracteristicas de las 
componentes pueden no ser conocidas con precision. Casi siempre se necesi- 
ta de las tecnicas de tanteo. 

Procedimientos de diseno. Con frecuencia, el diseno de un sistema 
ocurre como sigue. El ingeniero comienza el procedimiento de diseno a partir 
de las especificaciones que deben satisfacerce y la dinamica de las compo¬ 
nentes, las cuales incluyen los parametros de diseno. Puede ser que las espe¬ 
cificaciones esten dadas en terminos de valores numericos precisos acompa- 
nados de vagas descripciones cualitativas. (Las especificaciones en ingenieria 
normalmente incluyen declaraciones sobre factores tales como el costo, la 
confiabilidad, el espacio, el peso y la factibilidad de mantenimiento.) Es im- 
portante notar que pueden cambiarse las especificaciones a medida que el 
disefio progresa, porque el analisis detallado puede revelar que es imposible 
satisfacer ciertos requerimientos. A continuation, el ingeniero aplicara las 
tecnicas de sintesis cuando esten disponibles, asi como otros metodos, para 
construir un modelo matematico del sistema. 

Una vez que el problema de diseno se ha formulado en terminos de este 
modelo, el ingeniero lleva a cabo un diseno matematico que produce una so¬ 
lution a la version matematica del problema de disefio. Con el diseno mate¬ 
matico terminado, el ingeniero Simula el modelo en una computadora con el 
objeto de probar el efecto de diferentes entradas y perturbaciones en el com- 
portamiento del sistema resultante. Si la configuration inicial del sistema no 
es satisfactoria, el sistema debe redisefiarse y llevarse a cabo el analisis 
correspondiente. Este proceso de diseno y analisis se repite hasta encontrar un 
sistema satisfactorio. Entonces se puede construir un sistema fisico prototipo. 

Notese que este proceso de construction de un prototipo es el inverso de 
la elaboration de modelos matem&ticos. El prototipo es un sistema fisico que 
representa al modelo matematico con exactitud razonable. Una vez cons- 
truido el prototipo, el ingeniero lo prueba para ver que tan satisfactorio re- 
sulta. Si se satisface, el diseno quedo terminado. Si no, debe modificarse el 
prototipo y debe probarse de nuevo. Este proceso continua hasta que se ob- 
tiene un prototipo satisfactorio. 

1-4 RESUMEN 

Desde el punto de vista del analisis, un ingeniero que ha destacado profe- 
sionalmente debe ser capaz de obtener un modelo matematico de un sistema 
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dado y predecir su funcionamiento. (La validez de la prediccion depende en 
gran medida de la validez del modelo matematico utilizado para hacer dicha 
prediccion.) Y desde el punto de vista del diseno, el debe ser capaz de llevar 
a cabo un cuidadoso analisis del funcionamiento antes de que se construya 
el prototipo. 

El objetivo de este libro es capacitar al lector: a) para obtener modelos 
matemadcos que representen con mucha aproximacion los comportamien- 
tos de los sistemas fisicos y b) para obtener respuestas del sistema a diferentes 
entradas determinisdcas de tal manera que pueda analizar y disenar sistemas 
dinamicos. (Las entradas determinisdcas, en contraste con las probabilisti- 
cas, son las que se especifican por completo en funcion del tiempo. En cambio, 
las entradas probabilisticas dependen de variables aleatorias impredecibles.) 


Esquema del texto. El Capitulo 1 presenta una introduction a la dina- 
mica de los sistemas. Los capitulos del 2 al 5 se ocupan principalmente del 
problema de la elaboration de modelos matemadcos (modelado matemati¬ 
co.) Basicamente, se formula un modelo de sistema mediante la aplicacion 
de leyes fisicas a las componentes y se toma en cuenta la manera en que es- 
t&n conectadas. Especificamente, el Capitulo 2 trata de los sistemas mecanicos 
y el Capitulo 3 de los sistemas electricos. Los capitulos 4 y 5 estan relacionados 
con componentes y sistemas hidraulicos y neumaticos, respectivamente. Es- 
tos dos capitulos incluyen tecnicas de linealizacion para sistemas no lineales. 
Al linealizar un sistema no lineal, limitamos las desviaciones de las variables 
a valores pequenos y obtenemos un modelo matematico lineal. Aunque re- 
sulta exacto solamente para valores pequenos de las variables, un modelo 
como este tiene gran valor practico porque muchos sistemas no lineales se 
diseftan para mantenerse tan cercanos como sea posible a ciertas condi- 
ciones de operation o estados de equilibrio. 

El Capitulo 6 describe el metodo de la transformada de Laplace, el cual 
es util para analizar sistemas lineales invariantes en el tiempo. Luego, el 
Capitulo 7 explica el analisis de la respuesta en fenomenos transitorios en 
frecuencia; este capitulo cubre el enfoque segun la transformada de Laplace 
del analisis de la respuesta transitoria, las funciones de transferencia, el ana¬ 
lisis de respuesta en frecuencia con aplicaciones a la solution de problemas 
de aislamiento de la vibracidn y computadoras analogicas. Finalmente, el 
Capitulo 8 incluye material introductorio sobre analisis de sistemas de 
:ontrol. Se incluyen explicaciones sobre controladores automaticos, teeni¬ 
es est&ndar para obtener diferentes acciones de control mediante el uso de 
:omponentes neumaticas, hidraulicas y electronicas, analisis de la respuesta 
ransitoria de sistemas de control y un problema de diseno. 
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SISTEMAS MECANICOS 


2-1 INTRODUCCION 

La elaboracion de modelos matem&ticos (modelado matem£tico) y el 
an&lisis de la respuesta de los sistemas mecanicos constituyen los temas de 
este capitulo. En la Sec. 2-1, donde comenzamos con una breve descripcidn 
de los sistemas de unidades seguida por una explicacion de conceptos como 
la masa, la fuerza y las leyes de Newton, los cuales son parte normal de los 
cursos de flsica para universitarios. En la Sec. 2-2 se describe la elaboracion 
de modelos matem&ticos de sistemas mecanicos y vibraciones libres en siste¬ 
mas mecanicos simples. La Sec. 2-3 trata de las vibraciones libres de sistemas 
con dos o mas grados de libertad y la Sec. 2-4 describe sistemas mecanicos con 
friccion en seco. El concepto de friccion estatica y en deslizamiento se expli¬ 
ca al principio, seguido por un analisis de los movimientos de deslizamiento 
y rodamiento de los sistemas. Finalmente se introduce el principio de 
d’Alembert. La Sec. 2-5 contiene conceptos de trabajo, energia y potencia. 
Esta section concluye con un metodo de energia para obtener las ecuaciones 
de movimiento de los sistemas. La Sec. 2-6 ultima del capitulo trata de los 
transformadores de movimiento, energia y potencia y ofrece y analiza trans- 
formadores de movimientos, energia y potencia. 

Sistemas de unidades. Es obvia la necesidad de alcanzar un conoci- 
miento claro de los diferentes sistemas de unidades para el estudio cuantita- 
tivo de la dinamica de los sistemas. En el pasado, la mayoria de los calculos 


8 
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Sec. 2-1 Introduction 9 

de ingenieria en Estados Unidos de America se basaban en el Sistema Ingles de 
Medidas de Ingenieria (BES). Sin embargo, de hoy en adelante, los calculos 
se ha.r&n con el Sistema Internacional (abreviado SI) de unidades. 

El Sistema Internacional de unidades es un sistema metrico modificado 
y como tal difiere de los sistemas convencionales metrico absoluto o metrico 
gravitacional. La Tabla 2-1 enlista el Sistema Internacional, los sistemas 
metricos convencionales y los sistemas ingleses de unidades. (Esta tabla pre- 
senta solamente aquellas unidades necesarias para describir el comporta- 
miento de los sistemas mecanicos. (En el Apendice A se encuentran detalles 
adicionales de los sistemas de unidades.) 


Tabla 2-1. Sistemas de unidades 


\ Sistemas 
\de uni- 
\ dades 

CantidadX 

Sistemas absolutos 

Sistemas gravitacionales 

Metrico 

Ingles 

Metrico de 
ingenieria 

Ingles de 
ingenieria 

SI 

mks 

cgs 

Longitud 

m 

m 

cm 

ft 

m 

ft 

Masa 

kg 

kg 

g 

lb 

— 

kg/-s 2 

m 

slug 

lb/-s 2 

ft 

Tiempo 

s 

s 

s 

s 

s 

s 


Eg 


dyn 

g-cm 

S 2 

BO 



Energia 

J 

= N-m 

J 

= N-m 

erg 

= dyn-cm 

ft-poundal 


■ 

Potencia 

H 


m 

ft-pounda! 

s 

kgy-m 

s 

ft-lb/ 

s 

or hp 


La diferencia principal entre los sistemas “absolutos” de unidades y 
los sistemas “gravitacionales” de unidades consiste en optar por la masa o 
a fuerza como dimensibn primaria. En los sistemas absolutos (SI, y el 
netrico y el ingles absolutos) se escoge a la masa como dimension primaria 
f la fuerza es una cantidad derivada. Inversamente, en los sistemas gravita¬ 
tional (metrico de ingenieria e ingles de ingenieria) de unidades la fuerza 
:s una dimension primaria y la masa es una cantidad derivada. Por otra par- 
e, en este ultimo sistema la masa de un cuerpo se define como la relacion 
ntre la magnitud de la fuerza aplicada al cuerpo y la aceleracion de la grave- 
ad. (Asi, la dimension de la masa es fuerza/aceleracibn.) 
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10 SlSTEMAS MecANICOS 


Cap. 2 


En este libro se ha hecho un esfuerzo especial para familiarizar al lector 
con los diferentes sistemas de medicion. En los ejemplos y problemas, como 
muestra, los calculos estan hechos con unidades del SI, unidades metricas 
convencionales, y unidades BES con el objeto de ilustrar la forma de con¬ 
verts de un sistema a otro. La Tabla 2-2 muestra algunos factores de conver¬ 
sion convenientes entre diferentes sistemas de unidades. (En el Apendice 
B se dan otras tablas de conversidn detalladas.) 


Abreviaturas. Las abreviaturas de las unidades SI se escriben con 
letras minusculas, tales como m para metro y kg para kilogramo. Las abre¬ 
viaturas de unidades nombradas en honor de una persona, usualmente se 
inician con mayusculas: W para watt, N para newton, por ejemplo. Las uni¬ 
dades comunmente usadas y sus abreviaturas se listan a continuacion: 


ampere 

A 

newton 

N 

candela 

cd 

ohm 

n 

coulomb 

C 

pascal 

Pa 

farad 

F 

radian 

rad 

henry 

H 

segundo 

s 

hertz 

Hz 

esterradian 

sr 

joule 

J 

tesla 

T 

kelvin 

K 

volt 

V 

kilogramo 

kg 

watt 

W 

metro 

m 

weber 

Wb 


Los multiplos y submultiplos en potencias de 10 se indican mediante 
prefijos abreviados como sigue: 

Prefijo 



Prefijo 

abrevi 

10 18 

exa 

E 

10 15 

peta 

P 

10 12 

tera 

T 

10 9 

giga 

G 

10 6 

mega 

M 

10 3 

kilo 

k 

10 2 

hecto 

h 

10 

deca 

da 

10’ 1 

deci 

d 

io - 2 

centi 

c 

io - 3 

mili 

m 

10 6 

micro 


10- 9 

nano 

n 

IO 12 

pico 

P 

10-15 

femto 

f 

IO' 18 

atto 

a 
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Tabla 2-2. Tabla de conversion 



1 

lm = 100 cm 

Longitud 

2 

1 ft = 12 in. 

1 in. = 2.54 cm 


3 

1 m = 3.281 ft 

1 ft == 0.3048 m 


D 

1 kg = 2.2046 lb 

1 lb = 0.4536 kg 


5 

1 kg = 0.10397 kg/-s 2 /m 

1 kg/-s 2 /m = 9.807 kg 

Masa 

6 

1 slug = 14.594 kg 

1 kg = 0.06852 slug 


n 

1 slug = 32.1741b 

1 lb = 0.03108 slug 


8 

1 slug =^1.488 kg/-s 2 /m 

1 kg/-s 2 /m = 0.6720 slug 


9 

1 slug-ft 2 = 1.356 kg-m 2 

1 kg-m 2 = 0.7376 slug-ft 2 

Momento 

de 

10 

1 slug-ft 2 = 0.1383 kg/-s 2 -m 

1 kg/-s 2 -m = 7.233 slug-ft 2 


11 

1 slug-ft 2 = 32.174 lb-ft 2 

1 lb-ft 2 = 0.03108 slug-ft 2 


12 

1 N = 105 dyn 


13 

1 N = 0.10197 kg/ 

1 kg/ = 9.807 N 

Fuerza 

14 

1 N = 7.233 poundals 

1 poundal — 0.1383 N 

15 

1 N = 0.2248 lb/ 

1 Jb/ = 4 4482 N 


16 

1 k g/ = 2.2046 lb/ 

1 lb/ = 0.4536 kg/ 


17 

1 lb/ = 32.174 poundals 

1 poundal = 0.03108 lb/ 


18 

1 N-m — 1 J = 1 W-s 

1 J = 0.10197 kg/-m 


19 

1 dyn-cm = 1 erg = 10 -7 J 

1 kg/-m = 9.807 N-m 

Energia 

20 

1 N-m = 0.7376 ft-lb/ 

1 ft-lb/ = 1.3557 N-m 


21 

1 J = 2.389 x 10-4 kcal 

1 kcal = 4186 J 


22 

1 Btu = 778 ft-lb/ 

1 ft-lb/ = 1.285 x IQ' 2 Btu 


23 

1 W = 1 J/s 

Potencia 

24 

1 hp = 550 ft-lb//s 

1 ft-lb//s = 1.818 x 10-3 hp 


25 

1 hp = 745.7 W 

1 w = 1.341 x 10-3 hp 


11 
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Masa. La masa de un cuerpo es la cantidad de materia que contiene, la 
cual se supone constante. Fisicamente, la masa es la propiedad de un cuerpo 
que da su inercia; esto es, la resistencia a arrancar y parar. Un cuerpo es 
atraido por la Tierra y la magnitud de la fuerza que la Tierra ejerce sobre el 
se llama peso. 

En situaciones practicas, conocemos el peso -v de un cuerpo, pero no la 
masa m. Calculamos la masa m mediante: 


w 

m = — 


g 


donde g es la constante de aceleracion gravitacional. El valor de g varia lige- 
ramente de punto a punto sobre la superficie de la Tierra. Como resultado, 
el peso de un cuerpo varia ligeramente en diferentes puntos sobre la superficie 
de la Tierra, pero su masa permanece constante. Para propositos de ingenie- 
ria, se toma g como 

g = 9.81 m/s 2 = 981 cm/s 2 = 32.2 ft/s 2 = 386 in/s 2 

En el espacio exterior un cuerpo se considera desprovisto de peso. Su masa 
aun permanece y, por lo tanto, el cuerpo posee inercia. 

Las unidades de masa son kg, g, lb, kgy-s 2 /m y slug, como se muestra 
en la Tabla 2-1. Si la masa se expresa en unidades de kg (o de libra), pode- 
mos llamarlo kilogramo masa (o libra masa) para distinguirlo de la unidad 
de fuerza, la cual se denomina kilogramo fuerza (o libra fuerza). En este 
libro se usa kg para denominar un kilogramo masa y kg f un kilogramo fuer¬ 
za. Similarmente, lb denota una libra masa y lb y una libra fuerza. 

Un slug es una unidad de masa tal que, al aplicarle una fuerza de 1-libra, 
una masa de 1-slug se acelera 1 ft/s 2 (slug = lby-s 2 /ft). En otras palabras, si 
a una masa de 1 slug se le aplica una fuerza de 32.2 libras fuerza, se acelera a 
32.2 ft/s 2 (= g). Asi pues, la masa de un cuerpo que pesa 32.2 \b f en la su¬ 
perficie de la Tierra es de 1 slug o 


vv 32.2 lb t 
32.2 ft/s 2 


= 1 slug 


Fuerza. La fuerza puede definirse como la causa que tiende a producir 
un cambio en el movimiento de un cuerpo sobre el que actua. Con objeto de 
mover un cuerpo debe aplicarsele una fuerza. Hay dos tipos de fuerza capa- 
ces de actuar sobre un cuerpo: fuerzas de contacto y fuerzas de campo. Las 
fuerzas de contacto son aquellas que se establecen en contacto directo con el 
cuerpo, en tanto que las fuerzas de campo, tales como la fuerza gravita¬ 
cional y la fuerza magnetica, actuan sobre el cuerpo, pero no se ponen en 
contacto con el. 

Las unidades de fuerza son el newton (N), la dina (dyn), el poundal, el 
kgf y la lfy. En unidades del SI y el sistema mks (un sistema absoluto metri- 
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co) de unidades la unidad de fuerza es el newton. El newton es la fuerza que 
dara a 1-kilogramo masa una aceleracion de 1 m/s 2 o 

1 N = 1 kg-m/s 2 

Esto significa que 9.81 newtons daran a un kilogramo masa una aceleracion 
de 9.81 m/s 2 . Puesto que la aceleracion gravitacional es g = 9.81 m/s 2 (como 
se establecio anteriormente, para calculos de ingenieria, el valor de g puede 
tomarse como 9.81 m/s 2 o 32.2 ft/s 2 ), una masa de 1 kilogramo producira 
una fuerza sobre su apoyo de 9.81 newtons. 

La unidad de fuerza en el sistema cgs (un sistema absoluto metrico) es 
la dina, la cual da a un gramo masa una aceleracion de 1 cm/s 2 o 

1 dyn = 1 g-cm/s 2 

En el sistema absoluto ingles de unidades la libra es la unidad de masa y 
el poundal es la unidad de fuerza. Un poundal es la fuerza que dara una 
libra masa una aceleracion de 1 ft/s 2 o 

1 poundal = 1 lb-ft/s 2 

Asi pues, una fuerza de 32.2-poundals dara a una masa de una libra una ace¬ 
leracion de 32.2 ft/s 2 . En consecuencia, una masa de una libra producira 
una fuerza sobre su apoyo de 32.2 poundals. 

La unidad de fuerza en el sistema metrico de ingenieria (gravitacional) 
es el kg 7 , el cual es una dimension primaria del sistema. Similarmente, en el 
sistema ingles de ingenieria la unidad de fuerza es la lb 7 , que tambien es una 
dimension primaria en este sistema de unidades. 

Comentario. Las unidades del SI de fuerza, masa y longitud son el new¬ 
ton (N), el kilogramo masa (kg) y el metro (m). Las unidades mks de fuerza, 
masa y longitud son las mismas unidades del SI. Similarmente, las unidades 
cgs de fuerza, masa y longitud son la dina (dyn), el gramo (g) y el centimetro 
(cm) y las correspondientes unidades BES son la libra fuerza (lb/), el slug y 
el pie (ft). Cada uno de los sistemas de unidades es consistente con el hecho 
de que la unidad de fuerza acelera a la unidad de masa 1 unidad de longitud 
por segundo por segundo. 

Par o momento.de fuerza. El par o moment o de fuerza, se define como 
cualquier causa que tienda a producir un cambio en el movimiento rota- 
cional de un cuerpo sobre el cual actua. El par es el producto de una fuerza 
y la distancia perpendicular desde un punto de rotation a la linea de action 
de la fuerza. Las unidades del par son unidades de fuerza por longitud, tales 
como N-m, dyn-cm y lb^ft. 

Cuerpo rigido. Cuando se acelera un cuerpo real, se tienen presente 
siempre deflexiones elasticas internas. Si estas deflexiones internas son 
despreciables por su relativa pequenez respecto al movimiento total del 
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cuerpo entero, el cuerpo se denomina cuerpo rigido. Asi pues. un cuerpo 
rigido no se deforma. En otras palabras, en un movimiento traslacional 
puro, cada punto del cuerpo rigido tiene identico movimiento. 

Momento de inercia. El momento de inertia J de un cuerpo rigido alre- 
dedor de un eje se define como: 

/ — j r 2 dm 

donde dm es un elemento de masa, r la distancia del eje a dm y la integra¬ 
tion se efectua sobre el cuerpo. A1 considerar momentos de inercia, suponemos 
que el cuerpo en rotation es perfectamente rigido. Fisicamente, el momento 
de inercia de un cuerpo es una medida de su resistencia a la aceleracion an¬ 
gular. 

Considerese un sistema coordenado rectangular ( xyz ) en un cuerpo. El 
momento de inercia de un cuerpo respecto al eje x es: 

J x = | ( y 2 + z 1 ) dm 

De igual forma, los correspondientes alrededor de los ejes yyz son 

7, = J* ( z 2 -f- x 2 ) dm 

J t = | (x 2 + y 1 ) dm 

Si el espesor (en la direccion de z ) de un cuerpo piano tal como un disco, es 
despreciable comparada con las dimensiones x o y, entonces 

J* = fy 2 dm 
J y = J* x 2 dm 

J. = j (x 2 + y 2 ) dm=J x + J y 
La tabla 2-3 da los momentos de inercia de formas comunes. 


Ejemplo 2-1. La figura 2-1 muestra un cilindro homogeneo de radio R y longitud L. 
El momento de inercia de este cilindro alrededor del eje AA ' puede obtenerse como 
sigue 



L 


Fig. 2-1. Cilindro homogeneo. 
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Tabla 2-3. Momentos de inercia 



Considerese un elemento de masa en forma de anillo de espesor infinitesimal dr y ra¬ 
dio r. La masa de este elemento anular es 2-xrLp donde p es la densidad de este ci- 
lindro. Asi pues, 

dm = InrLp dr 

J = f r 2 2nrLp dr — 2nLp f r 3 dr — nL -P— 

Jo Jo A 


En consecuencia, 
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Puesto que la masa entera m del cuerpo del cilindro es m = *R 2 Lp } se obtiene 


/ = \mR 2 


Radio de giro. El radio de giro de un cuerpo rigido con respecto a un 
eje es una longitud k, la cual, cuando se eleva al cuadrado se multiplica por 
la masa m del mismo es igual al momento de inercia J del cuerpo con respec¬ 
to al mismo eje de inercia, o bien 

mk 2 - J 

Por lo tanto, _ 

k = J— 

V m 

Fisicamente, si fuera posible concentrar toda la masa del cuerpo rigido en 
un punto a una distancia k del eje en cuestion, de modo que mk 2 sea igual al 
momento de inercia J del cuerpo con respecto a ese eje, entonces la distancia 
k seria el radio de giro. 


Ejemplo 2-2. Supongase que un cuerpo rigido con 161 \b f de peso tiene un momento 
de inercia con respecto a un eje particular de 125 slug-ft 2 . ^Cual es el radio de giro 
con respecto a dicho eje? 

La masa del cuerpo rigido es 

w 161 . . 

m = — = = 5 slugs 


El radio de giro k es 



En este ejemplo usamos unidades del sistema ingles de ingenieria. Como ejer- 
cicio, interpretemos este problema en terminos de otros sistemas de unidades. 


1. Unidades SIo unidades mks(consulte las tablas 2-1 y 2-2). 

Un cuerpo rigido pesa 

w = 161 lby = 161 x 4.448 N = 716 N = 716 kg-m/s 2 
Para obtener la masa m dividimos este valor de w entre g = 9.81 m/s 2 . 

m =”. = 716 kg - m / A 2 = 73 0 kg 
g 9.81 m/s 2 


El momento de inercia J resulta 

J = 125 slug-ft 2 = 125 x 1.356 kg-m 2 - 169.5 kg-m 2 
Por lo tanto, el radio de giro k es 


k = 




169.5 

73.0 


1.52 m 
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2. Unidades metricas de ingenieria (gravitational) (consulte las tablas 2-1 y 2-2). 
Un cuerpo rigido pesa 

w = 161 Iby = 161 x 0.4536 kgy = 73.0 kg. 

La masa m se obtiene como 

m = — = .73_.0_kg/ y 44 ke, f -s 2 /m 
g 9.81 m/s 2 gf / 

Y tambien el momento de inercia J es 

J = 125 slug-ft 2 = 125 x 0.1382 kg r s 2 -m = 17.28 kg r s 2 -m 

En consecuencia, 




28 

44 


1.52 m 


Momento de inercia alrededor de un eje diferente del eje geometrico. 

Algunas veces es necesario calcular el momento de inercia de un cuerpo 
rigido homogeneo alrededor de un eje diferente de su eje geometrico. Si los 
ejes son paralelos, este proceso se puede efectuar facilmente. El momento 
de inercia alrededor de un eje que esta a una distancia x del eje geometrico, 
que pasa a traves del centro de gravedad, es la suma del momento de inercia 
alrededor del eje geometrico y el momento de inercia considerado con- 
centrado en el centro de gravedad alrededor del nuevo eje. 


Ejemplo 2-3. Considerese el sistema mostrado en la Fig. 2-2, donde el cilindro ho- 
mog6neo de masa m y radio R rueda sobre una superficie plana. Encuentre el mo¬ 
mento de inercia J x del cilindro alrededor de la linea de contacto (eje xx ) con la su¬ 
perficie. 


Fig. 2-2. Cilindro homogeneo rodan- 
do sobre una superficie plana. 

El momento de inercia del cilindro alrededor del eje CC' es 

J c - \mR 2 

El momento de inercia del cilindro alrededor del eje xx' cuando se consider a a la masa 
m concentrada en el centro de gravedad es mR 2 . Asi pues el momento de inercia J x 
del cilindro alrededor del eje xx' es 

J x = J c + >nR 2 — %mR 2 + mR 2 = \mR 2 
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Desplazamiento, velocidad y aceleracion. El desplazamiento x es un 
cambio en la posicion desde un punto a otro en un marco de referenda. La 
velocidad v es la derivada con respecto al tiempo del desplazamiento o 

v — x 

La aceleracion a es la derivada con respecto al tiempo de la velocidad o 

a = v = x 

Es importante distinguir entre rapidez y velocidad. La rapidez es la ra¬ 
zon con la cual se mueve un cuerpo a lo largo de su trayectoria. Asi pues, la 
rapidez se refiere meramente a la celeridad del movimiento y es una canti- 
dad escalar. Velocidad es la razon de cambio con respecto al tiempo. Por lo 
tanto, la velocidad representa rapidez, direccion y sentido, y es una canti- 
dad vectorial. 

Desplazamiento, velocidad y aceleracion angulares. Para propositos 
de ingenieria, el desplazamiento angular 0 se mide en radianes y se define 
como positivo cuando se mide en direccion contraria a la de las manecillas 
del reloj. Velocidad angular o es la derivada con respecto al tiempo de 
desplazamiento angular o 

co — & 

y aceleracidn a es la derivada con respecto al tiempo de la velocidad angular o 

a = Q) = $ 

Notese que la rapidez angular se refiere a la celeridad del movimiento an¬ 
gular y es una cantidad escalar. La velocidad angular es la razon de cambio 
con respecto al tiempo de la posicion angular y por lo tanto, representa rapi¬ 
dez de movimiento angular, direccion y sentido. Es una cantidad vectorial. 

Mas aun, nbtese que si la velocidad o la velocidad angular se miden con 
respecto a una referencia fija, entonces se denominan velocidad absoluta o 
velocidad angular absoluta. De otra forma se denominan velocidad relativa 
o velocidad angular relativa. Similarmente, si la aceleracidn o la aceleracion 
angular se miden con respecto a una referencia no acelerada, se les llama 
aceleracidn absoluta o aceleracion angular absoluta; de otra forma se usa el 
termino aceleracion relativa o aceleracion angular relativa. 

Leyes de Newton. Hay tres leyes muy conocidas llamadas las leyes de 
Newton. La primera ley de Newton, que trata de la conservation de la canti¬ 
dad de movimiento, establece que la cantidad de movimiento, (momentum) 
total de un sistema mecanico es constante en ausencia de fuerzas externas. 
La cantidad de movimiento es el producto de la masa m y la velocidad v, o 
mv, para el movimiento traslacional o lineal. En el movimiento rotacional, 
la cantidad de movimiento es el producto del moment'.> de inercia J y la ve¬ 
locidad angular o, o Jo, y se denomina cantidad de movimiento angular. 
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Segunda ley de Newton (del movimiento traslacional). Para un movi- 
miento traslacional, la segunda ley de Newton dice que la aceleracion de 
cualquier cuerpo rigido es directamente proporcional a la fuerza que aclue 
sobre el e inversamente proporcional a la masa del cuerpo. Esto es 

Fuerza = (masa)(aceleracion) 

Supongase que unas fuerzas actuan sobre una masa m. Si £ ^es la suma 
de todas las fuerzas que actuan en una direccion dada, entonces 

2 F — ma (2-1) 

donde a es la aceleracion resultante en esa direccion. La linea de accion de la 
fuerza que actua sobre una masa debe pasar a traves del centro de la masa. De 
otra manera tambien se vena envuelto un movimiento rotacional. El movi¬ 
miento rotacional no esta definido por la Ec. (2-1) pero se da en la Ec. (2-2) 
a continuacion. 

La segunda ley de Newton da la relacion fuerza-aceleracion de un cuer¬ 
po rigido o la relacion de aceleracibn angular-par de un cuerpo rigido en ro- 
tacion. La tercera ley se refiere a la accion y reaccion, y en efecto, establece 
que a toda accion se opone una reaccion de igual magnitud. 

Segunda ley de Newton (del movimiento rotacional). Para un cuerpo 
rigido en rotacion pura alrededor de un eje fijo, la segunda ley de Newton 
establece que 

£ Pares = (momento de inerci-a)(aceleracion angular) 

o bien 

n T = Ja (2-2) 

donde £ Fes la suma de todos los pares que actuan alrededor de un eje dado, 
J es el momento de inercia del cuerpo alrededor de ese eje y a es la aceleracion 
angular. 


Ejemplo 2-4. Una bola de masa m se lanza verticalmente hacia arriba con una velo- 
cidad inicial de 10 m/s. El desplazamiento vertical x se mide hacia arriba desde el 
punto inicial. ^Cual es la maxima altura que alcanzara la bola? Suponga que la fric- 
cion del aire es despreciable. 

La unica fuerza que actua sobre la bola es la fuerza gravitacional — mg. Apli- 
cando la segunda ley de Newton, tenemos 

mx = —mg 

Observando que L(0) = 10 m/s y x(0) = 0, obtenemos 
x(r) = —gt 4 - 4(0) = —gt + 10 
MO = — £g/ 2 + 10r 

En el instance en que la bola alcanza el punto mas alto, la velocidad es cero. Defina- 
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mos ese instante como t p . Entonces, 

x(t p ) = —gt p — 10 = 0 

o bien 


10 

g 


10 m/s , M 
9.81 m/s 2 ~ L02s 


La altura maxima obtenida es, por lo tanto, x(t p ) o 
x(t P ) = —%gt} + 10 t p 

= X 9.81 x 1.02 2 + 10 x 1.02 = 5.10 
Asi es que la altura maxima que la bola alcanza es 5.10 m. 


Cap. 2 


2-2 ELABORACION DE MODELOS MATEMATICOS 
(MODELADO MATEMATICO) 

Para cualquier sistema mecanico se puede desarrollar un modelo matematico, 
aplicando al sistema de leyes de Newton. En esta seccion trataremos primero el 
problema de obtener los modelos matematicos de sistemas mecanicos, y des¬ 
pues explicaremos el analisis de la respuesta de sistemas mecanicos simples. 

En el modelado matematico de sistemas mecanicos pueden necesitarse 
tres tipos de elementos basicos: elementos de inercia, de resorte y elementos 
amortiguadores. Comenzaremos esta seccion con una breve explicacion de 
cada uno de esos tres tipos. 

Elementos de inercia. Por elementos de inercia entendemos las masas y 
los momentos de inercia. Puesto que las masas y los momentos de inercia se 
presentaron en detalle en la Sec. 2-1, aqui bastara una breve explicacion. 

La inercia puede definirse como el cambio en fuerza (par) requerido 
para producir un cambio unitario en la aceleracion (aceleracion angular). 
Esto es, 

T • , A cambio de la fuerza N ^ , 
cambio en la aceleracion m/s z 

cambio en el par 

Inercia (momento de inercia) = -rr~--r--,— 

cambio en la aceleracion angular 


N — m , 9 

- 7 o kg-m 2 


rad/s 2 


Elementos de un resorte. Un resorte lineal es un elemento mecanico 
que puede ser deformado por una fuerza externa tal que la deformacion sea 
directamente proporcional a la fuerza o par que se le aplique. 

La Fig. 2-3 es un diagrama esquem&tico de un resorte. Aqui considera- 
mos solamente ei movimiento traslacional. El resorte ha sido deflectado de 
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su posici6n original por una fuerza aplicada en cada extremo. Las posi- 
ciones x x y x 2 de los extremos del resorte se han medido en relacion con el 
mismo marco de referencia. Las fuerzas en ambos extremos del resorte es- 
t&n en la misma linea y son de igual magnitud. Por lo tanto, la fuerza Fy el 
desplazamiento neto x de los extremos del resorte estan relacionados por 

F = kx --- k(x l — x 2 ) (2-3) 

donde k es una constante de proporcionalidad llamada constante del resor¬ 
te. La dimension de la constante del resorte k es fuerza/desplazamiento. 


F 


- 

O-VWVWWV 


- x 2 

j ^_ p Fig. 2-3. Resorte. 


En el movimiento rotacional, el par aplicado a los extremos de un re¬ 
sorte de torsion o rotacional y el cambio neto en el desplazamiento angular 
de los extremos estan relacionados por 

T= k6 = k(0 x -0 2 ) (2-4) 

donde 

T = par aplicado a los extremos del resorte de torsion 
0 i = desplazamiento angular de un extremo 
0 2 = desplazamiento angular en el otro extremo 
0 = 0! — 0 2 = desplazamiento angular neto de los extremos 
k = constante del resorte de torsion 

La dimension de la constante del resorte de torsion k es par/desplazamiento 
angular, donde el desplazamiento angular s? mide en radianes. 


F 



Fig. 2-4. Curvas caracteristicas de fuer- 
za-desplazamiento de resortes lineales 
y no lineales. 


Cuando se estira un resorte lineal, se alcanza un punto en el cual la 
fuerza por desplazamiento unitario empieza a cambiar y el resorte viene a 
ser un resorte no lineal. Si se le estira aun mas, se alcanza un punto en que el 
material se rompe o cede. En resortes practicos, por lo tanto, la suposicion 
de linealidad puede estar bien s61o para desplazamientos netos relativamen- 
te pequeftos. 
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En resortes practicos, la constante del resorte k (o una constante del re- 
sorte equivalente en resortes no lineales) puede definirse como 

Constante del resorte k (para resorte traslacional) 

__ cambio en la fuerza _ 

cambio en el desplazamiento del resorte m 

Constante del resorte k (para resorte de torsion) 

cambio en el par N — m 

cambio en el desplazamiento angular del resorte rad 

Las constantes de resorte indican rigidez; un gran valor de k correspon- 
de a un resorte duro y un valor pequeno de k a un resorte suave. El 
reciproco de la constante del resorte k se denomina compliancia o capaci- 
tancia mecanica C. Asi pues C = 1 /k. La compliancia o capacitancia meca- 
nica indica la suavidad de un resorte. 

Compliancia o capacitancia mecanica C (para resorte traslacional) 

cambio en el desplazamiento del resorte m 
cambio en la fuerza N 

Compliancia o capacitancia mecanica C (para resorte de torsion) 

cambio en el desplazamiento angular del resorte rad 
cambio en el par N — m 

Notese que en terminos de la compliancia o capacitancia mecanica C, las 
Ecs. (2-3) y (2-4) quedan 

x = CF y 9 = CT 

Resorte practico contra resorte ideal. Todos los resortes practicos 
tienen inercia y amortiguamiento. En nuestro analisis en este libro, sin em¬ 
bargo, supondremos que el efecto de la masa en un resorte es despreciable, 
esto es, la fuerza de inercia debida a la aceleracion del resorte es despre¬ 
ciable por su pequefiez comparada con la fuerza del resorte. Tambien, su¬ 
pondremos que el efecto de amortiguamiento del resorte es de tamafio 
despreciable. 

Un resorte ideal, en comparacion con un resorte real, no tendra masa 
ni amortiguamiento (friccion interna) y obedecera la ley de fuerza-desplaza- 
miento lineal como se da en la Ec. (2-3) o la ley de par-desplazamiento angu¬ 
lar como se da en la Ec. (2-4). 

Elementos amortiguadores. Un amortiguador es un elemento mecani- 
co que disipa energia en forma de calor en lugar de almacenarla. La figura 
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2-5(a) muestra un diagrama esquematico de un amortiguador traslacional. 
Consiste en un piston y un cilindro lleno de aceite. Cualquier movimiento 
relativo entre el vastago del piston y el cilindro encuentra resistencia por el 
aceite ya que este debe fluir alrededor del piston (o a traves de orificios pro- 
vistos en el piston) de un lado a otro. Esencialmente, el amortiguador absor- 
be energia y la energia absorbida se disipa como calor que fluye al ambiente. 


F 



(o) 


r 



e-O 


Fig. 2-5. (a) amortiguador traslacio¬ 
nal; (b) amortiguador torsional (o ro¬ 
tational). 


En la Fig. 2-5(a) las velocidades y x 2 se consideran relativas al mismo 
marco de referencia. Las fuerzas en los extremos del amortiguador trasla¬ 
cional estan en la misma linea y son de igual magnitud. En el amortiguador, 
la fuerza F que actua sobre el es proporcional a la diferencia de velocidad x 
de ambos extremos o 


F = bx = b(x x — x 2 ) (2-5) 

donde la constante de proporcionalidad b que relaciona la fuerza externa F 
y la diferencia de velocidad x se denomina coeficiente de friccidn viscosa o 
constante de friccion viscosa. La dimension del coeficiente de friccion visco¬ 
sa es fuerza/velocidad. Notese que las posiciones iniciales de ambos extre¬ 
mos del amortiguador no aparecen en la ecuacion. 

Para el amortiguamiento de torsion o rotacional mostrado en la Fig. 
2-5(b), el par aplicado a los extremos del amortiguador es proporcional a la 
diferencia de velocidad angular de ambos extremos o 

T= b& - b(0, - 0 2 ) .2-6) 

donde 

T = par aplicado a los extremos del amortiguador de torsion 
= velocidad angular de un extreme 
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d 2 = velocidad angular del otro extremo 

0 = — d 2 velocidad angular relativa de los extremos 

b = coeficiente de friccion viscosa de torsion (constante de friccion 
viscosa de torsion) 

La dimension del coeficiente de friccion viscosa de torsion b es par/veloci- 
dad angular. 

Notese que un amortiguador es un elementb que provee resistencia en 
el movimiento mecanico, y como tal, su efecto en el comportamiento dina- 
mico de un sistema mecanico es similar al de un resistor electrico en el com¬ 
portamiento dinamico de un sistema electrico. En consecuencia, a menudo 
se trata de un amortiguador como un elemento de resistencia mecanica y al 
coeficiente de friccion viscosa como a la resistencia mecanica. 

Resistencia mecanica b (para amortiguador traslacional) 

cambio en la fuerza N 
earnbio en la velocidad m/s 

Resistencia mecanica b (para amortiguadores de torsion) 

cambio en. el par N — m 

cambio en la velocidad angular rad/s 

Amortiguador practico contra amortiguador ideal. Todos los amorti¬ 
guadores practicos producen efectos de inercia y de resorte. En este libro, 
sin embargo, suponemos que esos efectos son despreciables. 

Un amortiguador ideal esta desprovisto de masa y de resorte, disipa toda 
la energia y obedece a la ley fuerza-velocidad lineal o par-velocidad angular 
lineal como se dan en la Ec. (2-5) o en la Ec. (2-6), respectivamente. 

Fricci6n no lineal. La friccion que obedece a la ley lineal se llama fric¬ 
cion lineal , en tanto que la friccion que no la obedece se describe como no li¬ 
neal. Los ejentplos de friccion no lineal incluyen la friccibn estatica, la fric¬ 
cion deslizante y la friccion de ley cuadratica. Los temas relacionados con la 
friccion estatica y la friccion deslizante se explicaran en la Seccibn 2-4. 

La friccion de ley cuadratica ocurre cuando un cuerpo solido se mueve 
en un medio fluido. Aqui la fuerza de friccion es esencialmente propor- 
cional a la velocidad en poca rapidez y llega a ser proporcional al cuadrado 
de la velocidad en gran rapidez. La figura 2-6 muestra una curva caracteris- 
tica de la friccion de ley cuadratica. 

Respuesta forzada y respuesta libre. El comportamiento determinado 
por una funcion de excitacion se llama respuesta forzada y la que se debe a 
las condiciones iniciales (almacenamientos de energia iniciales) se llama res- 
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Fig. 2-6. Curva caracteristica de la 
friccion de ley cuadratica. 


puesta libre. El periodo entre la iniciacion de una respuesta libre y su deter¬ 
mination se conoce como periodo transitorio. Despues que la respuesta 
libre se hace despreciable, se dice que las condiciones han alcanzado un esta- 
do estable. 


Sistemas rotacionales. Se muestra en la Fig. 2-7 un diagrama esquema- 
tico de un rotor montado sobre cojinetes. El momento de inercia del rotor 
alrededor del eje de rotacion es J. Supongamos que en t = 0 el rotor esta gi- 
rando a la velocidad angular de co(0) = co 0 . Supongamos tambien que la fric¬ 
cion en Ios cojinetes es friccion viscosa y que no se aplica par externo al ro¬ 
tor. Entonces el unico par que actua sobre el rotor es el par de friccion bo) en 
los cojinetes. 



Fig. 2-7. Rotor montado cn cojinetes. 


Aplicando la segunda Icy d.e.iNewton, Ec. (2-2) obtenemos la ecuacion 
del movimiento. 


Jxb —bo). 


co( 0) cu 0 


o bien 


J(b j hi: 


La ecuacion (2-7) es la ccuacion del mo'-inoc?uo, a^i como un modelo malt 1 - 
maticu del sistenia. A un si.stenia goben-.aoo por una ccuac-on -..UUvenc-ai i. 
primer orden se ie llama sisterna de pruner or den. 

Ai resolver la Lc. (2-7), podemos supoiu.? qur 


/' r t 
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La diferenciacion de ambos lados de la Ec. (2-8) con respecto a t da 

d> = 03 Q Xe Xt 

A continuacion, sustituimos esta cb y la Ec. (2-7) y obtenemos 

Jo3 0 Xe Xl + bco 0 e x ‘ = 0 

Puesto que u) 0 e^‘ =£ 0, esta ultima ecuacion da 

JX + b = 0 

A este resultado se le llama la ecuacion caracteristica del sistema. La 
ecuacion caracteristica determina el valor de A. 



Asi pues, de la Ec. (2-8) tenemos 

co(t) = co 0 e~ {blJU 

La velocidad angular decrece exponencialmente, como se muestra en la 
Fig. 2-8. 


Fig. 2-8. Curva de velocidad angular del 
sistema rotor mostrado en la Fig. 2-7. 



Puesto que el factor exponencial e~ {h/J) ' tiende a cero cuando t se hace muy 
grande, matematicamente la respuesta decrece en forma permanente. Cuando se 
trata con tal respuesta de decrecimiento exponencial, es conveniente describir la 
respuesta en terminos de una constante de tiempo. Una constante de tiempo es 
aquel valor de tiempo que hace al exponente igual a - 1. En este sistema, la cons¬ 
tante de tiempo T es igual a J/b. Cuando t = T, el valor del factor exponencial es 

e~ T/T = e" 1 = 0.368 

En otras palabras, cuando el tiempo t en segundos es igual a la constante de 
tiempo, el factor exponencial se reduce aproximadamente a 37% de su valor 
inicial, como se muestra en la Fig. 2-8. 

Sistema masa-resorte. La figura 2-9 describe un sistema que consiste 
en una masa y un resorte. Aqui la masa esta suspendida por el resorte. Para 
el movimiento vertical, actuan dos fuerzas sobre la masa: la fuerza del re- 
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6 = Deflexion estatica 


Antes que la 
masa m se una 
al resorte 


Despues que la 
masa m se une 
al resorte 


Fig. 2-9. Sistema masa-resor(e. 


sorte ky y la fuerza gravitacional mg. En el diagrama la direction positiva 
del desplazamiento y esta definida hacia abajo. Notese que la fuerza gravi¬ 
tacional jala a la masa hacia abajo. Si se jala a la masa hacia abajo por una 
fuerza externa y luego se la suelta, la fuerza del resorte actua hacia arriba y 
tiende a jalar a la masa hacia arriba. Asi, mediante la aplicacion de la segun- 
da ley de Newton, obtenemos la ecuacion del movimiento 


o bien 


my = 2 fuerzas ——ky-\- mg 


my + ky = mg 


(2-9) 


La fuerza gravitacional es estaticamente opuesta por la deflexion 6 de equi- 
librio del resorte. Si medimos el desplazamiento desde esta position de 
equilibrio, entonces el termino mg puede descartarse de la ecuacion de mo¬ 
vimiento. Puesto que k5 = mg, sustituyendo y — x 4 6 en la Ec. (2-9) y 
considerando que <5 — constante, tenemos 

mx -f kx = 0 (2-10) 

la cual es un modelo matematico del sistema. A tal sistema se le llama siste¬ 
ma de segundo orden; esto es, esta gobernado por una ecuacion diferencial 
de segundo orden. 

A menos que se establezca otra situacion en este libro, cuando se escriban 
las ecuaciones de movimiento para sistemas que incluyan a la fuerza gravi¬ 
tacional, mediremos el desplazamiento de la masa desde la posicion de 
equilibrio con el objeto de eliminar el termino mg y simplificar el modelo 
matematico. 
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Vibracion libre. En el sistema masa-resorte de la Fig. 2-9, supongase 
que la masa se jala hacia abajo y luego se la suelta en condiciones iniciales 
arbitrarias x(0) y x(0). En este caso, la masa oscilara y el movimiento sera 
periodico. El movimiento periodico, observado en el sistema cuando es 
desplazado de su posicion de equilibrio estatico, se denomina vibracion 
libre. Es una respuesta libre debida a las condiciones iniciales. 

Con el objeto de encontrar la forma matematica del movimiento pe¬ 
riodico, resolvamos la Ec. (20). Para encontrar la solucion, un metodo util 
consiste en suponer que x(l) tiene una forma exponencial o sinusoidal (se- 
noidal). En este capitulo demostraremos ambos enfoques, el exponencial y 
el sinusoidal (senoidal). 

Para obtener una solucion del presente problema, suponemos que x(t) 
esta en forma exponencial 


jc(r) = Ke Xt 


( 2 - 11 ) 


Si se sustituye esta ecuacion en la Ec. (2-10), entonces 

mKX 2 e Xt -f kKe xt = 0 
Dividierido ambos lados entre Ke X! resulta 

ml 1 f- k = 0 

la cual es la ecuacion caracteristica del sistema. De esta ecuacion caracteris- 
tica obtenemos 



Aqui las raices X x y X 2 son 


A, 


i /£ 

' y m ’ 



y esos dos valores de X satisfacen la solucion propuesta. Ec. (2-11). Puesto 
que la ecuacion diferencial de segundo orden debe tenet dos constantes ar - 
bitrarias en su solucion, podemos escribir la solucion gene*a! .*•(/) conn 


x(t) K t e i "' r ” u -i K- 7 e~ Ji ' Tmr 

A contiriuacioru podemos usar las siguicntes eciutciones (formula de Sailer* 
para expresar fun Clones exponenciales en terminus d- ? ur««.. >nc.s seno y u<> 


a>‘ 


‘■ a on 


l St h "t 


O -12 
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Entonces la solution general x{t ) se hace 

*(') = A', (cos t + j sen^/A. ,) + A’, (cos ^ / 

- j(K, - AT,) sen/^ t + (AT, + K 2 ) cos ^ 1 
= A sen A /— t -f B cos J — t 

donde 

^ =./(*! - * 2 ), B — Ky + #2 

A y son ahora constantes arbitrarias que dependen de las condiciones ini¬ 
tiates x(0) y x(0). La ecuacion (2-13) puede escribirse tambien 

x(t) == C cos (J-^ t f- 0) 

donde 

C - 0 =« -tan 1 4 

n 

Para determinar las constantes A y B en terminos de las condiciones 
iniciales x(0) y x(0) sustituimos t - 0 en la Ec. (2-13). Entonces, 

v(0) - B 

Despues de diferenciar ambos lados de la Ec. (2-13) con respecto a t, tene- 
mos 

x(t) — aJ~~ cos J — t — B J sen J ~~ t. 

V m \ m V m V m 

Asi pues, 


Se infiere que A - \fm/k \{ 0) y /j 1 - ,v(0) En terminos de fas condiciones ini 
ciales la Ec. Q- 13) se hace 

-v(/) \ (0 )J sen. / —1 t r(0) cos .... / ' 1 (2-14) 

V h V m \ *•»< 

El movnmeoio periodico descrito por esta ultima ecuacion se denomina mo- 
vimiento armonico simple 

Si las condiciones iniciales dadas fueron x\l)} -- x r - y v(0> - 0, entonces 
por s.ustitucidn de eslas condiciones iniciales en la Ec. (2-14). el despiaza 


-ysenyEr) 

(2-13) 
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miento x(t) estaria dado por 

*(0 = x 0 cos y t 

El periodo y la frecuencia de un movimiento armonico simple puede 
ahora definirse como sigue. El periodo T es el tiempo requerido para que un 
movimiento periodico vuelva a repetirse. En este caso, 

Periodo T — ^ segundos 

a /k/m 

La frecuencia f de un movimiento periodico es el numero de ciclos por se- 
gundo y la unidad estandar de frecuencia es el hertz (Hz); esto es, un hertz 
es un ciclo por segundo. En el presente movimiento armonico, 

Frecuencia /= yr = hertz 

La frecuencia natural o frecuencia natural no amortiguada es la fre¬ 
cuencia de vibracion libre de un sistema sin amortiguamiento. Si la frecuen¬ 
cia natural se mide en hertz (Hz) o ciclos por segundo (cps), se la representa 
por f n . Si se la mide en radianes por segundo (rad/s), se la presenta por co„. 
En el presente sistema 

(o n = 2nf n = rad/s 

Es importante recordar que cuando la Ec. (2-10) se escribe en forma tal 
que el coeficiente del termino x es la unidad, 

x -f —x — 0 
m 

la raiz cuadrada del coeficiente del termino a es la frecuencia natural Esto 
significa que para el sistema mostrado en la Fig. 2-9, podemos poner un mo- 
delo matematico del sistema en la forma 

x -f calx — 0 

donde co„ = */kjm. 

Determinaci6n experimental del momento de inercia. Es posible calcu- 
lar momentos de inercia de los cuerpos homogeneos que tengan formas geo- 
metricas simples. Sin embargo, tratandose de cuerpos rigidos con formas 
complicadas o que esten hechos de materiales de diferentes densidades, tales 
calculos pueden ser dificiles o aun imposibles; m&s aun, los valores calcula- 
dos pueden no ser exactos. En esos casos, es preferible la determinacion ex¬ 
perimental de los momentos de inercia. El proceso es como sigue. Monte- 
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mos un cuerpo rigido sobre cojinetes sin friction, de modo que pueda girar 
libremente alrededor del eje de rotation con respecto al cual se determinara 
el momento de inercia. En seguida, unimos un resorte de torsion de cons- 
tante de resorte k conocida, al cuerpo rigico (vease la Fig. 2-10). 


Fig. 2-10. Un montaje para la deter¬ 
mination experimental del momento 
de inercia. 

El resorte se tuerce ligeramente, se suelta y se mide la frecuencia del movi- 
miento armonico simple resultante. Puesto que la ecuacion de movimiento 
del sistema es 



JO + k6 = 0 


o bien 

Q + ]Lq = 0 

la frecuencia natural oj n es 

y el periodo de vibracion es 

2 7r 2n 
= co n == JkfJ 

El momento de inercia J queda determinado entonces como 



De manera similar, en el sistema masa-resorte de la Fig. 2-9, si la cons- 
tante del resorte k se conoce y se mide el periodo T de la vibracion libre, en¬ 
tonces la masa m puede calcularse mediante 



Sistema masa-resorte-amortiguador. La mayor parte de los sistemas 
fisicos constan de algitn tipo de amortiguamiento: amortiguamiento viscoso, 
amortiguamiento seco, amortiguamiento magnetico, etcetera. Tal amorti¬ 
guamiento no solo retarda el movimiento, sino que dado el caso, causa que 
se detenga. En la siguiente explicacion consideraremos un sistema mecanico 
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simple que incluye amortiguamiento viscoso. Notese que el amortiguador 
de cilindro es un elemento amortiguador viscoso tipico. 


Fig. 2-11. Sislema masa-resorte-amor- 
tiguador. 

La figura 2-11 es un diagrama esquematico de un sistema masa-resorte- 
amortiguador. Supongase que la masa se jala hacia abajo y luego se suelta. 
Si el amortiguamiento es ligero, ocurrira un movimiento vibratorio. (Se dice 
que este sistema esta subamortiguado). Si el amortiguamiento es fuerte, no 
ocurrira movimiento vibratorio. (Se dice que este sistema esta sobreamorti- 
guado). Un sistema criticamente amortiguado es aquel en el cual el grado de 
amortiguamiento es tal que el movimiento resultante esta en la frontera 
entre los casos de subamorliguamiento y sobreamortiguamiento. Indepen- 
dientemente de que el sistema sea subamortiguado, sobreamortiguado o 
criticamente amortiguado, a causa de la presencia del amortiguador la 
vibracion o movimiento libre disminuira con el tiempo. Esta vibracion libre 
se llama transitoria. 

En el sistema que se muestra en la figura 2-11, en el movimiento verti¬ 
cal estan actuando tres fuerzas sobre la masa: la fuerza del resorte, la fuerza 
amortiguadora y la fuerza gravitacional. Como ya se hizo notar, si medimos 
el desplazamiento de la masa desde una posicion de equilibrio estatico (de 
modo que la fuerza gravitacional este balanceada por la deflexion de equi¬ 
librio del resorte), la fuerza gravitacional no participara en la ecuacion de 
movimiento. Por lo tanto, al medir el desplazamiento x de la posicion de equi¬ 
librio estatico, obtenemos la ecuacion del movimiento. 

mx V fuerzas - kx — bx 

o bien 

, h.x | kx 0 (2-15) 

La ecuacion (2-15), fa cual describe e! movimiento del sistema, es tambien 
un modelo maternatico del sistema 

En nuestro anaiists presente solo se considera el caso del subamorti- 
guamienlo. (En el Capitulo 5 se hace un analisis mas completo del sisterba 
para los casos de subarmmiguamienio, sobreamortiguamiento y criticamen- 
te arnoTiiguado.t 
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Resolvamos la Ec. (2-15) para un caso particular. Supongase que 
m = 0.1 slug, b - 0.4 lb^-s/ft y k — 4 lby/ft. Entonces la Ec. 2-15 se hace 


o bien 


0.1.x + 0.4.x ! 4x 0 


.x ! 4.x f 40 v - 0 


Supongamos que 


x(/) ■ -■ Ke lt 

Cuando se sustituye la Ec. (2-17) en la Ec. (2-16), el resultado es 


( 2 - 16 ) 


(2-17) 


KPe xt | 4 KXe u -f 4QKe x ‘ 0 
Dividiendo esta ultima ecuacion entre Ke x ', queda 

X 2 i 41 -| 40 • 0 

Esta ecuacion cuadratica es la ecuacion caracteristica del sistema considera- 
do. Como tal, dene dos raices 

Aj — —2 4y'6, 2 2 —2 — j6 

Estos dos valores de A sadsfacen la solucion supuesta, Ec. (2-17). En conse- 
cuencia, suponemos que la solucion conbene dos terminos de la forma 
mostrada en la Ec. (2-17) y escribimos la solucion general x(/) como 

x(t) = K x e ( ~ 2+j6) ‘ -j K 2 e ( - 2 ~ J6)t 
m e~ 2i {K x e ib ' | K 2 e ibl ) 

— e~ 2t (A sen 6 r -t- B cos 6 /) (2-18) 

donde K x y K 2 son constantes arbitrarias y A = j{K t — K 2 ), B - K v + K 2 . Para 
obtener la Ec. (2-18), utilizamos la formula de Euler, dada en la Ec. (2-12). 

Obtengamos el movimiento A'(0 cuando se jala a la masa hacia abajo en 
t = 0, tal quex(0) = x 0 , y se la suelta con velocidad, x(0) = 0. Entonces las 
constantes arbitrarias A y B pueden determinarse como sigue. Primero, la 
sustitucion de t = 0 en la Ec. (2-18) da 

x(0) — B = x 0 


Diferenciando luego la Ec. (2-18) con respecto a t 

x(t ) — —2 e" 2l (A sen 6t -f B cos 6 1 ) + e~ 2r (6A cos 6/ —• 6 B sen 6/) 
= — 2e~ 2t [(A + 35) sen 6/ -f- (B — 3 A) cos 6 1] 

De aqui 

x(0) = — 2(5 - 34) - 0 

y, por lo tanto, 

A =~- i-x 0 , 5 = x 0 



Scanned and Edited By YORCH® 


34 Sistemas MecAnicos Cap. 2 

La solution x(t) se hate 

x(t ) — e _2r (^sen 6t + cos 6t)x 0 

Ademas de describir una vibracion sinusoidal (senoidal) amortiguada (Fig. 2- 
12 ), esta ecuacion representa la vibracion libre del sistema masa-resorte- 
amortiguador con los valores numericos dados. 



Comentarios. Los valores numericos en el problema precedente se 
-dieron en unidades BES. Convirtamos esos valores en unidades de otros sis¬ 
temas. 

I. Unidades del SI o mks (consulte las tablas 2-1 y 2-2). 
m - 0.1 slug = 1.459 kg 

b = 0.4 ttys/ft = 0.4 x 4.448/0.3048 N-s/m = 5.837 N-s/m 
k = 4 lb/ft = 4 x 4.448/0.3048 N/m 

La Ec. (2-15) queda 

1.459Jc + 5.837x + 58.37x - 0 

o bien 

x + 4jc + 40;c = 0 


la cual es la misma que la Ec. (2-16). 

2. Unidades metricas de ingenieha (gravitacional) (consulte las tablas 2-1 

y 2-2). 

m = 0.1 slug = 0.1488 kgy-sVm 

b = 0.4 lby-s/ft = 0.4 x 0.4536/0.3048 kg^-s/m = 0.5953 
kgy-s/m 

k = 4 lb/ft = 4 x 0.4536/0.3048 kg/m = 5.953 kg/m 
Por lo tanto, la Ec. (2-15) se hace 

0.1488x + 0.5953x + 5.953* = 0 


o bien 


* -L 4* -L 40* = 0 
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la cual es la misma que la Ec. (2-16). 

Notese que en tanto usemos unidades consistentes, la ecuacion diferen- 
cial (modelo matematico) del sistema permanece igual. 

Resumen del procedimiento general para la obtencion de respuestas. 

Para determinar el comportamiento libre de los sistemas mecanicos, se 
puede resumir un procedimiento general corno sigue. 

1. Obtenga un modelo matematico del sistema. (Escriba la ecuacion 
diferencial del sistema, usando la segunda ley de Newton.) 

2. Si el sistema incluye amortiguamiento, es conveniente suponer que 
la solucion es de la forma de una funcion exponencial con constan- 
tes indeterminadas. (Si no hay amortiguamiento incluido, podemos 
suponer que la solucion es de la forma sinusoidal (senoidal) con 
constantes indeterminadas. Vease Seccion 2-3.) 

3. Determine el exponente a partir de la ecuacion caracteristica. (En la 
solucion sinusoidal (senoidal) determine la frecuencia natural a par¬ 
tir de la ecuacion caracteristica.) 

4. Evalue las constantes indeterminadas, usando las condiciones ini- 
ciales. 


2-3 SISTEMAS MECANICOS CON DOS O MAS 

GRADOS DE LIBERTAD 

En situaciones de la vida real, el movimiento de un sistema mecanico 
puede ser simultaneamente traslacional y rotacional en un espacio de tres di- 
mensiones y algunas partes del sistema pueden tener trayectorias restringidas 
en las cuales puedan moverse. La description geometrica de tales movimien- 
tos puede llegar a ser complicada, pero las leyes flsicas fundamentales, Ecs. 
(2-1 y 2-2) aim se aplican. 

En el sistema masa-resorte-amortiguador expuesto en la Seccion 2-2, se 
necesito solo una coordenada x para especificar el movimiento del sistema. 
Sin embargo, se necesita mas de una coordenada para describir el movi¬ 
miento de sistemas mas complicados. El termino grado de libertad es el 
que describe el numero minimo de coordenadas independientes requeridas 
para especificar ese movimiento. 

Grados de libertad. El numero de grados de libertad que posee un sis¬ 
tema mecanico es el numero minimo de coordenadas indepdndientes re¬ 
queridas para especificar las posiciones de todos sus elementos. Por 
ejemplo, si solo se necesita una coordenada independiente para especificar 
ia localization geometrica completa de un sistema en el espacio, se trata de 
un sistema de un grado de libertad. Esto es, un cuerpo rigido en rotation 
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sobre un eje tiene un grado de libertad, mientras que un cuerpo rigido en el 
espacio tiene seis grados de libertad: tres traslacionales y tres rotacionales. 

En general, es importante observar que, no es el numero de masas ni 
cualquier otra cantidad obvia la que conducira siempre a una estimacion 
eorrecta del numero de grados de libertad. 

En terminos del numero de ecuaciones de movimiento y del numero de 
restricciones, los grados de libertad pueden expresarse asi: 

Numero de grados de libertad 

= (numero de ecuaciones de movimiento) 

— (numero de ecuaciones de restriccion) 


Ejemplo 2-5. Observando los sistemas mostrados en la Fig. 2-13, encontremos los 
grados de libertad de cada uno de ellos. 



• Fig. 2-13. Sistemas mecanicos. 

(a) Comer.cemos con el sistema mostrado en la Fig. 2-13(a). Si la masa m esta 
restringida a moverse verticahnente, solo se requiere una coordenada x para definir 
la localizacion de la masa en cualquier momento. Asi, el sistema mostrado en la Fig. 
2-13(a) tiene un grado de libertad. 

Podemos verificar esta declaracion contando el numero de ecuaciones de movi¬ 
miento y el numero de ecuaciones de las restricciones. Este sistema tiene una 
ecuacion de movimiento 


mx + bx + kx — 0 

y ninguna ecuacion de restricciones. En consecuencia, 

Grado de libertad = 1—0=1 


(b) A continuation, consideremos el sistema mostrado en la Fig. 2-13(b). Las 
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ecuaciones de movimiento son 

mil + k i(xj - x 2 ) -f k 1 x l =0 , ' 

k\(xi - x 2 ) = biX 2 

Por lo tanto, el numero de ecuaciones de movimiento es dos. No hay ecuacion de 
restricciones. Asi es que 


Grados de libertad -2 — 0 = 2 

(c) Finalmente, consideremos el sistema de pendulo mostrado en la Fig. 2-13(c). 
Definamos las coordenadas de la masa del pendulo como (.v, y). Entonces las 
ecuaciones de movimiento son 


mx — — T sen 0 
my = mg — T cos 9 


Asi pues, el numero de ecuaciones de movimiento es dos. La ecuacion de restriccion 
de este sistema es 


x 2 -\ - y 2 = l 2 

El numero de ecuaciones de restriccion es uno. Y por eso 
Grado de libertad = 2—1 = 1 

Observese que cuando hay restricciones presentes, el sistema de coordenadas 
mas conveniente puede ser no rectangular. En el sistema de pendulo de la Fig. 2-13(c) 
el pendulo esta restringido a moverse en una trayectoria circular. Aqui el sistema de 
coordenadas mas conveniente puede ser un sistema de coordenadas polares. Enton¬ 
ces la unica coordenada necesaria seria el angulo 6 en el cual el pendulo se balancea. 
Las coordenadas rectangulares x, y y las coordenadas polares 6, I (donde / es una 
constante) estan relacionadas mediante 


x = l sen 9, y = / cos 9 

En terminos del sistema de coordenadas polares, la ecuacion de movimiento 
queda 

ml 2 9 — —mgl sen 9 

o bien 

9 4 y sen0 = 0 

Notese que, como / es constante, la configuracion del sistema puede especificar- 
se por una coordenada, 6. En consecuencia, se trata de un sistema con un grado de tu¬ 
ber tad. 
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Sistema de dos grados de libertad. Un sistema de dos grados de liber- 
tad requiere dos coordenadas independientes para especificar la configura- 
ci6n del sistema. Considerese el sistema mostrado en la Fig. 2-14; el cual 
ilustra el caso de dos grados de libertad y obtengamos de el un modelo mate- 
m&tico. A1 aplicar la segunda ley de Newton a la masa m x y la masa m 2 , te- 
nemos 

m x x x = —k\X x — k 2 (x x ~ x 2 ) 
fTl 2 X 2 ~ k3X2 k 2 (x 2 l) 





Fig. 2-14. Sistema mec&nico. 


A1 rearreglar las ecuaciones de movimiento, se hacen 

t «,*, + k x x { + k 2 (x , — x 2 ) = 0 (2-19) 

m 2 x 2 + k 3 x 2 + k 2 (x 2 — * t ) = 0 (2-20) 


Estas dos ecuaciones representan un modelo matem&tico del sistema. 

Vibracion libre de un sistema de dos grados de libertad. A conti- 
nuacion, considerese la Fig. 2-15, la cual es un caso especial del sistema da¬ 
do en la Fig. 2-14. Las ecuaciones de movimiento para el presente sistema 
pueden obtenerse sustituyendo m x = m 2 = m y k x — k 2 = k en las Ecs. (2-19) 
y (2-20) como sigue. 


mx, + 2/cXj — kx 2 — 0 (2-21) 

mx 2 -f 2kx 2 — kx\ =0 ( 2 - 22 ) 

Examinemos la vibracion libre del sistema. Con objeto de encontrar las 
frecuencias naturales de la vibracion libre, supongamos que el movimiento 
es armonico. Asi pues, supongamos que 
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Primer modo Segundo modo Fig- 2-15. Sistema mecanico y sus dos 
de vibracidn de vibracion modos de vibracion. 

Xi = A sen cot, x 2 = B sen cot 
go 

Xi = —Aco 2 sen cot, x 2 = — Boo 2 sencof 

Si las expresiones precedentes se sustituyen en las Ecs, (2-21) y (2-22), las 
ecuaciones resultantes son 

(— mAco 2 -f- 2kA — kB) sen cot — 0 
(— mBco 2 + 2kB — kA) sen cot = 0 

Puesto que estas ecuaciones deben satisfacerse en todo tiempo, y puesto que 
dit no puede ser cero en todo tiempo, las cantidades entre parentesis deben 
ser iguales a cero. Asi, 

— mAco 2 -f 2kA — kB = 0 
—mBco 2 + 2 kB — kA — 0 

A1 rearreglar, tenemos 

(2k - mco 2 )A - kB = 0 (2-23) 

—kA + (2k — mco 2 )B = 0 (2-24) 

La ecuacidn (2-23) da 

A _ k 
B 2k — mco 1 


A _ 2 k — mco 2 
B ~ k 


y Ec. (2-24) 
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Y por lo tanto, obtenemos 

k _ 2k — moo 2 
2k — mco 2 k 


o bien 


co 


4 k 
m 


co 2 


k 2 

3 —^ — 0 

m L 


la cual puede reescribirse como 


o bien 



En consecuencia, co 2 tiene dos valores, el primero representa la primera fre- 
cuencia natural co, (primer forma) y la segunda representa la segunda frecuen- 
cia natural co 2 (segunda forma). 




Debe recordarse que en el sistema de un grado de libertad solo existe 
una frecuencia natural, en tanto que en el sistema de dos grados de libertad 
hay dos frecuencias naturales. 

En cualquiera de las frecuencias naturales las dos masas deben vibrar a 
la misma frecuencia. Por ejemplo, en la primera (o mas baja) frecuencia na¬ 
tural co, la relacion de amplitud A/B se hace unitaria, o A = B, lo cual signi- 
fica que ambas masas se mueven la misma cantidad en la misma direccidn; 
esto es, los movimientos estan en fase. Sin embargo, en la segunda frecuen¬ 
cia natural co 2 , la relacion de amplitude/# se hace — 1, o A = - B, y por lo 
tanto, los movimientos estan opuestos en fase. (En el presente sistema la re¬ 
lacion de amplitud A/B se hace igual a 1 o a - 1 cuando las masas vibran a la 
frecuencia natural. Es importante puntualizar que esta situation ocurre 
cuando suponemos que m, = m 2 y ki = k 2 = k 3 . Sin tales suposiciones la 
relacidn de amplitud A/B no sera igual a 1 ni a — 1.) 

Notese que ademas el sistema no siempre vibra con una de las frecuencias, 
pero que pueden ocurrir dos formas de vibracion simultaneamente, depen- 
diendo de las condiciones iniciales. Esto es, la vibracion de m, puede consis¬ 
ts en la suma de dos componentes: un movimiento armonico de amplitud 
A x a la frecuencia y un movimiento armonico A 2 a la frecuencia a ) 2 . En 
este caso la vibracion de m 2 consiste en la suma de dos componentes armo- 
nicas de amplitud B x a la frecuencia co, y de amplitud B 2 a la frecuencia co 2 . 
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Sistemas con muchos grados de libertad. Generalmente, un sistema 
con n grados de libertad (tal como el formado por n masas y n + 1 resortes) 
tiene n frecuencias naturales. Si tiene lugar una vibracion libre en alguna 
de sus frecuencias naturales, todas las n masas vibraran a esa frecuencia y 
la amplitud de cualquiera de las masas sostendra un valor fijo relativo a la 
amplitud de cualquier otra masa. Sin embargo, el sistema puede vibrar con 
mas de una frecuencia natural. Entonces la vibracion resultante puede ha- 
cerse bastante complicada y verse como una vibracion aleatoria. 


2-4 SISTEMAS MECANICOS CON FRICCION EN SECO 

♦ 

El deslizamiento, el rodamiento y el roce de diferentes partes constituyen 
algunas de las fuerzas de friccion que se presentan en los sistemas mecanicos. 
En la mayoria de los casos, las fuerzas de friccion presentes son una combi¬ 
nation de friccion viscosa, friccion en seco y algunos otros tipos. 

En esta section trataremos la friccion en seco: la fuerza de friccion que 
se observa cuando un cuerpo con una superficie no lubricada se desliza 
sobre otra superficie no lubricada. Empezaremos con la friccion estatica, la 
friccion por deslizamiento y la friccion por rodamiento. Despues haremos 
modelos matematicos de los sistemas mecanicos con friccion en seco, se- 
guidos de an&lisis de la respuesta de tales sistemas. Finalmente, se expondra 
el principio de d’Alembert y sus aplicaciones a la elaboration de modelos 
matematicos. 

Friccion estatica y friccion por deslizamiento. Siempre que la superfi¬ 
cie de un cuerpo se deslice sobre la de otro, cada uno ejerce una fuerza de 
friccion sobre el otro que es paralela a las superficies. La fuerza sobre cada 
cuerpo es opuesta a la direction de su movimiento relativo respecto al otro. 

Supongase que se coloca un cuerpo sobre una superficie aspera y que 
sobre el se ejerce el jalon de una fuerza [vease la Fig. 2-16(a)]. Si el cuerpo se 
jala con una fuerza en incremento, al principio no se movera. Pero a medi- 
da que la magnitud de la fuerza se incrementa y alcanza un valor suficiente 
para superar la friccion entre las dos superficies en contacto, el cuerpo co- 
menzar& a moverse. Cuando dos superficies en contacto estan en reposo re¬ 
lativo una con respecto a la otra, la fuerza de friccion estatica alcanza un 
maximo cuando el deslizamiento entre las dos superficies es inminente. In- 
mediatamente despues que el movimiento se inicia, la magnitud de la fuerza 
de friccion decrece ligeramente. La fuerza de friccion que actua sobre el 
cuerpo cuando se mueve con movimiento uniforme se llama friccion de 
deslizamiento o cinetica. Algunas veces tambien se expresa como friccion 
de Coulomb. En la Fig. 2-16(b) aparece una curva caracteristica de la friccion 
estatica y por deslizamiento. 
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(a) (b) 

Fig. 2-16. (a) Un cuerpo colocado sobre una superficie aspera y some- 
tido a una fuerza de traccion; (b) curva caracteristica de la friccion es¬ 
tatica y deslizante. 


En el sistema mostrado en la Fig. 2-16(a), las fuerzas que actuan sobre 
el cuerpo, diferentes de las fuerzas de traccion y de friccidn, son la fuerza 
gravitational y la llamada fuerza normal, la cual se crea en la superficie 
sdjbre la cual el cuerpo esta en reposo o desliz&ndose y empuja el cuerpo ha- 
cia arriba. Esta ultima fuerza actua normal a la superficie, de alii su 
nombre. 

La magnitud N de la fuerza normal y la magnitud F s de la fuerza de 
friccion estatica maxima son proporcionales entre si. La relation F s /N se 
denomina coeficiente de friccidn estatica y se representa por n s o bien 



La fuerza real F de friccion estatica puede tener cualquier valor entre cero 
(cuando ninguna fuerza se aplica paralela a la superficie) y un valor maximo 
fi s N o 

0 <F<n,N 


Si la fuerza de friccion es aquella que se observa en el movimiento uni¬ 
forme del cuerpo, la relation F k /N , donde F k es la magnitud de la fuerza de 
friccion durante el movimiento uniforme, se denomina coeficiente de fric¬ 
cidn por deslizamiento o de friccion cinetica y se expresa por n k o tambien 



Asi pues, cuando el cuerpo esta en movimiento, la fuerza de deslizamiento o 
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friccion cinetica est& dada por 


F k = H k N 

N6tese que la friccidn est&tica maxima es mayor que la friccidn por desliza- 
miento, es decir 


Ms > Mk 

Los coeficientes de friccidn estdtica y por deslizamiento dependen principal- 
mente de la naturaleza de las superficies en contacto. 

Comentarios. Los hechos precedentes acerca de las fuerzas de friccidn 
dan una descripcidn macroscdpica de estos fendmenos y se basan en estu- 
dios experimentales. Estos es, son relaciones empiricas pero no representan 
leyes fundamentales. En la siguiente lista resumimos los hechos relativos a 
la friccidn estdtica y por deslizamiento. 

1. La fuerza de friccidn siempre actua opuesta a la direccidn del 
movimiento real o pretendido. Hasta que tenga lugar el movimiento 
del cuerpo, la magnitud de la fuerza de friccidn est&tica es igual a la 
magnitud de la fuerza que actua en la direccidn del movimiento. 

2. La mAgnitud de la friccidn por deslizamiento es proporcional a la 
magnitud de la fuerza normal y es pr&cticamente independiente del 
&rea de contacto. 

3. El coeficiente de friccidn por deslizamiento varia poco con la veloci- 
dad relativa, pero puede considerarse constante dentro de una 
amplia escala de velocidades. 

4. Para cualquier par de superficies, la friccidn est&tica mdxima es ma¬ 
yor que la friccidn por deslizamiento. 


Ejemplo 2-6. En el sistema mostrado en la Fig. 2-17, obtengamos la fuerza F, que se 
necesita en el extremo de la palanca con el objeto de mantener el tambor del freno sin 
rotacidn. Supongamos que el coeficiente de friccidn estdtica ^ es 0.4. 

El par debido al peso mg es en el sentido de las manecillas del reloj y su magni¬ 
tud T x es 


T t = mgr { - 100 x 9.81 x 0.3 = 294.3 N-m 

La fuerza de friccidn que actua sobre el tambor del freno es 


F - fijN = 0.4 x 6 F { = 2AF t N 
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El par debido a la fuerza del freno F es en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj y su magnitud T 2 es 


\^r 2 = Fr 2 - 2AFi x 0.6 = 1.44F, N-m 


Si T 2 > 7\, entonces el tambor del freno no girara y, por lo tanto, 

1.44F, > 294.3 


o bien 


F t > 204.4 N 

Asi pues, la magnitud de la fuerza F t que se necesita para evitar que el tambor gire 
debe ser mayor que 204.4 newtons. 


Friction por rodamiento. El movimiento de un cuerpo que rueda sobre 
otro se ve opuesto por una fuerza llamada friction por rodamiento , la cual 
resulta de la deformation de los dos cuerpos en el lugar de contacto. La fi- 
gura 2-18 muestra un cilindro homogeneo que rueda sobre una superficie 
suave. Aqul la fuerza que jala, P, actua paralela a la superficie. La fuerza 
gravitacional mg actua hacia abajo y la fuerza de reaction o fuerza normal 
N actua hacia arriba, aplicada sobre el cilindro por la superficie del piano, y 
constituyen un par de friction de rodamiento. (Un par son dos fuerzas de 
igual magnitud, pero de direction opuesta que no tienen la misma linea 
de action. La linea de action de la fuerza gravitacional y la correspondiente a 
la fuerza normal estan separadas una distancia p debida a la deformation 
del cilindro y la superficie. 

El par de friction por rodamiento es un par que tiene como eje la tan- 
gente a la superficie del piano alrededor del cual el cilindro esta rodando. 
Su valor ni&ximo (la presion normal multiplicada por la distancia/?) es ge- 
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neralmente muy pequeno, por lo que casi siempre se desprecia. La direccion 
en la cual el par de friccion de rodamiento tiende a voltear al cilindro es 
opuesta,a aquella en la cual esta realmente rodando. Si el cilindro esta en re- 
poso, pero actuado por fuerzas que tienden a hacerlo rodar, el par de fric¬ 
cion por rodamiento tiende a evitar la rotacion respecto a la tangente comun 
a las dos superficies. 


T i 



Fig. 2-18. Cilindro homogeneo ro¬ 
dando sobre una superficie lisa. 


En la Fig. 2-18, el par debido a la fuerza de traccion actua en la direc- 
cion de las manecillas del reloj y su magnitud T x es 


Ti =Ph = Pr 


El par T 2 que resiste a la rotacion se origina por el par debido a mg y a N. Actua 
en la direccion opuesta a la de las manecillas del reloj y su magnitud es 


Ti = Np 

Supongase que se jala un cuerpo con una fuerza en incremento. Si la fuer¬ 
za aplicada alcanza un valor suficientemente grande para superar el par resis- 
tente T 2 , el cilindro comenzara a rodar. Por Io tanto, 7\ = T 2 o Pr = Np 
dan la condicion para la rotacion inminente. La distancia p, donde 



se denomina coeficiente de friccion porjrodamiento. Ademas de tener la di¬ 
mension de longitud, depende de factores como la naturaleza de las superfi¬ 
cies de contacto y la presion de contacto. 

Puesto que el par de friccion por rodamiento es, como ya se observo, 
generalmente muy pequefio, casi siempre se desprecia en el analisis de inge- 
nieria de los sistemas mecanicos. En los siguientes analisis de sistemas meca- 
nicos con friccion en seco, tambien lo despreciaremos. 

Movimiento de rodamiento y deslizamiento. Considerese el movimien- 
to de un cilindro homogeneo de masa m y radio R rodando hacia abajo en 



Scanned and Edited By YORCH® 


46 Sistemas MecAnicos Cap . 2 

un piano inclinado. El aspecto del rodamiento y/o deslizamiento de inme- 
diato envuelve el aspecto de la friccion entre las superficies en contacto. Sin 
friccion, el cilindro se deslizaria. Con friccibn, el movimiento traslacional 
del centro de masa y el movimiento de rotacion alrededor del centro de masa 
son independientes entre si. Por otra parte, si el cilindro rueda sin desliza¬ 
miento, una fuerza de friccion estatica actua durante todo el tiempo; la 
magnitud y la direccion de la fuerza de friccion estatica son tales que asegu- 
ran x = R6, donde x es el desplazamiento traslacional del centro de masa y 6 
es el angulo de rotacion. 

Si el cilindro se desliza, la fuerza de friccion Ft s igual a n k N donde fi k es 
el coeficiente de friccion deslizante y TV es la fuerza normal. Notese que si el 
cilindro esta rodando sin deslizamiento, la fuerza de friccion F se transfor¬ 
ma en friccion estatica con magnitud desconocida, pero F es menor que ^N. 
En otras palabras, la condicion para que el cilindro ruede hacia abajo sin 
deslizamiento es que F debe ser menor que fi k N. 

La fuerza de friccion estatica en el cilindro rodante es una fuerza no di- 
sipativa aplicada sobre un desplazamiento, ya que el punto de contacto 
entre el cilindro rodante y el piano inclinado cambia continuamente. El tra- 
bajo hecho por la fuerza de friction al incrementar la energia cinetica trasla¬ 
cional del centro de masa va emparejado por una cantidad igual, pero nega- 
tiva de trabajo rotacional hecho por la misma fuerza de friccion, de tal modo 
que decrece la energia cinetica rotacional respecto al centro de masa y vice- 
versa, y no disipa energia. 


Ejemplo 2-7. Considerese un cilindro homogeneo de masa m y radio R, inicialmente 
en reposo sobre una superficie horizontal, y supongase que se le aplica una fuerza P 
(Fig. 2-19). Suponiendo que el cilindro rueda sin deslizamiento, encuentrese la mag¬ 
nitud y la direccion de la fuerza F. 



Supongamos que F esta actuando en la direccion opuesta a P. Al aplicar la se- 
gunda Ley de Newton al sistema, para el movimiento traslacional del centro de masa 
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obtenemos 


mx = P - F (2-25) 

y para el movimiento rotacional con respecto al centro de masa 

J0 = FR (2-26) 

donde J, el momento de inercia del cilindro alrededor del eje de rotacidn que pasa a 
traves de su centro de gravedad, es igual a \mR 2 y x es igual a Rd. (N6tese que la 

condition para que el cilindro ruede sin deslizamiento es x = Rd.) Las ecuaciones 
2-25 y 2-26 Tepresentan un modelo matem&tico del sistema. 

Sustituyendo 8 = x/R en la Ec. (2-26), queda 


\mRx = FR 

o bien 

^mx = F (2-27) 


Por la elimination de x de las Ecs. (2-25) y (2-27), 

IF = P - F~ 

o bien 



Asi pues, la magnitud de la fuerza de friccidn Fes P/3 y la direccion de Fes hacia la 
izquierda como se muestra en la Fig. 2-19. (De haber escogido la direccion de F hacia 
la derecha, F hubiera sido -P/3.) 

Notese que si la fuerza de friccidn Fes cero, la fuerza est&tica Ftambien es cero 
y obtendremos x = 0. Esto es, si el cilindro est& rodando originalmente, continuara 
rodando con velocidad lineal constante^ = v 0 (donde v 0 es la velocidad inicial) y ve- 
locidad angular constante & = v 0 jR. 

Ejemplo 2-8. Un cilindro homogeneo de masa m y radio R se mueve hacia abajo en 
un piano incHhado cuyo Angulo de inclinacion es a, como se muestra en la Fig. 2-20. 
Definamos 

0 = desplazamiento angular como se define en la Fig. 2-20 
x = desplazamiento lineal (a lo largo del piano inclinado) del centro de grave- 
dad del cilindro 

F = fuerza de friccidn que actua hacia arriba en el piano 
N = fuerza normal que actua a traves del punto de contacto 

Determine el Angulo a para el cual el cilindro rodar^ sin deslizamiento. Suponga que 
x(0) = 0, jc(0) = 0, 9(0) = 0, y 0(0) - 0. 

Cuando el cilindro rueda hacia abajo sin deslizamiento, la fuerza de friccion Fy 
la fuerza normal N est&n relacionadas mediante 


F < fi k N 
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Fig. 2-20. Cilindro homogeneo movien- 
dose hacia abajo en un piano inclinado. 


donde n k es el coeficiente de friccion deslizante. La ecuacion del movimiento trasla- 
cional en la direccion x es 


nix — mg sen CC — F (2-28) 

y la ecuacion del movimiento rotacional es 

J9 = FR (2-29) 

donde 6 = x/R (puesto que el cilindro rueda sin deslizamiento) y J es el momento de 
inercia del cilindro alrededor del eje de rotation que pasa a traves del centro de gra- 
vedad. Las ecuaciones (2-28) y (2-29) definen un modelo matematico del sistema. 
(Notese que, en la direccion y, my = N — mg cos a = 0.) 

A1 eliminar Fde las ecuaciones (2-28) y (2-29) y usando la relacion 6 = x/R, te- 
nemos 

„ Jx 

mx — mg sen a — 

Observando que J = y mR 2 , esta ultima ecuacion se simplifica a 

x — %g sen a (2-30) 

Y de esa manera, de las Ecs. (2-28) y (2-30) obtenemos 

F — mg sen a — mx — \mg sen a 

La condicion para que el cilindro ruede hacia abajo sin deslizamiento es F < n k N. En 
consecuencia. 


/ l s N > fi k N — pt k mg cos a > F — %mg sen a 
donde t^N es la friccion estatica maxima. Asi pues, 

> ii k > j tan a 

Si se satisface esta condicion, el cilindro rodara hacia abajo en el piano inclinado sin: 
deslizamiento. 
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Principio de d’Alembert. La siguiente exposition mostrara que un li- 
gero rearreglo de la segunda ley de Newton algunas veces conduce a un ca- 
mino mas simple para obtener la ecuacion de movimiento. Cuando una 
fuerza actua sobre una masa, la acelera. En lugar de pensar en la acelera- 
cion como resultado de la aplicacion de una fuerza, podemos convertir esta 
situation dinamica en una situation de equilibrio en la cual la suma de las 
fuerzas externas se iguala por una fuerza de inertia ficticia. 

Considerese el movimiento de una particula. La segunda ley de Newton 
para el movimiento traslacional puede reescribirse como 

F — ma = 0 

Si se supone que una fuerza ficticia — ma esta actuando sobre la particula, a 
esta se la puede tratar como si estuviera en equilibrio. Este hecho se conoce 
como principio de d'Alembert. 

La ecuacion que resulta de la aplicacion del principio de d’Alembert es 
aquella en la cual la suma de todas las fuerzas, incluyendo la fuerza de iner¬ 
tia ficticia, se hace igual a cero. El enfoque de d’Alembert se aplica tanto a 
sistemas traslacionales como rotacionales y proporciona una simplification 
analitica importante en situaciones complicadas que involucran traslacion y 
rotation combinadas. Es importante observar que en este metodo la fuerza 
de inertia es una fuerza ficticia que se agrega mentalmente al sistema solo 
para propositos de analisis, mas no es una fuerza real capaz de originar que 
se mueva un cuerpo que inicialmente estaba en reposo. 

La principal ventaja del metodo de d’Alembert sobre la aplicacion di¬ 
recta de la segunda ley de Newton es que no necesitamos considerar la ac¬ 
tion de fuerzas y pares respecto a un eje a traves de su centro de gravedad. En 
lugar de eso podemos-resumir tal action con respecto al eje que considere- 
mos conveniente. Demostraremos esta ventaja mediante un ejemplo. 


Ejemplo 2-9. Considerese el mismo sistema propuesto en el Ejemplo 2-8. Un ci- 
lindro rueda hacia abajo en un piano inclinado cuyo angulo de inclination es a (vea- 
se la Fig. 2-20). En este ejemplo supondremos que no hay deslizamiento. Obtenga- 
mos xft) como una funcion del tiempo t utilizando el enfoque de d’Alembert. Supon- 
gamos que a<0) = 0, L(0) = 0, 0 O = 0 y 0(0) = 0. 

Al aplicar el principio de d’Alembert a este problema, tratamos al cilindro como 
si estuviera en equilibrio bajo la action de todas las fuerzas y pares, incluyendo la 
fuerza de inercia ficticia mx y el par ficticio JQ, como se muestra en la Fig. 2-21. Po¬ 
demos resumir los pares respecto a cualquier eje en el cilindro. Sin embargo, es con¬ 
veniente sumar los pares con respecto al eje en el punto de contacto entre el cilindro y 
el piano inclinado, ya que al hacerlo asi eliminamos las fuerzas Fy N. Entonces, ob- 
tenemos 

mgRsenOL — j6 — mxR — 0 (2-31) 

Puesto que no hay deslizamiento, x = C# El momento de inercia J es igual a 4 mR 2 . 
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Fig. 2-21. Cilindro homogeneo en un 
piano inclinado indicando todas las 
fuerzas que actuan sobre el cilindro 
incluyendo una fuerza de inercia fic- 
ticia y un par ficticio. 


Por lo tanto, la Ec. (2-21) puede simplificarse a 

x = \g sen a (2-32) 

Notese que la Ec. (2-32) es identica a la Ec. (2-30). Integrando la Ec. (2-32) dos veces 
con respecto a t y observando que x(0) = 0 y x(0) = 0, tenemos 

x = \gt z sen a 


Esta ultima ecuacibn da el desplazamiento lineal del centro de masa del cilindro. 

Comparemos el enfoque de d’Alembert con el enfoque de Newton en la solu- 
ci6n. En el metodo de Newton las ecuaciones de movimiento en terminos de x y 6 
se dan mediante dos ecuaciones, las Ecs. (2-28) y (2-29), en tanto que en el enfoque 
de d’Alembert obtenemos solamente una ecuacibn, la Ec. (2-31). Asi pues, el enfo¬ 
que de d’Alembert simplifica el proceso de obtencion del resultado final. 


2-5 TRABAJO, ENERGIA Y POTENCIA 

Si la fuerza se considera una medida de esfuerzo, entonces el trabajo es 
una medida de la realization y energia es la capacidad de hacer trabajo. El con- 
cepto de trabajo no admite factor de tiempo alguno. Cuando se considera 
un factor de tiempo, debe introducirse el concepto de potencia. Potencia es 
trabajo por unidad de tiempo. 

En las siguientes pbginas los conceptos de trabajo, energia y potencia 
(los cuales se ofrecen normalmente en cursos de fisica para universitarios) son 
tratados con algun detalle, despubs de lo cual se expone un mbtodo, basado 
en la ley de conservacibn de la energia, para obtener las ecuaciones de movi¬ 
miento de sistemas. 

Trabajo. El trabajo realizado en un sistema mec&nico es el producto 
de la fuerza multiplicada por la distancia (o el par multiplicado por el 
desplazamiento angular) a traves de la cual se ejerce, midiendo tanto la 
fuerza como la distancia en la misma direccibn. Por ejemplo, si se empuja 
un cuerpo con una fuerza horizontal de F newtons a lo largo de un piso ho- 
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rizontal una distancia de x metros, el trabajo W realizado al empujar el 
cuerpo es 

W = Fx N-m 


Ejemplo 2-JO. En un resorte traslacional con constante de resorte k, el trabajo reali¬ 
zado por un desplazamiento infinitesimal dx esta dado por 

Trabajo total realizado = F dx = kx dx 

El trabajo total realizado sobre cualquier desplazamiento es la integral del trabajo hecho 
por un desplazamiento infinitesimal dx. Si el desplazamiento total es x, entonces 

Trabajo total realizado — f kx dx — %kx 2 

Jo 

De igual manera, en un resorte torsional 

Trabajo total realizado = k6 dO = %k6 2 
Jo 

donde k es la constante del resorte torsional y 8 es el desplazamiento angular. 


Unidades de trabajo. A continuacion se enlistan unidades de trabajo 
de diferentes sistemas de unidades. 

Sistema de unidades en unidades Sly mks (metrico absoluto). La fuer- 
za se mide en Newtons y la distancia en metros. Asi pues, la unidad de tra¬ 
bajo es el N-m. N6tese que 

1 N-m = 1 joule = 1 J 

Sistema de unidades ingles de ingenieria. La fuerza se mide en libras y 
la distancia en pies. Asi pues, la unidad de trabajo es el ft-lfy. 

1 ft-lbjr = 1.356 J = 1.285 x 10~ 3 Btu 
1 Btu = 778 ft-lb, 

Sistema de unidades cgs (metrico absoluto). La unidad de trabajo es la 
dina-cm o erg. Notese que 


10 7 erg = 10 7 dyn-cm = 1 J 

Sistema de unidades metrico de ingenieria (gravitacional). La unadad 
de trabajo es el kg^m. Notese que 

1 kg r -m = 9.81 x 10 7 dyn-cm = 9.81 J 
1 J = 0.102 kgjr-m 
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Sistema de unidades ingles absoluto. La unidad de trabajo es el pie- 
poundal (ft-pdl). Notese que 

1 ft-pdl = 0.0421 J 
1 J - 23.7 ft-pdl 

Energia. En forma general, la energla puede definirse como la capaci- 
dad de aptitud para hacer trabajo. Se la encuentra en muy diferentes for¬ 
mas y puede convertirse de una forma a otra. Por ejemplo, un motor electri- 
co convierte energia electrica en energla mecanica, una bateria convierte 
energla quimica en energla electrica, etcetera. 

Se dice que un sistema posee energla cuando puede trabajar. Cuando el 
sistema hace trabajo mecanico, la energia del sistema decrece en una canti- 
dad igual a la energia requerida para el trabajo realizado. Las unidades de 
energia son las mismas que las unidades de trabajo: newton-m, joule, kcal, 
Btu, etcetera. 

De acuerdo con la ley de conservation de la energia, la energia no 
puede crearse ni destruirse. Esto significa que el incremento en la energla to¬ 
tal dentro de un sistema es igual a la entrada de energia neta al sistema. De 
modo que si no hay entrada de energla, no hay cambio en la energla total 
del sistema. 

La energla que un cuerpo posee en razon de su position se denomina 
energia potencial , en tanto que la energia que tiene el cuerpo como resulta- 
do de su velocidad se llama energla cinetica. 

Energia potencial. En un sistema mecanico solamente los elementos de 
masa y resorte pueden almacenar energia potencial. El cambio en la energia 
potencial almacenada en un sistema es igual al trabajo requerido para cam- 
biar la configuration del sistema. La energia potencial se mide siempre con 
referencia a un nivel dado y es relativa respecto de ese nivel. 

La energia potencial es el trabajo hecho por la fuerza externa. En un 
cuerpo de masa m en un campo gravitacional, la energia potencial U medida 
desde algun nivel de referencia es mg veces la altitud h medida desde el mis- 
mo nivel de referencia o 


f h 

U — mg dx = nigh 
Jo 

Observese que si el cuerpo cae, tiene la capacidad de hacer trabajo, puesto 
que el peso mg (fuerza) viajara una distancia h cuando se le suelte. Una vez que 
el cuerpo se suelta, la energia potencial decrece. La energia potencial perdi- 
da se convierte en energia cinetica. 

En un resorte traslacional, la energia potencial U es igual al trabajo neto 
hecho sobre el por las fuerzas que actuan en sus extremos cuando es compri- 
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mido o estirado. Puesto que la fuerza Fes igual a kx, donde x es el desplaza- 
miento neto de los extremos del resorte, la energia almacenada total es 

U = J F dx = J* kx dx = \kx 2 

Si los valores inicial y final de x son x x y x 2 respectivamente, entonces 
Cambio en energia potencial A U — f * F dx = f * kx dx = tykx\ — \kx\ 

J xi Jxi ** 

N6tese que la energia potencial almacenada en un resorte no depende de que 
sea comprimido o estirado. 

En el caso de un resorte torsional 

Cambio en energia potencial A U — [ ‘ T d0 = f * k6 d6 — kkOl — \kd\ 

J0\ 


Energia cinetica. Los elementos de inercia solo pueden almacenar 
energia cinetica en los sistemas mecanicos. Una masa m en traslacion pura a 
velocidad v tiene energia cinetica T = ^mv z , mientras que un momento de 

inercia J en rotacion pura a velocidad angular $ tiene una energia cinetica T = 
Un cambio en la energia cinetica de la masa m es igual al trabajo hecho 

sobre ella por la aplicacion de una fuerza que la acelera o desacelera. Asi 
pues, un cambio en la energia cinetica T de una masa m moviendose en linea 
recta es 


Cambio en energia cinetica = AT = A W — J Fdx = J 

rts rtt rv, 

= Fv dt = mvv dt — mv dv 

Jtl df 1 dVl 


= imvl - i 


mv; 


donde x(t{) = x u x(t 2 ) = x 2 , v(t x ) = v { , y v(t 2 ) = v 2 . Notese que la energia 
cinetica almacenada en la masa no depende del signo de la velocidad v. 

Un cambio en la energia cinetica de un momento de inercia en rotacion 
pura a la velocidad angular # es 


Cambio en energia cinetica AT = \J$\ — \J6\ 


donde J es el momento de inercia respecto al eje de rotacion, = 0(/,), 3 
t) 2 — 
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1 jemplo 2*11. Un auto con una masa de 1500 kg se mueve con una velocidad de 
50 km/h. 0 Cual es la fuerza requerida para detener al auto a una distancia de 100 m? 
La velocidad de 50 km/h es igual a 13.89 m/s. Por lo tanto, 

v = 50 km/h = 13.89 m/s 

! i energia cinetica T es 

T = \mv 2 = £ x 1500 x (13.89) 2 
= 1.447 x 10 s 

s 2 

= 1.447 x 10 5 N-m 


La fuerza F requerida para detener al auto puede obtenerse mediante el igualamiento 
de Fx (donde x es la distancia) y T o igualando el trabajo realizado Fx con la energia 
cinetica T. 

Fx — T 


Asi pues, 

F- T lM1 X 105 N ~ m 

x 100 m 

= 1447 N 

Si los valores numericos de este ejemplo se convierten al sistema de unidades 
ingles de ingenieria, entonces 

masa del auto = 1500 x 0.0685 = 102.8 slugs 
(peso del auto = mg = 3307 lb/) 
v — 50 km/h = 31.07 mi/h = 45.57 ft/s 
T = \mv 2 = \ x 102.8 x (45.57) 2 

= 1.067 x 10 5 slug : ft2 - 1.067 x 10 5 ft-lb/ 
s 2 1 


x — 100 m = 328.1 ft 

Por lo tanto, la fuerza requerida para detener el carro es 


T 1.067 x 10 s ft-lb/ 
x ” 328.1 ft 


325.3 lb/ 


Energia disipada. Considerese el amortiguador mostrado en la Fig. 2-22 
en el cual uno de los extremos est^ fijo y el otro extremo se mueve dexj ax 2 . 
La energia disipada AW del amortiguador es igual al trabajo neto realizado 
sobre el. 


/*jri /’/j » /*fj 

F dx = bx dx = b \ x-^dt — b x 2 dt 

XI Jati Jt 1 I 
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La energia del elemento amortiguador se disipa siempre sin importar el sig- 
no de x. 



Fig. 2-22. Amortiguador. 


Potencia. La potencia es la realization de trabajo que varia con respec- 
to al tiempo. Esto es 


Potencia = P — — j— 
dt 


donde dW representa el trabajo hecho durante un intervalo de tiempo dt. 
La potencia media durante un tiempo de duracibn t 2 — t x segundos puede 
determinarse midiendo el trabajo hecho en t 2 — t x segundos. 


Potencia media = 


trabajo realizado (t 2 — t t ) segundos 
(t 2 — t j) segundos 


En los sistemas de unidades SI o mks (metrico absoluto el trabajo rea¬ 
lizado se mide en newton-metro y el tiempo en segundos. La unidad de po¬ 
tencia es el newton-metro por segundo o watt. 

1 N-m/s = 1 W 


En el sistema de unidades ingles de ingenieria, el trabajo realizado se 
mide en ft-lby y el tiempo en segundos. La unidad de potencia es el ft-lb/s. 
La potencia de 550 ft-lby/s se denomina 1 caballo de fuerza (hp), asi es que 

1 hp = 550 ft-lby/s = 33 000 ft-lby/min = 745.7 W 

Y en el sistema de unidades metrico de ingenieria el trabajo realizado se 
mide en kg^m y el tiempo en segundos. La unidad de potencia es el kgy-m/s. 

1 kgy-m/s = 9.81 W 
1 W = 1 J/s = 0.102 kg r m/s 


Ejemplo 2-12. Encuentre la potencia para elevar un cuerpo de masa de 500 kg a ra- 
z6n de 20 m/min. 

Definamos el desplazamiento por segundo como x. Entonces, 


Trabajo realizado en un segundo = mgx = 500 x 9.81 x 


20 kg-m 2 
60 s 2 


1635 N-m 
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trabajo realizado en un segundo 1635 W 

Potencia = -:-=--- = 1635 N-m 

un segundo 1 s 

As! pues, la potencia requerida es de 1635 W. 


Potencia y energia. La potencia requerida para comprimir o estirar un 
resorte es 


dW 

dt 


F dx 
dt 


= Fx = kxx 


Puesto que la energia potencial de un resorte comprimido o estirado para 
una cantidad x es U ~ y kx 2 , obtenemos 

p = kxx = U 


Notese que en el elemento resorte la potencia P es la razon de cambio de la 
energia potencial U. 

La potencia requerida para acelerar en linea recta una masa es 


= dW_ = Fdx = 
dt dt 


mxx 


Puesto que la energia cinetica de una masa m movtendose a la velocidad ves 
T = \mv 2 , 

P — mxx — mvv = T 

Por lo tanto, para la masa m que se mueve en linea recta, la potencia P es la 
raz6n de cambio de la energia cinetica T. 

La potencia disipada en el amortiguador de cilindro es 

P = dW^Fdx = F . 
dt dt 

Puesto que F = bx , doride b es el coeficiente de friccion viscosa, tenemos 

P = bx 2 

La potencia P es la razon a la cual la energia se disipa en el amortiguador. La 
energia total disipada en un intervalo de tiempo dado t 2 — t x es la integral 

rtf 

con respecto al tiempo de bx 2 , o bien bx 2 dt. 

Jti 

Notese que si la fuerza aplicada.por la fuente externa y la velocidad que 
esta causa estan en la misma direccibn, la fuente suministra potencia al sis- 
tema. Si la fuerza y la velocidad son opuestas, el sistema est& regresando po¬ 
tencia a la fuente. Por ejemplo, un resorte almacena energia cuando se le 
aplica una fuerza para comprimirlo. Si la fuerza se remueve gradualmente, 
la fuerza externa y la velocidad tendran signos opuestos y el resorte entrega- 
ra potencia. 
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Elementos pasivos y elementos activos. Algunos de los elementos de 
un sistema (masas y resortes, por ejemplo) almacenan energia. Esta energia 
puede introducirse al sistema posteriormente. La cantidad introducida, sin 
embargo, no puede exceder la cantidad que el elemento ha almacenado, a 
menos que tal elemento almacenara energia de antemano, no puede entre- 
garla al sistema. Debido a esto, tal elemento se denomina elemento pasivo. 
Esto es, los elementos pasivos son elementos no productores de energia. Un 
sistema que contenga solamente elementos pasivos se denomina sistema pa¬ 
sivo. Ejemplo de elementos pasivos son las masas, inercias, amortiguadores 
y resortes en sistemas mecanicos, e inductores, resistores y capacitores en 
sistemas electricos. Debe observarse que en los sistemas pasivos cada termi- 
no en la ecuacion diferencial del sistema homogeneo tiene el mismo signo. 

Un elemento fisico que pueda entregar energia externa al sistema se de¬ 
nomina elemento activo. Las fuerzas y pares externas en los sistemas meca¬ 
nicos, y las fuentes de corriente y de voltaje en los sistemas electricos son 
ejemplos de elementos activos. 

Un metodo de energia para la obtencion de ecuaciones de movimiento. 

Al principio de este capitulo presentamos dos metodos basicos para obtener 
las ecuaciones de movimiento de los sistemas mecanicos. Estos metodos se 
basan en la segunda ley de Newton y el principio de d’Alembert. Se dispone 
de otros enfoques diferentes para obtener las ecuaciones de movimiento, 
uno,de los cuales se basa en la ley de conservation de la energia. Aqui obte- 
nemos esas ecuaciones por el hecho de que la energia total de un sistema 
permanece igual si ninguna energia entra o sale del sistema. 

En los sistemas mecanicos, la friccion disipa energia en forma de calor. 
Los sistemas que no incluyen a la friccion se llaman sistemas conservativos. 
Considerese un sistema conservative en el cual la energia este en la forma de 
energia cinetica y/o potencial. Puesto que la energia entra y sale en el siste¬ 
ma conservative en la forma de trabajo mecanico, obtenemos 

A(T - 1 - U) - AH' 

donde A (T + U) es el cambio en la energia total y AW es el trabajo neto 
hecho sobre el sistema debido a la fuerza externa. Si no entra energia exter¬ 
na al sistema, entonces 

A(T : U) 0 

la cual da 


T + U - constante 

Con relation al sistema mecanico mostrado en la Fig. 2-23(a), si supo- 
nemos que no hay friccion, el sistema puede considerarse conservativo. La 
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energia cinetica T y la energia potencial U estan dadas por 

T = {)mx z , U = {kx 2 



(a) 



Posicidn de 
equilibrio 


Lined de 
referenda 


(b) 


Fig. 2-23. Sistemas mecanicos. 


Por lo tanto, en ausencia de cualquier entrada de energia externa, 

T + U — {mx 1 + {kx 2 = constante 

La ecuaci6n de movimiento del sistema puede obtenerse diferenciando la 
energia total con respecto a / y haciendo el resultado igual a cero. 

+ U) = mxx + kxx = (mx + kx)x — 0 

Puesto que x no siempre es cero, tenemos 

mx -L kx = 0 

la cual es la ecuacion de movimiento del sistema. 

Veamos a continuacion el sistema mecanico de la Fig. 2-23(b). Aqui no 
hay amortiguamiento involucrado, por lo tanto, es un sistema conservativo. 
En este caso, puesto que la masa esta suspendida de un resorte, la energia 
potencial incluye aquella que se debe a la posicibn del elemento de masa. En 
la posicion de equilibrio, la energia potencial U 0 del sistema es 

U 0 = mgx 0 + {k d 1 

donde x 0 es la posicibn de equilibrio en un campo gravitacional del elemento 
de masa sobre una linea de referenda arbitraria y 6 es la deformacibn del re¬ 
sorte cuando el sistema esta en posicion de equilibrio o kb = mg. 
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La energia potencial instantanea U es el potencial instantaneo del peso 
del elemento de masa mas la energia elastica instantanea almacenada en el 
resorte. As! es que 

U = mg(x 0 — x) + jk(S + x) 2 

= mgx Q — mgx + 5 2 + k Sx + \kx 2 

= mgx 0 -f ^k 8 2 — (mg — k <5)x -f \kx 2 

Puesto que mg = k 5, se sigue que 


U=U 0 + %kx 2 

N6tese que el incremento en la energia potencial total del sistema se debe al 
incremento en la energia elastica del resorte que resulta de su deformation 
desde la position de equilibrio. Adem&s, debido a que jc 0 es el desplazamien- 
to medido desde una llnea de referenda arbitraria, es posible encontrar una 
llnea de referenda tal que U 0 = 0. 

La energia cinetica del sistema es T = y mx 2 . Puesto que la energia to¬ 
tal es constante, obtenemos 

T + U = \mx 2 + U 0 + \kx 2 = constante 

Diferenciando la energia total con respecto a t y observando que U 0 es cons¬ 
tante, tenemos, 


~j^(T -f U) — mxx + kxx = 0 


o bien 


(mx -f kx)x — 0 


Puesto que x no siempre es cero, se tiene que 


mx + kx = 0 

festa es la ecuacibn de movimiento del sistema. 

De este an&lisis vemos que el sistema mecanico donde el movimiento de 
la masa se debe solamente a la fuerza de un resorte, el incremento en la 
energia potencial total del sistema es la energia el&stica del resorte que resul¬ 
ta de su deformacibn desde la configuracion de la posicion de equilibrio. 


Ejemplo 2-13. La figura 2-24 muestra un cilindro homogeneo de radio R y masa m 
que tiene la libertad de girar alrededor del eje de rotacion y esta conectado a la pared 
por medio de un resorte. Suponiendo que el cilindro gira en una superficie aspera sin 
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deslizamiento, obtengase la energia cinetica y la energla potencial del sistema. Des¬ 
pues obtenganse las ecuaciones de movimiento basandose en el hecho de que la 
energla total es constante. 

La energla cinetica del cilindro es la suma de la energla cinetica traslacional del 
centro de masa y la energla cinetica rotacional respecto al eje de rotacion. 

Energla cinetica = T = \mx 2 + \J$ 2 


Fig. 2-24. Cilindro homogeneo conec- 
lado a una pared a t raves de un resorte. 



La energla potencial del sistema se debe a la deflexion del resorte. 

Energla potencial = U — \kx 2 


Puesto que la energla total T - U es constante en este sistema conservative (lo cual 
significa que la perdida en energla potencial iguala a la ganancia en energla cinetica), 
se infiere que 

T + U = \mx 2 -{- \J$ 2 + \kx 2 = constante 

El cilindro rueda sin deslizamiento, lo cual significa que x = RB. Reescribiendo esta 
ultima ecuacion y observando que el momento de inercia J es igual a -jmR 2 , tenemos 

|/»jv 2 + \kx 2 = constante 

Diferenciando ambos miembros de esta ultima ecuacion con respecto a t queda 


%mxx + kxx = 0 


o bien 


(mx + | kx)x = 0 

Notese que x no siempre es cero, y por lo tanto, mx kx debe ser identicamente 
cero. Por lo tanto, 


o bien 


mx + 



- 0 


■x + 


2k 
3 m 


x = 0 


Esta ecuacion describe el movimiento horizontal del cilindro. Para el movimiento ro- 
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tacional, sustituimos x = R6 en esa ecuacion para obtener 

9 + = Q 

3 m 

En cualquiera de las ecuaciones de movimiento la frecuencia natural de vibracion es 
la misma <x> n - \/2k/(3m) rad/s. 


Comentarios. La utilizacion de la ley de conservation de la energia para 
obtener las ecuaciones de movimiento es facil en sistemas simples. Sin em¬ 
bargo, este metodo puede no ser conveniente en sistemas a menos que sean 
simples. Lagrange desarrollo una forma mas general de abordarlo basada 
en el principio de energia. (Para los detalles, consulte el apendice C.) Puede 
usarse para sistemas mas generales. De hecho, en algunos casos, es mas con- 
veniente usar el metodo de Lagrange que el enfoque convencional de New¬ 
ton. 

En un sistema mecanico complicado, es aconsejable obtener las ecua¬ 
ciones de movimiento utilizando dos metodos diferentes para asegurarse 
que las ecuaciones estan correctas de los metodos basados en la segunda ley 
de Newton, el principio de d’Alembert y otros mas. 


2-6 TRANSFORMADORES DE MOVIMIENTO, ENERGIA Y POTENCIA 

En los sistemas mecanicos se encuentran numerosos transformadores de 
movimiento, energia y potencia. Sin embargo, expondremos solo transfor¬ 
madores de movimiento mecanico y transformadores de energia y potencia 
demecanica a mecanica (tales como una palanca, un bloque y una polea, un 
polipasto) que puedan usarse para mover una carga pesada en una distancia 
corta mediante la aplicacion de una fuerza ligera en una distancia grande. 
Finalmente se describen sistemas de trenes de engranes; esto es, sistemas que 
actuan como transformadores de movimiento o transformadores de poten¬ 
cia, dependiendo de la aplicacion. 

Yugo escoces. La figura 2-25(a) muestra un mecanismo de yugo escoces, 
el cual produce un movimiento sinusoidal (senoidal) a la salida de un cigiienal 
girando a velocidad constante. Siendo un transformador de movimiento, este 
dispositivo se usa como fuente de movimiento en sistemas mecanicos. Sin 
embargo, esta fuente de movimiento puede convertirse en una fuente de 
fuerza si se le conecta al elemento de carga a traves de un resorte suave, como 
se muestra en la Fig. 2-25(b). 

Palanca. Una palanca es un dispositivo que transmite energia de una 
parte de un sistema mecanico a otra. En la Fig. 2-26 se muestra un sistema 
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(a) (b) 

Fig. 2-25. Mecanismos de yugo escoces. 

de palanca simple. El proposito de tal palanca es obtener una gran ventaja 
mecanica. La ventaja mecanica de una maquina se define como la relacion 



entre la fuerza ejercida por la m&quina y la fuerza impuesta a la m&quina o 

Ventaja medmica = MA = /uerza de sa ]i_ d a_ 

fuerza de entrada 


En el presente sistema de palanca, si mg es el peso que se va a mover (o fuer¬ 
za que se va a balancear), la ventaja mecanica es mg/F. Puesto que Fli = 
mgl 2 , la ventaja mecanica es l x /l 2 . N6tese que la fuerza de entrada (fuerza 
requerida para mover la carga o peso mg) es la fuerza de salida (carga o peso 
mg) dividida entre la ventaja mec&nica o 



/ 2 

j mg 
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Bloque y polea. El bloque y polea se refiere a un dispositivo en el cual 
una carga pesada se eleva mediante una fuerza comparativamente pequena. 
Casi siempre el dispositivo se usa para mover una carga pesada en una dis- 
tancia corta aplicando una carga ligera que se mueve una distancia grande. 
La figura 2-27(a) muestra un polipasto de dos poleas. Aqui un cable se fija a 
la polea superior, pasa alrededor de la polea inferior y despues regresa alre- 
dedor de la polea superior hasta la fuerza elevadora F. Un cable diferente 
que sostiene el peso mg se sujeta a la polea inferior. En el presente analisis, 
incluimos el peso de las poleas y el cable en el peso de la carga mg. Tambien, 
despreciamos cualesquiera fuerza de friccion que pueda existir en el siste- 
ma. Ndtese que los dos cables soportan a la polea inferior y al peso en este 
sistema. Puesto que F x y F 2 son fuerzas (de tension) en el mismo cable, son 
iguales, y por lo tanto, 



En la Fig. 2-27(b) se muestra un polipasto de cuatro poleas. (En el poli¬ 
pasto real, las dos poleas superiores son del mismo tarnano y estan en la 
misma flecha. Lo mismo se cumple en las dos poleas inferiores.) En este ca- 
so, son cuatro los cables que soportan el peso mg. Puesto que la tension del 
cable es la misma a lo largo de toda su longitud, se infiere que 


4 F = mg 


donde Fes la tension en el cable y es la fuerza elevadora. En consecuencia, 

p — TJL 

4 

La ventaja mecanica mg/Fes 4. La entrada de trabajo por la fuerza de trac- 
ci6n es Fx, donde x es la longitud del cable jalado por la fuerza elevadora y 
debe ser igual al trabajo de salida mgh. Por lo tanto, 

Fx = mgh 


Notese que la altura h a la cual se eleva el peso es la distancia x recorrida por 
el cable elevador dividida entre la ventaja mecanica o h = x/4. 

En razon de que no se obtienen grandes valores de ventaja mecanica 
con facilidad, el bloque y polea generalmente se limita a cargas pequefias. 


Polipasto. La figura 2-28 muestra un polipasto de cadena, un disposi¬ 
tivo que difiere del de bloque y polea en que la cadena es continua. El uso de 
una polea diferencial proporciona una gran ventaja mecanica. En esta figu¬ 
ra las dos poleas superiores son de di&metros diferentes, pero estan sosteni- 
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Fig. 2-27. (a) Polipasto de dos polcas; 

(b) polipasto de euatro poleas. (o) (b) 

das por la misma flecha, y por lo tanto, giran el mismo angulo. Si se jala la 
cadena a, las poleas superiores giran en el sentido de las manecillas del reloj. 
A1 terminar de enrollarse la polea grande de radio R, la cadena b se desen- 
rolla de la pequena polea de radio r. El resultado es que la carga mg se le- 
vanta con una gran ventaja mecanica. 

Si la polea superior gira un angulo de 0 radianes, la cadena c se desenrolla 
de la polea pequena una distancia r6 y, al mismo tiempo, la cadena d se enrolla 
en la polea grande una distancia R6. Asi pues, el resultado de acortar el ciclo 
cd es 6(R — r). La carga mg se levanta una altura igual a \d(R - r). 

El trabajo de entrada FR8, donde Fes la fuerza de traccion de la cadena y 
RO es la distancia recorrida, debe ser igual a la salida de trabajo \ mg6{R — r) 

Por lo tanto, 


FRO - \mg9(R — r) 
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La ventaja mecanica es 


MA = ^ = 
F 


2 R 

R- r 



1 


Fig. 2-28. Polipasto de cadena. m 9 

Puesto que la ventaja puede ser muy grande en un polipasto, este dispositi- 
vo se usa para elevar cargas pesadas. 

Notese que si R = r, la ventaja mecanica se hace infinita, pero entonces 
el polipasto no levantara la carga en lo absoluto. En la practica, R — r se 
hace lo suficientemente pequena para sostener la carga en cualquier posi- 
ci6n, durante mucho tiempo, con una fuerza de traccion muy pequena 
sobre la cadena a. En el analisis precedente del polipasto, no consideramos 
la friction del sistema; en realidad esta existe y suministra en forma conve- 
niente la pequena fuerza de traccion necesaria. A causa de esto, no se re- 
quiere otra fuerza de traccion para sostener el peso indefinidamente. 


Ejemplo 2-14. Considerese el polipasto mostrado en la Fig. 2-28 y supongase que las 
dos poleas superiores tienen radios de 0.4 m y 0.38 m, respectivamente. i,Cua! es la 
ventaja mecanica? Encuentre tambien la fuerza de traccion requerida para levantar 
un cuerpo de masa de 500 kg. 

La ventaja mecanica es 


MA 


2 R 2 x 0.4 
R - r 0.4 - 0.38 


= 40 
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La fuerza de traccion F es 


p _ m S _ 500 x 9.81 kg-m 
MA ~~ 40 s 2 


122.6 N 


Cap. 2 


Tren de engranes. Los trenes de engrane se utilizan frecuentemente en 
los sistemas mecanicos para reducir la velocidad, amplificar el par o para 
obtener la transferencia de potencia mas eficiente apareando el miembro 
impulsor con una carga dada. La figura 2-29 ilustra un sistema de engranes 


Entrada 



Salida 


Fig. 2-29. Sistema de tren de engranes. 

simple en el cual el tren de engranes transmite movimiento y par del 
miembro de entrada al miembro de salida. Si los radios del engrane 1 y en el 
engrane 2 son r x y r 2 , respectivamente, y el numero de dientes del engrane 1 y 
del engrane 2 son n x y n 2 , respectivamente, entonces 

£l = n± 
r 2 «2 

En razon de que las velocidades de las superficies en el punto de contacto de 
los dos engranes deben ser identicas, tenemos 

fiCOi = r 2 co 2 

donde <jj y cj 2 son las velocidades angulares de los engranes 1 y 2, respectiva¬ 
mente. Por lo tanto, 

ah _ _ rh 

C0i r 2 n 2 

Si despreciamos las p&rdidas por friccion, el tren de engranes transmite la 
potencia sin cambio. En otras palabras, si el par aplicado a la flecha de 
entrada es T x y el par transmitido a la flecha de salida es T 2 , entonces 

T^i = T 2 co 2 


Ejemplo 2-15. Para ilustrar el concepto, considerese el sistema mostrado en la Fig. 2-30.j 
Aqui se impulsa una carga mediante un motor a traves de un tren de engranes. Supo- 
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niendo que la rigidez de las flechas del tren de engranes es infinita, que no hay juego 
ni deformation elastica, y que el numero de dientes de cada engrane es proporcional 
al radio del engrane, encuentrese la inercia equivalente y la friccion equivalente refe- 
ridas a la flecha del motor (flecha 1) y tambien las correspondientes referidas a la 
flecha de la carga (flecha 2). Los numeros de dientes del engrane 1 y el engrane 2 son 
n x yn 2 , respectivamente. Las velocidades angulares de la flecha 1 y la flecha 2 son ojj 
y co 2 , respectivamente, en tanto que la inercia y el coeficiente de friccion viscosa de 
cada componente de los trenes de engranes se expresan por J x , b x y J 2 y b 2 , respecti¬ 
vamente. 



Fig. 2-30. Sistema de tren de engranes. 


Aplicando la segunda ley de Newton al sistema se pueden obtener las siguientes 
dos ecuaciones. Para la flecha del motor (flecha 1), 

J l (b 1 t(- b x (Oi -f- T x = T m (2-33) 

donde T m es el par desarrollado por el motor y T x es el par de la carga en el engrane 1 
debida al resto del tren de engranes. Para la flecha de la carga (flecha 2), 

J 2^2 "E b 2 (x) 2 + = T 2 (2-34) 

donde T 2 es el par transmitido al engrane 2 y T x es el par de la carga. Puesto que el 
trabajo hecho por el engrane 1 es igual al del engrane 2, 

T x C0i = T 2 cq 2 


o bien 


T, 


T co 2 




Si n x /n 2 < 1, el radio del engrane reduce la velocidad amplificando el par. La elimi- 
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nacion de T, y T 2 de las Ecs. (2-33) y (2-34) da 

J\0) i + b x W x + + b 2 C0 2 + T l ) = T m (2-35) 

n 2 

Puesto que co 2 = (« 1 /a7 2 )coi, eliminando w 2 de la Ec. (2-35) se tiene 

[■ Ji + © Ji ] cbi + [ bi + © + © ri = Tm (2 ' 36) 
Asi pues, la inercia equivalente y el coeficiente de friccion viscosa del tren de engra- 
nes referidos a la flecha 1 estan dados por 



El efecto de J 2 en la inercia equivalente eq se determina mediante la relacion n 1 /n 2 . 
En trenes de engranes reductores de velocidad, la relacion n x /n 2 es mucho menor que 
la unidad. Si n x /n 2 < 1 , entonces el efecto de J 2 en la inercia equivalente J leq es 
despreciable. Un comentario semejante se aplica a la friccion equivalente del tren de 
engranes. 

En terminos de la inercia equivalente J x eq y el coeficiente de friccion viscosa 
fr leq , la Ec. (2-36) puede sirnplificarse para dar 


J\ eq<^l + b\ e q(X>i + nT L — T m 

donde n = n x /n 2 . 

La inercia equivalente y el coeficiente de friccion viscosa equivalente del tren de 
engranes referidos a la flecha 2 son 

Jl eq = h + b 2 eq =b 2 + (ffib X 

Asi es que la relacion entre J x eq y J 2 eq es 



y la correspondiente entre b x eq y b 2 eq es 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problem a A-2-1. Una bola de acero de masa de 10 kg esta sostenida por la pared 
ABC (vease la Fig. 2-31). Encuentrense las fuerzas de reaccion R j y R 2 . 



Fig. 2-31. Bola de acero sostenida 
por paredes. 



Fig. 2-32. Diagrama de balance 
de fuerzas. 


Solution. Las tres fuerzas mg, R x y R 2 deben balancearse como se muestra en la Fig. 
(2-32). De esa figura obtenemos 

R\ . Ri _ m 

sen60° sen 45° sen 75° 

o bien 


Por lo tanto, 


R x R 2 10 x 9.81 
0.866 0.707 ~ ' 0.966 

F, = 87.9 N, R 2 = 71.8 N 


Problema A-2-2. En el sistema que se muestra en la Fig. 2-33 una barra de acero esta 
articulada en el punto A. El alambre CBP sostiene una masa de 10 kg. Hallese la 
fuerza de reaccion F x que actua sobre la barra AB y la tension F 2 en el alambre. 


Solucidn. Las tres fuerzas mg, F x y F 2 deben balancearse como en la Fig. 2-34. De la 
figura 

F\ = F 2 = mg 
sen 120° sen 30° sen 30° 


o bien 


F, F 2 10 x 9.81 
0.866 0.5 _ 0.5 


F 2 - 98.1 N 


Por lo tanto, 


F, = 169.9 N, 
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Fig. 2-33. Sistema mecanico. Fig. 2-34. Diagrama de balance de 

fuerzas. 

Problfma A-2-3. En el disco homogeneo de masa m y radio r que se muestra en la 
Fig. 2-35(a), calculese los momentos de inercia respecto a los ejes x y z. Supongase 
que el sistema coordenado xyz tiene su origen en el centro de gravedad y que el disco 
es simetrico con respecto a cada eje. 



y> 

1 



/ZZZZ7ZZ7. 


1 0 

I X 




(a) (b) 

Fig. 2-35. (a) Disco homogeneo; (b) disco mostrado con sistemas de 
coordenadas rectangulares y polares. 

Solucion. Definase 



Eintonces el momento de inercia J x respecto al eje.v esta dado por 


J* 


y 2 p(2\/r 1 — y 1 ) dy 
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A1 cambiar el sistema de coordenadas rectangulares por un sistema de coordenadas 
polares, como en la Fig. 2-35(b), obtenemos y = r sen 0. Asi pues 

71 

J x — f 2 (r sen 9) 2 p(2r cos 9)r cos 9 d9 

= r 2 p2r 2 ( 1 sen 2 9 cos 2 9 d9 
J -! 

71 

= Apr 4 I 2 sen 2 9 cos 2 9 d9 

Jo 

— Apr 4 j j(9 — l sen A9) j 2 

= \pr*n 
= \mr 2 

De manera semejante, j v = l 4 mr 2 . Por lo lanto, el momento de inercia J r respecto 
al eje z es 

J, = J x + J y — jmr 2 

PROBLEMA A-2-4. Una bola de masa m se lanza al aire en una direccion a 45° del Ho¬ 
rizonte. Despues de 3 segundos la bola se ve en una direccion a 30° del hori/.ome 
(Fig. 2-36). Despreciando la friccion del aire, encuentrese la velocidad initial v de la 
bola. 



Solucion. Las ecuaciones de movimiento de la bola en las direccion x y y son 

mx = 0 
my = —mg 

Integrando esas ecuaciones, encontramos 

x(t) = v cos 45° 
x(t) = (v cos 45°)r 

y - 

y(t) — —gt -(- v sen 45° 
y(t) — —\gt 2 + (v sen45°)/ 
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donde usamos las condiciones iniciales jc(0) = 0, jc(0) = v cos 45°, y(0) = 0 y j(0) = 
v sen 45°. 

En t = 3 segundos 


*3) 

xO) 


= tan 30° 


1 

+/T 


Puesto que jc( 3) = (0.707i>) x 3 y y(3) = — y x 9.81 x 3 2 -f (O.lOlv) x 3, obte- 
nemos 

x 9.81 x 9 + (0.707u) x 3 _ 1 

(0.707v) x 3 “ 1.732 


Resolviendo esta ecuacion para v da 


v = 49.2 m/s 


Problema A-2-5. Se aplica el freno a un auto que viaja a la velocidad constante de 
90 km/h. Si la aceleracion a originada por la accion de frenado es de 5 m/s 2 , en- 
cuentre el tiempo y la distancia antes de que el auto se detenga. 

Solucidn. Notese que 

90 km/s 2 = 25 m/s 

La ecuacidn de movimiento del carro es 

mx = — ma 

donde m es la masa del carro y x es el desplazamiento del auto medido desde el punto 
donde el freno comenzo a aplicarse. Integrando esta ultima ecuacion, tenemos 


y 


*(/) = -at + u(0) 

*(0 = — \at 2 -f v(0)t + Jt(0) 


donde x(0) = 0 y v(0) = 25 m/s. 

Supongase que el auto se detiene en t = Entonces = 0. El valor de /, se 
determina de 


o bien 


X(t : ) = —ctty + l<0) = 0 


_«( 0 )_ 

h "~oT- 



La distancia recorrida antes de que el auto se detenga es jcf/j), donde 


*(/,) = -{at\ + t-(0)/, = x 5 x 5 2 + 25 x 5 
= 62.5 m 
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Problema A-2-6. Un cilindro homog^neo con radio de 1 m tiene una masa de 100 kg. 
iCual ser£ su aceleracion angular si se le aplica un par externo de 10 N-m alrededor del 
eje del cilindro? 

Soluci6n. El momento de inercia J es 


j = ± x 100 x l 2 = 50 kg-m 2 


La ecuacion de movimiento del sistema es 

JO = T 


donde 6 es la aceleracion angular. Por lo tanto, 



10 N-m 
50 kg-m 2 


0.2 rad/s 2 


(Notese que al examinar las unidades de esta ultima ecuacion, vemos que la unidad 
de 6 no es s~ z sino rad/s -2 . Este uso aparece porque al escribir rad/s' 2 se indica que el 
Angulo 6 esta medido en radianes. El radian es una medida del angulo y es la relation 
de la longitud del arco con respecto al radio. Asi pues, medido en radianes, el angulo 
es un numero puro. En el manejoalgebraico de unidades la unidad “radian” se anade 
cuando sea necesario.) 


Problema A-2-7. Obtengase la constante de resorte equivalente del sistema mostra- 
do en la Fig. 2-37. 


So!uci6n. Para los resortes en paralelo, la constante de resorte equivalente k eq se ob- 
tiene de 


o bien 


k x x + k 2 x = F — k eq x 
= k\ + k 2 


*i 

-AAAAAr 


4 -VWWW— 1 


Fig. 2-37. Sistema que consta de dos 
resortes en paralelo. 


Problema A-2-8. Encuentrese la constante de resorte equivalente para el sistema 
mostrado en la Fig. 2-38(a) y muestrese que tambien puede obtenerse graficamente 
como lo indica la Fig. 2-38(b). 

Soluci6n. En los resortes en serie, la fuerza en cada resorte es la misma. 
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■AAAAr 


k 2 

AAAAAr 


(a) 


Fig. 2-38. (a) Sistema que consla de 
dos resorles en serie; (b) diagrama que 
mueslra la constante de resorte equi- 
valente. 



Asi pues, 

k\y = F, k 2 (x — y) = F 
La eliminacion dejp en estas dos ecuaciones resulta en 

kl { x ~T\) = F 

o bien 

k 2 x = F + ^ ^ 2 F 

k i k x 

La constante de resorte equivalente £ eq para este caso se encuentra entonces como 

. - F _ k i k 2 1 

eq -x ki + k 2 ~ ± J_ 
k i ^ k 2 

Para la solucion grafica, notese que 

AC _ AB_ BD AB 
PQ ~~ PB ’ PQ ~ AP 

de la cual 


PB 


AB-PQ 

AC 


Puesto que AP + PB = AB, tenemos 


AP 


AB-PQ 

BD 


AB-PQ AB-PQ 
~S D~ + AC AB 


o bien 


PQ , PQ , 

BD " r AC 


Resolviendo para PQ, obtenemos 

PQ 


l 

AC 


+ 
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De modo que si las longitudes AC + BD representan a las constantes de resorte k x y 
k 2 , respectivamente, entonces la longitud PQ representa la constante de resorle 
equivalente Ar eq . Esto es 

^ PQ = t -■ r - k eq 

k i k 2 

Problema A-2-9. En la Fig. 2-39 el pendulo simple consiste en una esfera de masa 
m suspendida por una cuerda de masa despreeiable. Haciendo caso omiso de la elon¬ 
gation de la cuerda, encuentrese la ecuacion de movimiento del pendulo. Ademas, 
encuentrese la frecuencia natural del sistema cuando 9 sea pequeno. Supongase que 
no hay friction. 



Fig. 2-39. Pendulo simple. 


Solucion. La fuerza gravitacional mg tiene la componente tangencial mg sen 9 y la 
componente normal mg cos 9. El par debido a la componente tangencial de mg es 
-mgl sen 6. De modo que la ecuacion de movimiento es 

j9 = —mgl sen# 

donde J = ml 2 . Por lo tanto, 

ml 2 d + mgl sen 6 = 0 


o bien 


9 f y sen 6=0 

Para un 9 pequeno, sen 9 =j= 9 y la ecuacion de movimiento se simplifica a 


e + j-e = o 


La frecuencia natural se obtiene entonces como 
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Problema A-2-10. Una masa m esta suspendida por dos resortes en la Fig. 2-40. 
Uno de los resortes es una viga en cantilever con constante de resorte k , si se carga 
transversalmente en su extremo. El otro resorte es uno de tension-compresion con 
constante de resorte k 2 . Determinese la deflexion estatica <5 de la masa cuando se la 
mide desde la position en la cual el resorte no tiene carga. Determinese tambien la fre- 
cuencia natural del sistema. 



Fig. 2-40. Masa suspendida de dos resortes. 

Solucion. En cierto sentido los dos resortes estan conectados en serie, la constante 
de resorte equivalente k eq es 


k 


«q 


k\k 2 
k\ + k 2 


Entonces la deflexion 8 estatica es 



La frecuencia natural del sistema es 



Problema A-2-11. Considerese la Fig. 2-41 donde un disco homogeneo de radio R y 
masa rn que puede girar alrededor de su centro de masa el cual cuelga del techo y esta 
precargado por resortes. (Dos resortes que estan conectados mediante un alambre 
que pasa sobre la polea como se muestra.) Cada resorte esta estirado una cantidad a. 
Suponiendo que el disco inicialmente esta girando un pequeno angulo 6 y luego se le suel- 
ta, obtengase tanto la ecuacion de movimiento del disco como la frecuencia natural. 

Solucion. Si el disco esta girando un angulo 6 como en la Fig. 2-41, el resorte del lado 
derecho esta estirado x + R9 y el resorte del lado izquierdo esta estirado x — RQ. Por 
lo tanto, la aplicacion de la segunda ley de Newton al movimiento rotacional del dis¬ 
co da 
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tenemos 



Por lo tanto, la frecuencia natural es 



Problem a A-2-12. En el sistema masa-resorte-polea de la Fig. 2-42, el momento de 
inercia de la polea respecto al eje de rotacion es J y el radio es R. Supongase que el 



VZ7/////A 


Fig. 2-42. Sisiema masa-resorte-polea. 
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sistema esta inicialmente en equilibrio. La fuerza gravitational de masa m origina 
una deflexion estatica del resorte tal que k 8 = mg. Suponiendo que el desplazamien- 
to x de la masa m se mide desde la position de equilibrio, <t,cual es la ecuacion de mo- 
vimiento del sistema? Encuentrese ademas la frecuencia natural. 


Solution. Aplicando la segunda ley de Newton, obtenemos para la masa m 

mx = —T (2-37) 

donde T es la tension en el alambre. (Notese que x se mide desde la position de 
equilibrio estatico y el termino mg no participa en la ecuacion.) Para el movimiento 
rotacional de la polea, 

jQ = TR- kxR (2-38) 

Si eliminamos la tension T de las Ecs. 2-37 y 2-38, el resultado es 

JO — —mxR — kxR 

Observando que x - Rd, esta ultima ecuacion se simplifica a 



/ kR 2 
V J + mR 2 


Problf.ma A-2-13. En el sistema mecanico de la Fig. 2-43, un extremo de la palanca 
esta conectado a un resorte y a un amortiguador, y se aplica una fuerza F al otro 
extremo de la palanca. i,Cual es la ecuacion de movimiento del sistema, si se supone 
un pequeno desplazamiento xl Supongase tambien que la palanca es rigida y sin ma¬ 
sa. 
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Soluci6n. Utilizando la segunda ley de Newton, para un pequeno desplazarniento .v, 
el movimiento rotacional alrededor del pivote P esta dado por 


o bien 


FI i — (bx -|- kx)lz = 0 

bx + kx = ~f~F 
*2 


la cual es la ecuacion de movimiento del sistema. 


Problema A-2-14. Una esealera esta apoyada sobre una pared (veasc la Fig. 2-44). 
Suponiendo que el coeficiente de friction desiizante de la pared es de 0.2 y el del pi- 
vote es de0.5, encuentrese el angulo critico 6 en que la esealera comenzara a deslizar- 
se hacia abajo del piso. 


Fig. 2-44. Esealera colocada contra 
una pared. 



Solucion. Las magnitudes y direcciones de las fuerzas y las fuerzas de reaction que 
actuan en el sistema aparecen en la figura. El angulo critico 6 puede encontrarse con- 
siderando las ecuaciones de balance de fuerzas y balance de momentos. Las ecuacio- 
nes de balance de fuerzas son 


R l =0.5 R 2 
mg = 0.2/?i R 2 


de las cuales 


mg = 1.1 R 2 

La ecuacion de balance de momentos respecto al punto P es 
R 2 l cos 6 = mg y cos 6 -F 0.5 R 2 l send 


la cual puede simplificarse a 


Ri = + 0.5/? 2 tan 6 
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Sustituyendo mg = \AR 2 en esta ultima ecuacion, tenemos 
R 2 = 0.55i? 2 + 0.5R 2 tan 0 
la cual puede simplificarse a 

tan 0 = 0.9 


o bien 


0 = 42° 

Por lo tanto, el angulo crltico 0 es de 42°. 


Cap. 2 


Problema A-2-15. Considerese un disco homogeneo de radio R y masa m colocado 
sobre un piano horizontal. Supongase que en t = 0 se le da al centro de masa del dis¬ 
co una velocidad inicial v Q en la direccion x (pero no se le da velocidad angular ini- 
cial) como se muestra en la Fig. 2-45; esto es, x(0) = 0, a(0) = v 0 > 0, 0(0) = 0, y 
$(0) = 0, donde 6 es el desplazamiento angular del disco respecto al eje de rotacion. 
Determinese el movimiento del disco para t > 0. Supongase que no hay friccion vis- 
cosa actuando sobre el disco. 



Fig. 2-45. Disco homogeneo colocado 
sobre un piano horizontal sometido a 
una velocidad inicial vq en la direccion x. 


Solucibn. Cuando se aplica la velocidad inicial v 0 , el disco comienza a deslizarse con 
rodamiento. (El punto P, punto de conctacto entre el disco y el piano, tiene una velo¬ 
cidad x — > 0.) La fuerza de friccion con su magnitud pL k N, donde N es la fuerza 

normal que actua en el punto de contacto, actua durante un tiempo mientras el ci- 
lindro no comience a rodar sin deslizamiento. 

Las ecuaciones de movimiento para este sistema durante el intervalo de tiempo 
en el cual x — R& > 0 (lo cual significa que el disco se desliza sin rodamiento) son 


mx -- —F 

J§ = FR 
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donde F = RkN = fi k mg y J es el momento de inertia del disco alrededor del eje de ro¬ 
tation, o J = ^mR 2 . Esas dos ecuaciones pueden simplificarse a 

x = -fi k g 

0 = 2 fi k ^ 

Integrdndolas con respecto al tiempo, tenemos 

x = v 0 — fl k gt (2-39) 

6=2 fi k ^t (2-40) 

Notese qu« las Ecs. (2-39) y (2-40) se mantienen validas en el intervalo de tiempo en el 
cual x - r6 > 0. 

A partir de las Ecs. (2-39) y (2-40), vemos que la velocidad x decrece y que la ve- 
locidad angular 6st incrementa a medida que el tiempo t se incrementa. Asi es que en 
algun tiempo t = t lt x llega a ser igual a r6. Este instante particular t y puede deter mi- 
narse igualando x y r6 y resolviendo para t x como sigue: 

Vo - Mkgti = 2 

o bien 


t = v o 
1 3 ju k g 

En t < r x , el disco rueda y se desliza. En t = r, el disco comienza a rodar sin 
deslizamiento a la velocidad i(t,) = R&(t i)= 2v 0 /3 = constante. 

Una vez que la velocidad del punto de contacto (punto P) llega a cero, la fuerza 
de friction no actua mas en el sistema y el deslizamiento cesa. Por tanto, ya no se 
aplica F = /. De hecho, la fuerza de friccidn F llega a ser igual a cero cuando T > 
y el disco continua rodando sin deslizamiento a la velocidad lineal constante de 
2i> 0 /3 y a la velocidad angular constante de 2v 0 /(3R). 


Problema A-2-16. En relation con el problema A-2-15, considerese un disco homo- 
geneo de radio R y masa m puesto sobre un piano horizontal. En / = 0 al centro de 
masa del disco se le aplica una velocidad inicial v 0 en la direction x y al mismo tiempo 
al disco se le da una velocidad angular inicial ccj, alrededor del eje de rotation (Fig. 2- 
46). Determinese el movimiento del disco para t > 0. 

Soluci6n. El movimiento del disco depende de si la velocidad del punto de contacto 
(punto P) es positiva, negativa o cero. La velocidad del punto de contacto es 

«0 = v o - 

A continuation consideramos tres casos (y 0 >Rco 0 , v 0 < Rco 0 , v o = J?O) 0 ) en forma 
separada. 
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Fig. 2-46. Disco homogeneo colocado 
sobre un piano horizontal sometido a 
una velocidad initial en la direction 
x y a una velocidad angular initial <»o 
alrededor del eje de rotacidn. 


Caso l.v 0 > Rco 0 : Inicialmente hay deslizamiento. Las ecuaciones de movimiento 
son 

mx = -F = — fjL k N — —flking 
JO = FR 

donde J = \mR 2 . Simplificando, estas ecuaciones se hacen 

x = -Mkg 

0 


Por lo tanto. 


X = Vo - JUkgt 


9 ^CQ 0 -I- 2 fi k j^t 

En ciefto tiempo t = /j la velocidad x se hace igual a R$. Este tiempo particular i x se 
encuentra a partir de 

- fikgh = r(g>o I" 2 ftkjfti) 


o bien 


1 1 




Oc 


Fco 0 ) 


En t = /j el pun to de contacto (punto P ) tendra velocidad cero y el deslizamiento ce- 
sara. Para t > el disco rueda sin deslizamiento a la velocidad 


x = F0 = -y(2v 0 


-f- /?co 0 ) = constante 


Caso 2. v 0 <R(£q\ En este caso, el punto de contacto (punto P ) tiene velocidad u 0 = 
v 0 — Roj'j < 0. Asi es que estara deslizandose inicialmente. La fuerza de friction ac- 
tua en direction opuesta a la del caso 1. De modo que cambiando Fpor —Fen las 
ecuaciones de movimiento del caso 1, las ecuaciones de movimiento para el presente 
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caso resultan 


Simplificando 


mx = F 
JQ = —FR 


x = fi k g 

6 = 

Se tiene que 

* = 

6 ^ CDo - 2fl k ^t 

Vemos que x se incrementa y 0decrece en tanto que t se incrementa. Por lo tanto, po- 
demos esperar que en algun tiempo t - t 2 , x(/ 2 ) = Rd(t 2 ) o 

Vo + Fkgt2 — r(o )0 ~~ J?^ 2 ) 


Resolviendo para t 2 , encontramos 

' 2 = 37h (Jtoo- ’’ o) 

En ( < t 2 , el disco rueda y se desliza. En t = t 2 el punto de contacto (punto P) tendra 
velocidad cero; en t > t 2 , el disco rodara sin deslizamiento a una velocidad constanie 
igual a 

x = R$ — -y(2v 0 + Rco 0 ) 


Caso 3.v o = i?C0 0 : En este caso, inicialmente el punto de contacto (punto P) tiene 
velocidad u 0 — v 0 — Rco 0 = 0. En consecuencia, no hay deslizamiento en el movi- 
miento y las ecuaciones de movimiento son 

mx = —F 
jB = FR 


dondex - R6. Eliminando Fde las ecuaciones de movimiento, obtenemos 

mx + \niR$ — 0 

Sustituyendo entonces 9 = x/R en esta ultima ecuacion, da 


o bien 


mx + \mx — 0 


Jc = 0 


Asi es que para t > 0 tenemos 

x — v 0 — constante. 



= constante 



Scanned and Edited By YORCH® 


84 Sistbmas Mecanicos 


Cap. 2 


Pkobi.kma A-2-17. Considerese el sistema mostrado en la Fig. 2-47(a), donde el ci- 
lindro de radio R y masa m se jala mediante un resorte desprovisto de masa con cons¬ 
tant de resorte k. Supongase que el cilindro gira libremente alrededor de su eje y que 
se conoce el desplazamiento inicial x,. ^Cual es la frecuencia natural del sistema? Su¬ 
pongase que no hay deslizamiento. 




Fig. 2-47. (a) Cilindro jalado por medio de un resorte; (b) diagrama 
de fuerzas del sistema del cilindro. 

Solucion. Las fuerzas que actuan sobre el sistema son la fuerza de traction F x = k(x t - 
a), la fuerza gravitacional mg, la fuerza de friction F y la fuerza normal TV, como se 
muestra en la Fig. 2-47(b). (La fuerza normal TV se balancea con mg\ es decir, TV = mg.) 
La ecuacion de movimiento en la direccion x es 

mx = F x - F = k{Xi - x) - F (2-41) 

Para el movimiento rotacional alrededor del eentro de masa, 

JQ = FR (2-42) 

Puesto que no hay deslizamiento, x ~ RB. Por lo tanto, la Ec. (2-42) queda 


Jx = FR 2 


Observando que J — ~^mR 2 , obtenemos 

„ J - 1 - 

F =W X= 2 mX 
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La eliminacion de F de la Ec. (2-41) resulta en 


o bien 


mx = k{x { — x) — 2 m * 


x + 


2k 2k 
3 m X ~ 3 m Xi 


La frecuencia natural del sistema es \/2k/(3ni). 

Problema A-2-18. Se coloca una caja sobre una carreta como se muestra en la Fig. 
2-48. Suponiendo que la carreta se acelera en la direccion x, encuentre la condieion 
para que la caja se deslice y la condieion para que la caja caiga. Supongase tambien 
que gj, el coeficiente de friccion estatica maxima entre la caja y el piso de la carreta es 
0.3. Si la aceleracion de la carreta se incrementa de cero a 0.4g, donde g es la cons- 
tante de aceleracion gravitacional, ^.caera la caja al piso? 



Solucion. La caja comenzara a deslizarse si 

(fuerza de inercia) > (fuerza de friccion estatica) 


La caja caera si 

( momento debido a la fuerza de inercia\ /momento debido a mg\ 
respecto al punto P ) > \jespecto al punto P ) 

Si la carreta tiene una aceleracion a, la magnitud de la fuerza de inercia es mcc. 
La magnitud de la fuerza de friccion maxima es fi s mg. Asi pues, la condieion para 
que la caja comience a deslizarse es 


m& > fl s mg 


obien 


a > fi s g = 0.3g- 
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La condition para que la caja se caiga es 

„ b ^ a 
mdC-j > tng-j 

o bien 

a > -£-<? = 0.5g 

Puesto que la condition para que la caja comience a deslizarse es a. = 0.3g y la 
condition para que la caja comience a caer es a = 0.5g, la caja comenzara a deslizar¬ 
se a medida que la aceleracion de la carreta se incremente de cero a 0.4g. La caja no 
llegara a caer. 

Problema A-2-19. Se hace deslizar una caja de masa m sobre una superficie hori¬ 
zontal lisa. Si la velocidad inicial de la caja es de 5 m/s, <,que tan lejos se deslizar^? 
Supongase que y. k , el coeficiente de friction entre la caja y la superficie es de 0.2. 

Solution. La ecuacion de movimiento de la caja es 

mx = — F (2-43) 

donde F, la fuerza de friction, es 

F = fi k mg = 0.2 mg 

Por lo tanto, la Ec. (2-43) se simplifica a 

x = -0.2 g 

Integrando esta ultima ecuacion y observando que la velocidad inicial es de 5 m/s, te- 
nemos 

x(t) = -0.2 x 9.81 r + 5 = -1.962/ + 5 (2-44) 

La velocidad x llega a cero cuando t = donde 

” 1.962 

La integracion de la Ec. (2-44) con respecto a t da 

4/) = —0.981/ 2 + 5/ 

donde supusimos x(0) = 0. La distancia que viaja la caja antes de detenerse se ob- 
tiene sustituyendo ( = t x en esta ultima ecuacion. 

*■> - -°- 981 (r562) 2 + Krlz) - 6 - 37 

Asi pues, la distancia recorrida es de 6.37 metros. 

Problema, A-2-20. Se coloca una caja de masa m sobre un piano inclinado cuyo 
angulo de inclination es de 30° (vease la Fig. 2-49). Encuentrese el trabajo realizado 
cuando la caja se mueve hacia arriba a una velocidad constante a lo largo del piano 
inclinado una distancia de 5 m. Supongase que la masa m es de 10 kg y el coeficiente 
de friction deslizante fi k es de 0.3. 
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Fig. 2-49. Caja colocada sobre un 
piano inclinado. 


Solucion. El trabajo realizado es 

W - FI 

dondeFes la fuerza de traccion a lo largo del piano inclinado y / es la distancia re¬ 
corrida. La ecuacion de movimiento del sistema es 

mx — —mg sen30° — fi k N + F 

donde m es la masa de la caja y N = — mg sen 30°. Cuando la caja se mueve a lo lar¬ 
go del piano inclinado a velocidad constante, x = 0. Por lo tanto, 

F — mg sen30° + 0.3m^cos 30° = »?^(0.5 -f 0.3 X 0.866) 

= 10 x 9.81 X 0.760 = 74.5 N 
Luego el trabajo realizado es 

W = 74.5 X 5 = 373 N-m 


Problema A-2-21. Se coloca un tanque de agua circular con radio de 2 m y altura 
de 5 m, a 20 m de altura sobre el suelo, como se muestra en la Fig. 2-50. Obtengase la 
energia potencial del agua que llena al tanque. Supongase que la densidad del agua es 
de 1000 kg/m 3 . 



Fig. 2-50. Tanque de agua. 


Soluci6n. La masa m del agua en el tanque es 

2 x 2 x 3.14 x 5 x 1000 = 62.8 x 10 3 kg 
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La altura h del centro de gravedad del agua en el tanque es de 20 + y x 5 = 22.5 m. 
Por lo tanto, la energla potencia U tomando el nivel del suelo como linea de referen¬ 
da es 


U = mgh 

= 62.8 x 10 3 x 9.81 x 22.5 
= 13.86 x 10 6 N-m 

Problema A-2-22. Un cuerpo de masa m se lanza verticalmente hacia arriba en el aire 
con una velocidad inicial de 20 m/s. iQue tan lejos llegard? Encuentrese la distancia 
vertical mediante el uso de la ley de conservacion de la energia. 


Solution. Midamos la distancia vertical desde el punto donde el cuerpo se lanza ha¬ 
cia arriba. En el instante en que el cuerpo ha sido lanzado hacia arriba, la energia po- 
tencial U x es cero y la energia cinetica T x es 

T j = ^mv 2 (0) 

En el instante en que el cuerpo alcanza la altura maxima h la energia potencial U 2 es 


U 2 = mgh 

y la energia cinetica T 2 es cero. 

Aplicando la ley de conservacion de la energia, obtenemos 

T x + U t = T 2 + U 2 

o bien 

\ mv z { 0) = mgh 

de la cual obtenemos 


h = 


j_vf(0) 
2 g 


1 202 _ in in 

2 9.81 — 20 ' 39m 


Problema A-2-23. La salida de una maquina se mide mediante un freno de Prony 
como se muestra en la Fig. 2-51. La velocidad angular medida es de 4 Hz. Encuentre¬ 
se la potencia de salida de la maquina en watts. 



(m= 20 ka) 


Fig. 2-51. Sistema de freno Prony. 
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Soluci6n. El par T de la maquina esta balanceada con el par de frenado mgl. Por lo 
tanto, 

T = mgl = 20 x 9.81 x 1 = 196.2 N-m 
Puesto que la potencia de salida P es Tu, tenemos 

P = Tea = 196.2 x 4 x 2n 
= 4930 N-m/s 
= 4930 W 

Problema A-2-24. Supongase que un automovil con masa de 2000 kg esta viajando 
a velocidad constante de 90 km/h. Cuando se aplica el freno del auto durante un 
tiempo finito, la velocidad de este se reduce a 30 km/h. Encuentrese la energia absor- 
bida por el freno. 

Solucion. Adviertase que 

90 km/h = 25 m/s, 30 km/h = 8.33 m/s 
La energia absorbida por el freno es 

W = \mv\ — ^mv\ 

= \ x 2000 x (25 2 - 8.33 2 ) 

= 5.556 x 10 s N-m 
= 5.556 x 10 s J 

Problema A-2-25. Un cilindro homogeneo de radio R y masa m rueda hacia abajo, 
sin deslizamiento, en un piano inclinado cuyo angulo de inclinacion es 0 (vease la 
Fig. 2-52). Supongase que el cilindro esta en reposo inicialmente. Aplicando la ley de 
conservacion de la energia, encuentrese la velocidad lineal del centro de masa del ci¬ 
lindro cuando ha rodado hacia abajo en el piano una distancia L. 


Fig. 2-52. Cilindro homogeneo rodan- 
do hacia abajo en un piano inclinado. 



Solucion. en t = 0, la energia cinetica potencial del cilindro son 

Energia cinetica T x - 0 
Energia potencial 7j = mg(L sen 0 + h) 
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donde la energia potencial se mide desde la llnea horizontal de referencia mostrada 
en la Fig. 2-52. 

En el instante en que el cilindro ha rodado hacia abajo una distancia lineal L la 
energia cinetica y la energia potencial son 

Energia cinetica T 2 = \mx 2 + y JB 2 

Energia potencial U 2 = mgh 

(La energia cinetica consta de la energia cinetica traslacional y la energia cinetica ro- 
tacional.) Mediante la aplicacion de la ley de conservacion de la energia, tenemos 

T\ Ui = T 2 + U 2 

o bien 

mg(L sen$ + h) — {mx 2 + \j6 2 + mgh (2-45) 


Puesto que el cilindro rueda sin deslizamiento, x = R0. Tambien J 
tanto, la Ec. (2-45) se hace 


o bien 


mgL sen0 = ^mx 2 + \mx 2 


\mR 2 . Por lo 


x = \S%gL sen <f) 


Este valor de x da la velocidad lineal del centro de masa cuando ha rodado hacia aba¬ 
jo en el piano una distancia L. 


Problema A-2-26. Considerese el sistema masa-resorte-polea de la Fig. 2-53(a). Si 
la masa m se jala hacia abajo una distancia corta y luego se suelta, vibrara. Obtenga- 
se la frecuencia natural del sistema aplicando la ley de conservacion de la energia. 




Fig. 2-53. (a) Sistema masa-resorte-polea; (b) diagrama para explicar 
)a energia potencial del sistema. 
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Soluci6n. Definase x, y y 9 como el desplazamiento de la masa m, el desplazamienio 
de la polea y el angulo de rotacion de la polea, medidos, respectivamente, desde sus 
posiciones de equilibrio correspondientes. Notese que x = 2j, R$ = x - y = y, y 
J = y MR 2 . 

La energla cinetica T del sistema es 

+ 4 My 2 + ^-JB 2 

= 4 w ^ 2 + \ m * 2 + \ mr2 {\) 1 

— -y w* 2 + 

En relacion con la Fig. 2-53(b), la energla potencial U del sistema puede obte- 
nerse como sigue. En el estado de equilibrio la energia potencial U 0 es 

U 0 = {kyj + Mg {l - jo) + mg(l - x 0 ) 

donde j 6 es la deflexion estatica del resorte debida a las masas colgantes M y m. 
Cuando las masas m y M se desplazan en x - y y, respectivamente, la energia potencial 
instantanea U puede obtenerse como 

U --- {k{y s + j) 2 + Mg(l — jo — y) + mg{l — x 0 — x) 

= {ky} + ky s y + {ky 2 + Mg(l — j 0 ) — Mgy + mg(l — x 0 ) — mgx 
= U 0 + {ky 2 + ky 6 y — Mgy — mgx 


Adviertase que, en relacion con la Fig. 2-53(b) otra vez, la fuerza del resorte ky h dcbe 
balancearse con Mg + 2 mg o 


Por lo tanto, 


ky d = Mg -r 2 mg 
ky s y = Mgy + 2 mgy = Mgy + mgx 

y 

U=U 0 + {ky 2 = U 0 + \kx 2 

donde (7 0 es constjante. 

Aplicando la ley de conservation de la energia a este sistema conservativo, 

T -+»*£/ = {mx 2 + j^Mx 2 + U 9 + \kx 2 = constantc 

Diferenciando entonces ambos lados de esta ultima ecuacion con respecto a 7 da 
mxx + \Mxx + \kxx =0 

o bien 

[(w + \M)x + {kx]x — 0 
Puesto que x no siempre es cero, debemos tener 

(m + |M)x + |kx = 0 
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o bien 

.. , 2k n 

X + 5 -— y - j. -7 X = 0 

8m + 3 M 

Por lo tanto, la frecuencia natural del sistema, es 


CO„ 


v; 


2k 


8 m + 3 M 


Probi.fma A-2-27. Considerese el sistema mostrado en la Fig. 2-54 en el cual un ci- 
lindro de radio r y masa m sin deslizamiento sobre una superficie cilindrica de radio 
R. Suponiendo que la amplitud de la oscilacion sea pequena, encuentrese la frecuen¬ 
cia de oscilacion del cilindro utilizando la ley de conservacion de la energia. 


0 



Fig. 2-54. Cilindro que rueda sobre una superficie cilidrica. 

Solution. Definamos el angulo 6 como el angulo de rotacion de la linea OP desde la 
posicion vertical. El angulo 0 es el angulo de rotacion de la linea PQ. Cuando el ci¬ 
lindro rueda sin deslizamiento 

*|0| = r(|0| -H0!) 

o bien 

(R-r)\0\= r \(ft\ 

donde 1^1 y 101' denotan los valores absolutos de los angulos# y 0. (Se usan los valores 
absolutos porque las direcciones positivas de los angulos 9y 0 son opuestos entre si.) 

Supongase que el cilindro rueda hacia arriba a una altura h 0 y luego rueda hacia 
abajo. Entofftes la energia potential en este punto extremo es mgh 0 . La energia cine- 
tica es cero, puesto que en este punto el cilindro se detiene. Luego en un tiempo ar- 
bitrario /, la energia potencial que el cilindro posee es mgh y la energia cinetica es 
\mv 2 f donde v es la velocidad del centro de gravedad- del cilindro y J es el 

momento de inercia del cilindro con respecto al eje de rotacion en el punto P. Por lo 
tanto, J = l mr 2 . 

Aplicando la ley de la conservacion de la energia, tenemos 


{mu 2 + -i mgh = mgh 


(2-46) 
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Puesto que 


v 2 = (R — r) 2 9 2 — r 2 <j> 2 
La Ec. (2-46) puede simplificarse a 

— |m(2? — r) 2 $ 2 = mg(h 0 — h) 

Tomando en cuenta que 


h 0 = R — ( R — r) cos 6 0 
h = R -—(/? — r) cos 9 

La Ec. (2-47) puede escribirse 

l(R — r)9 2 = g( cos 9 — cos 9q ) 
Diferenciando esta ultima ecuacion con respecto a / da 
f(i? — r)99 = g(-sen9)& 

o bien 

[|(i? — r)9 -f ^sen 9]9 — 0 

Puesto que 6 no siempre es cero, debemos tener 

!(/? — r)§ -f g sen 9=0 


(2-47) 


Para valores pequenos de 9, sen 9 == 6, y esta ultima ecuacion puede simplificarse a 


9 + 


8 


:9 = 0 


3 ( 2 ? - r) 

lacual es la ecuacion de movimiento del sistema cuando 0es pequeno. La frecuencia , 
de este movimiento armonico simple es 


0) n 



8 

(■ R-r) 


Problema A-2-28. Si en el sistema masa-resorte de la Fig, 2-55 la masa m 5 del resor- 
te es pequena, pero no tan pequena que sea despreciable al compararla con la masa 
suspendida m, muestrese que la inercia del resorte puede tomarse en cuenta anadien- 
do un tercio de su masa m s a la masa suspendida m y despues tratando al resorte como 
un resorte sin masa. 


Fig. 2-55. Sistema masa-resorte. 
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8oluci6n. Considerese la vibracion libre del sistema. En vibracion libre, el desplaza- 
miento x puede escribirse 

x — A cos cot 


Puesto que la masa del resorte es comparativamente pequefia, podemos suponer que 
el resorte es estirado uniformemente. Entonces, el desplazamiento de un punto del 
resorte a una distancia £ del tope puede darse por (£//)A cos cot. 

En la posicion media donde* = 0 y la velocidad de la masa m es maxima, la ve- 
locidad de la masa suspendida es Aco y la del resorte a la distancia £ respecto al tope 
es (£/l)Aco. La energia cinetica maxima T mkx es 


= 


ym(/lw ) 2 + 


ifrXW* 

- 4 (' 


\m + ^jA 2 co^ 


Observese que la masa del resorte no afecta el cambio en energia potencial del siste¬ 
ma y que si el resorte no tuviera masa, la energia cinetica maxima podria haber sido 
ImA 1 ^. Por lo tanto, concluimos que la inercia del resorte puede ser tomada en 
cuenta simplemente anadiendo un tercio de su masa a la masa suspendida y luego 
tratando al resorte como uno sin masa. 


Probi.kma A-2-29. Encuentrese la aceleracion de la masa m, en el polipasto de dos 
poleas mostrado en la Fig. 2-26. 




m 2 = 1.2 m-| m 2^ 

Fig. 2-56. Polipasto de dos poleas. Fig. 2-57. Fuerzas que actuan en el 

sistema del polipasto de dos poleas 
mostrado en la Fig. 2-56. 







Scanned and Edited By YORCH® 


Cap. 2 


Ejemplos de Problemas y Soluciones 95 


Solucidn. Supongase que la aceleracion de la masa m, es OC. En relacion con la Fig. 
2-57, la ecuacion de movimiento de la masa m x es 


m x d = m x g — T 

Para la masa m 2 , 

m 2 ~ = 2T - m 2 g 


Sustituyendo m 2 = 1.2^! en esta ultima ecuacion, tenemos 

0.6m x <X = 2 T — l.lrrixg 
Eliminando T de las Ecs. (2-48) y (2-49) da 


De la cual 


2.6mi« = 0.8wj^ 


0 
2.6^ 


0.8 x 9.81 
2.6 


3.02 m/s 2 


(2-48) 


(2-49) 


Problema A-2-30. Se aplica un par T a la flecha 1 en el sistema de tren de engranes 
de la Fig. 2-58. Obtengase la ecuacion de movimiento del sistema. Supongase que los 
momentos de inercia de los engranes son J\ y J 2 como se muestra en el diagrama y que 
el par de carga es T L . 



J 2 


Flecha 1 


Flecha 2 


Fig. 2-58. Sistema de tren de engranes. 
Soluci6n. Para la flecha 1, la ecuacion de movimiento es 

JxBi = —kdi - r, +t 

donde T j es el par trasmitido a la flecha 2. Para la flecha 2, 

J 2 0 2 = -bd 2 -T l + T 2 

donde T 2 es el par aplicado a la flecha 2 a traYes de los engranes 


De las restricciones geometricas, 

r i@i 


r9n 


(2-50) 


(2-51) 


Puesto que el trabajo realizado por el engrane 1 es igual al realizado por el engrane 2, 
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o hien 

7\ = £, 

T 2 0t r 2 

Asi pues, de las Ecs. (2-51) y (2-52) 

Jj 2 + bd 2 + T l = T 2 = T x ^l 

r 1 

Si eliminamos T x de las Ecs. (2-50) y (2-53), el resultado es 

/A + k0 x + ^{J 2 e 2 + bb 2 + T l ) = T 

' 2 


(2-52) 


(2-53) 


Sustituyendo enionces 0 2 = (r l /r 2 )6 x en esta ultima ecuacion, da 

[ y '+(7jW+*&)’*< 

Esta es la ecuacion de movimiento del sistema referida a la flecha 1. En terminos del 
angulo 0 2 , esta ultima ecuacion se hace 


/> + (0 + b (jl) ^ + k& 



la cual es la ecuacion de movimiento del sistema referida en la flecha 2. 



1 

mg 


Fig. 2-59. Mi. a suspendida por dos 
alambres. 



PROBLEMAS 

Problkma B-2-1. En el sistema de la Fig. 2-59 una masa de 1 kg esta suspendida d< 
dos alambres AB y BC. Encuentre la tension en los alambres. j 

Problem a B-2-2. La figura 2-60 muestra una barra de acerp articulada en el punto 
A y una masa de 20 kg suspendida del punto B. La barra esta sostenida por un 
alambre CD .Encuentre la tension en el alambre CD. 

PROBI.EMA B-2-3. Un disco homogeneo tiene un diAmetro de 1 m y una masa de 100 kg. 
Obtenga el momenio de inercia del disco respecto al eje perpendicular al disco que 
pasa a traves de su centro. 
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Problema B-2-4. Una bola se deja caer desde un punto 100 m arriba del suelo con 
una velocidad inicial de 20 m/s. ^.Cuanto tardara la bola en llegar al suelo? 

Problema B-2-5. Un volante de momento de inercia J — 50 kg-m 2 que inicialmenie 
permanece quieto se somete a un par constante. Si la velocidad angular alcanza 20 Hz 
en 5 segundos, encuentre el par que se aplica al volante. 

Problema B-2-6. Se aplica un freno a un volante que gira a una velocidad angular de 
100 rad/s. Si la velocidad angular se reduce a 20 rad/s en 15 segundos, encuentre la 
desaceleracion dada por el freno y el Angulo total girado en el periodo de 15 segundos. 

AAA/V--• 

(a) 







Fig. 2-61. Sistema consta de tres re- 
sortes. 


Fig. 2-62. (a) Sistema consta de dos re- 
sortes en serie; (b) diagrama que mues 
tra la constante de resorte equivalente. 


Problema B-2-7. Obtenga la constante de resorte equivalente k cq del sistema 
mostrado en la Fig. 2-61. 

Problema B-2-8. Considere los resortes conectados en serie que se muestran en la 
Fig. 2-62(a). En relacion con la Fig. 2-62(b), muestre que la constante de resorte 
equi v alent e k eq puede obtenerse graficamente como la longitud OC si las longitudes 
OA y OB representan a Ar, y k 2 , respectivamente. 

Problema B-2-9. Encuentre la frecuencia natural del sistema mostrado en la Fig. 2-63. 

PROBLEMA B-2-10. El pendulo de la Fig. 2-64 gira libremente debido a su propia 
fuerza gravitacional. El momento de inercia del cuerpo respecto al ej? de rotacion es 
/. Suponiendo que el angulo 6 sea pequeno, obtenga la frecuencia de oscilacion. 
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Fig. 2-63. Sistema mecanico. 



Problema B-2-11. En relacion con el manometro en forma de U mostrado en la 
Fig. 2-65, donde se ha llenado parcialmente con liquido el tubo de vidrio en U; supo- 
niendo que la masa total del liquido en el tubo es m, la longitud total del liquido en el 
tubo es L y la viscosidad del liquido es despreciable, <,cual es la ecuacion de movi- 
miento del liquido? Encuentre la frecuencia de oscilacion. 



Fig. 2-64. Sistema de pendulo. 


Fig. 2-65. Sistema de mandmetro en 
forma de U. 



Problema B-2-12. En el sistema mecanico mostrado en la Fig. 2-66, suponga que la 
barra no tiene masa, es perfectamente rigida y esta articulada en el punto P. El 
desplazamiento x se mide desde la posicion de equilibrio. Suponiendo que el despla- 
zamiento x sea pequefio, el peso mg en el extremo de la barra es de 5 N y la constante 
de resorte k es de 400 N/m, encuentre la frecuencia natural del sistema. 

Problema B-2-13. Obtenga las ecuaciones de movimiento del sistema mostrado en 
la Fig. 2-67(a), (b) y (c). 
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Fig. 2-66. Sistema mecanico. 



Fig. 2-67. Sistemas mecanicos. x 2 

Problema B-2-14. Aplicando la segunda ley de Newton al sistema masa-resorte- 
polea de la Fig 2-53(a), obtenga el movimiento de la masa m cuando se jala hacia 
abajo una corta distancia y se la suelta. El desplazamiento x de la masa m se mide 
desde la position de equilibrio. (La masa, el radio y el momento de inercia de la po- 
lea son M, R y / = yA//? 2 , respectivamente.) 
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Probeema B-2-15. Un cuerpo de masa m (donde m = 10 kg) se jala mediante una 
fuerza Fen la direccion mostrada en la Fig. 2-68. Si el coeficiente de friccion desli- 
zante entre el cuerpo y el piso es de 0.3, encuentre la magnitud de la fuerza Fnecesa- 
ria para mantener el cuerpo moviendose a velocidad constante. 


Fig. 2-68. C uerpo colocado sobre un 
piso y jalado por una fuerza F. 



Probeema B-2-16. Un bloque de madera con masa de 2 kg colocado sobre una su- 
perficie horizontal aspera esta ligado a una masa colgante de 1 kg a traves de un 
alambre sin masa (vease la Fig. 2-69). El alambre pasa horizontalmente sobre una 
polea sin friccion. Suponga que el alambre es inextensible. El bloque de madera ini- 
cialmente se mantiene en reposo y la masa colgante esta en reposo. En t = 0 se suelta 
el bloque de madera. Encuentre la velocidad del bloque cuando se ha movido 0.5 m. 
Suponga que el coeficiente de friccion deslizante entre el bloque de madera y la su- 
perficie horizontal aspera es de 0.2. 



Fig. 2-69. Sistema de masa colgante. 


Problema B-2-17. Un cilindro homogeneo de radio R y masa m rueda sobre una su- 
perficie aspera. Esta conectado a la pared a traves de un resorte como se muestra en 
la Fig. 2-70. Suponga que el cilindro rueda sin deslizamiento. Aplicando la segunda 
ley de Newton, obtenga la frecuencia de oscilacion del sistema. 



Fig. 2-70. Cilindro homogeneo conec¬ 
tado a una pared por medio de un re¬ 
sorte. 
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Problema B-2-18. Considere un cilindro homogeneo de radio R y masa m movien- 
dose hacia abajo en un piano inclinado cuyo angulo de indinacion es a como se 
muestra en la Fig. 2-71. Cuando el cilindro rueda hacia abajo sin deslizamiento, I ~ 
H k N = /x k mg cos a, y las ecuaciones de movimiento son cor| 

mx = mg sen a — fi k mg cos a 



Fig. 2-71. Cilindro homogeneo rodando 
hacia abajo en un piano inclinado. 


my — —mg cos a + TV = 0 

JO = FR 

Suponemos que las condiciones iniciales son x(0) = 0, x(0) = 0, 0(0) = 0 y 0(0) - 0. 
Muestre que cuando el cilindro rueda hacia abajo con deslizamiento, las soluciones 
x{t) y 0(0 de las ecuaciones de movimiento satisfacen la relacion x > R6 a x > RO. 

Problema B-2-19. Un cilindro homogeneo de radio R y masa m esta inicialmente en 
reposo sobre una superficie horizontal aspera. Se aplica una fuerza externa /■' en el 
borde superior del cilindro (vease la Fig. 2-72). Suponiendo que el cilindro rueda sin 
deslizamiento, encuentre la magnitud y direccion de la fuerza de friccion estatica. 


- x 



Fig. 2-72. Cilindro homogeneo en una 
superficie horizontal aspera somc'ido 
a una fuerza externa F. 



Fig. 2-73. Cuerpo colocado sobre un 
piano inclinado. 


Problema B-2-20. Un cuerpo con masa de 1 kg se coloca sobre un piano inclinado 
cuyo angulo de indinacion es de 30° como se muestra en la Fig. 2-73. Si el cuerpo se 
desliza hacia abajo una distancia lineal de 2 m a lo largo del piano inclinado, ^cuanto 
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trabajo se hace por la fuerza gravitacional y por la fuerza de friccion? Suponga que 
el coeficiente de friccion deslizante es de 0.2. 

Problem a B-2-21. Un cuerpo con masa de 1 kg esta en reposo sobre un piano incli- 
nado cuyo angulo de inclination es de 30° (Fig. 2-74). Si se jala al cuerpo hacia arriba 
mediante una fuerza constante Fa lo largo de la superficie inclinada, la velocidad al- 
canza los 5 m/s en el punto donde el cuerpo se ha movido 6 m. Encuentre el trabajo 
hecho por la fuerza F, por la fuerza gravitacional y por la fuerza de friccion deslizan¬ 
te. Suponga que el coeficiente de friccion deslizante es de 0.2. 



Fig. 2-74. Cuerpo colocado sobre un 
piano inclinado. 


Problema B-2-22. Un resorte requiere una fuerza de 50 N para estirarse 5 cm. Si el 
resorte se estira 10 cm, <,cuanta energia potencial posee el resorte debido a su elonga¬ 
tion? 


Problema B-2-23. Un disco de radio 0.5 m y masa de 10 kg esta sometido a una 
fuerza tangencial de 50 N en su periferia y est£ girando a la velocidad angular de 
100 rad/s. Calcule el par y la potencia en la flecha del disco. 


Problema B-2-24. Obtenga la potencia necesaria para jalar un cuerpo con masa de 
5 kg verticalmente hacia arriba 10 m en 5 segundos. 

Problema B-2-25. Suponiendo que la masa m de la barra del pendulo mostrado en 
la Fig. 2-75 es pequefia, pero no despreciable comparada con la masa M, encuentre h 
frecuencia natural del pendulo cuando el angulo 0 sea pequeno. 


Fig. 2-75. Sistema de pendulo. 



Fig. 2-76. Sistema mecanico. 


01 


* 2 I 


0 ; 
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Problema B-2-26. Utilizando la ley de conservation de la energia, obtenga la 
ecuacidn de movimiento del sistema mostrado en la Fig. 2-76. 

Problema B-2-27. Una masa M colocada sobre un piano horizontal liso esta unida 
a una masa colgante m a traves de un alambre sin masa como se muestra en la Fig. 2-77. 
El alambre pasa horizontalmente sobre una polea de radio r y masa m p . La polea 
est& libre para girar sobre su eje de rotation. Suponga que el alambre es inextensible 



y no se desliza cuando la polea gira. Suponga tambien que la masa M se mantiene ini- 
cialmente en reposo y que la masa m esta en reposo a una distancia vertical x del piso. 
En / = 0, se suelta la masa M para que se mueva. Utilizando la ley de conservation 
de la energia, encuentre la velocidad de la masa m cuando pega contra el piso. Des- 
precie la friction entre la masa M y el piano horizontal. 



mg m 9 

Fig. 2-78. Polipasto. Fig. 2-79. Polipasto. 
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Problema B-2-28. Un cuerpo de peso mg (donde m - 1000 kg) se jala verticalmen- 
le hacia arriba mediante un polipasto como se muestra en la Fig. 2-78. Encuentre la 
fuerza necesaria para mover el peso. ^Cuanta potencia se necesita para mover el peso 
a una velocidad de 0.5 m/s? 

Problema B-2-29. En el polipasto mostrado en la Fig. 2-79, encuentre el peso m&xi- 
mo mg N que puede jalarse hacia arriba mediante una fuerza Fde 5 N. Suponga que 
la barra AB pesa 2 N. Para mantener la barra AB horizontal cuando se jala el peso 
mg ^donde debe posicionarse este? (Determine la position del punto P.) 

Problema B-2-30. Se impulsa una flecha mediante un motor electrico a traves de un 
tren de engranes reductor de velocidad. La salida y la velocidad del motor son 
1.5 kW y 60 FIz, respectivamente. Suponiendo que la relation de reduction de la ve¬ 
locidad sea 1:30, calcule el par de la flecha impulsada; desprecie las perdidas en la 
trasmision de potencia. 
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SISTEMAS ELECTRICOS 


3-1 INTRODUCCI6N 

Este capitulo trata de la elaboration de modelos matematicos (modelado 
matem&tico) y el an&lisis de la respuesta de los sistemas electricos. Puesto 
que los materiales b&sicos de circuitos electricos que normalmente se estu- 
dian en el nivel medio superior est&n cubiertos en la Sec. 3-1, esta section 
debe considerarse como material de repaso. En la Sec. 3-2 se presentan las 
leyes b&sicas de los circuitos electricos, tales como la ley de Ohm y las leyes 
deKirchhoff. En seguida la Sec. 3-3 trata de la elaboration de modelos ma- 
tem&ticos y el an&lisis de problemas de circuitos. La potencia y energia 
el6ctricas se explican en la Sec. 3-4 y los sistemas an&logos en la Sec. 3-5, 
seccidn final. 

Comenzamos con un breve repaso de voltaje, carga, corriente y fuen- 
tes de corriente y de voltaje, seguido de una explication de los tres elemen- 
tos bdsicos de los sistemas electricos: elementos resistivos, capacitivos e in- 
ductivos. 

Voltaje. El voltaje en los sistemas electricos es an&logo a la presion en 
los sistemas hidr&ulicos o neum&ticos. Esta es la fuerza electromotriz re- 
querida para producir un flujo de corriente en un alambre, es como la pre- 
si6n que se requiere para producir un flujo de liquido o gas en una tuberia. 
La unidad de voltaje es el volt (V). 


105 
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Carga. La carga electrica es la integral de la corriente con respecto al 
tiempo. La unidad de carga es el coulomb (C). Un coulomb es la cantidad 
de carga transferida en un segundo por una corriente de un ampere; esto es, 

Coulomb = ampere-segundo 

En unidades metricas, un coulomb es la cantidad de carga que experimenta 
una fuerza de un newton en un campo electrico de un volt por metro o 
Coulomb = newton-metro/volt 

Corriente. La corriente se refiere a la razon de cambio del flujo de car¬ 
ga. La unidad de corriente es el ampere. Si una carga de dq coulombs cruza 
un &rea dada en dt segundos, entonces la corriente i es 

dq 


Asi pues, en una corriente de un ampere, la carga es transferida a razon de 
un coulomb por segundo o 

Ampere = coulomb/segundo 

Si la carga positiva fluye de izquierda a derecha (o la carga negativa de 
derecha a izquierda), entonces el flujo de corriente es de izquierda a derecha. 
En relacibn con la Fig. 3-1, si i es positiva, el flujo de corriente es de izquierda 
a derecha. Si i es negativa, el flujo de corriente es de derecha a izquierda. 


Fig. 3-1. Flujo de corriente. 


Fuentes de corriente y fuentes de voltaje. Por fuente de corriente se en- 
tiende una fuente de energia que produce un valor especifico de corriente, 
usualmente como funcion del tiempo. Esta es capaz de suministrar una 
corriente especifica independientemente del voltaje a traves de la fuente. Si 
un generador suministra la corriente en forma casi independiente del circuito 
conectado, se trata de un generador de corriente. Algunas fuentes de corriente 
comtinmente usadas en los sistemas el6ctricos incluyen transistores y otras fuen¬ 
tes de potencia comerciales disponibles, diseftadas para corriente constante. 

La fuente de voltaje es una fuente de energia que suministra un valor 
especifico de voltaje en funcibn del tiempo, en forma completamente inde¬ 
pendiente de la corriente. En otras palabras, es una fuente de potencia 
elfcctrica en la cual el voltaje es independiente de la corriente consumida. Un 
generador que suministra una salida de voltaje que es casi independiente del 
circuito al cual est& conectado se llama generador de voltaje. Algunos 
ejemplos de fuentes de voltaje son los generadores rotatorios, las baterias y 
los suministradores de potencia a voltaje constante, comercialmente dispo- 
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nibles, para sistemas electronicos. Los simbolos en circuitos para una fuente 
de corriente y una fuente de voltaje se muestran en la Fig. 3-2. 

? ? 


+ 



A A 

Fig. 3-2. Simbolos en circuitos para fuen- 
Fuente de corriente Fuente de voltaje te de corriente y fuente de voltaje. 


Es posible para una bateria suministrar un voltaje casi constante en ba- 
jas corrientes. Sin embargo, en altas corrientes, el voltaje de salida puede aba- 
tirse en forma considerable porque una parte de la energia quimica se con- 
vierte en calor. Asi pues, una bateria puede representarse mediante una 
fuente de voltaje pura y una resistencia interna, donde esta ultima causa las 
pfcrdidas por calor. 

Elementos b&sicos de los circuitos electricos. En la Sec. 2-2 explicamos 
los modelos matem&ticos de los sistemas mecbnicos b&sicos. Existe una si- 
tuacibn anbloga en los sistemas electricos. Se encuentran tres tipos de ele¬ 
mentos b&sicos en los circuitos elbctricos: elementos resistivos, elementos 
capacitivos y elementos inductivos, que se explican a continuacion. 

Elementos resistivos. La Resistividad se define como el cambio en vol¬ 
taje requerido para producir un cambio unitario en la corriente o 

. . _ cambio en voltaje V 

Resistencia R = -—--— — 

cambio en corriente A 

La resistencia R de un resistor lineal puede entonces darse por 

i 

donde e R es el voltaje a travbs del resistor e i es la corriente que fluye por el 
resistor. La unidad de resistencia es el Ohm (Q), donde 

Ohm = - V - 2 U 
ampere 

En el resistor mostrado en la Fig. 3-3, un e R positivo causa que una 
corriente / fluya de izquierda a derecha. En consecuencia, tomamos la direc- 
ci6n positiva de i hacia la derecha. 
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«i e 2 

°—-o e# = ei - e 2 > 0 

1 R Fig. 3-3. Resistor. 

El reciproco de la resistencia se llama conductancia. La unidad de con- 
ductancia es el siemens (S). (1 S = 1 A/V = fi" 1 = mho) 

Conductancia = = G S 

Los resistores no almacenan energia electrica en forma alguna pero en 
su lugar la disipan en forma de calor. Adviertase que los resistores reales 
pueden ser no lineales y pueden tambien presentar algunos efectos capaciti- 
vos e inductivos. 


Elementos capacitivos. Dos conductores separados por un medio no 
conductor (aislante o dielectrico) forman un capacitor. De modo que dos 
placas met&licas separadas por un material electrico muy delgado forman 
un capacitor. Algunas veces el area se hace variable, como en un condensa- 
dor de sintonizacion de un radio. 

La capacitancia se define como el cambio en la cantidad de carga 
electrica requerido para producir un cambio unitario en el voltaje o 

„ . . ^ cambio en cantidad de carga electrica C 

Capacitancia C = -—--—;-— 

cambio en voltaje V 


La capacitancia C es una medida de la cantidad de carga que puede almace- 
narse para un voltaje dado entre las placas. (A1 acercarse las placas entre si 
la capacitancia se incrementa y se puede almacenar carga adicional para un 
voltaje dado entre placas.) La capacitancia C de un capacitor puede darse 
entonces por 

C = 

e c 

donde q es la cantidad de carga almacenada y e c es el voltaje a traves del ca¬ 
pacitor. La unidad de capacitancia es el farad (F), donde 


Farad ampere-segundo 
volt 


coulomb 

volt 


Adviertase que la capacitancia C se define como un numero positivo. 
Por lo tanto, el signo algebraico de la carga q es el mismo que el del voltaje 
e c a traves del capacitor. En el capacitor mostrado en la Fig. 3-4, un e c posi¬ 
tivo causa que una corriente i fluya de izquierda a derecha. Por eso, toma- 
mos la direccion positiva de / hacia la derecha como lo muestra el diagrama. 


Fig. 3-4. Capacitor. 


C 


e c = ei- e 2 > 0 
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Puesto que i = dc/dt y e c = q/C , tenemos 


o bien 

de c = ~i dt 
C 

Por lo tanto, 

e c (t) = J i dt -j- e c (0) 

Un capacitor que tenga una capacitancia de un farad es muy grande; 
los que se usan normalmente en dispositivos electronicos se miden en micro¬ 
farads (10' 6 F). Algunos capacitores se miden en picofarads (10~ 12 F). 

Aunque un capacitor puro almacena energia y puede entregarla toda, 
los capacitores reales, por otro lado, muestran diferentes perdidas. Estas 
pfcrdidas de energia se indican mediante un factor de potencia , el cual es la 
relacion de las perdidas de energia por ciclo de voltaje de ca con respecto a 
la energia almacenada por ciclo. Asi pues, es deseable un factor de potencia 
de valor reducido. 

Elementos inductivos. Alrededor de una carga en movimiento o 
corriente hay una region de influencia que se llama campo magnetico. Si el 
circuito se encuentra en un campo magnetico variante con respecto al tiem- 
po, se induce una fuerza electromotriz en el circuito. La relacion entre el 
voltaje inducido y la razon de cambio de la corriente (que significa cambio 
en corriente por segundo) se define como inductancia o 

_ , . cambio en voltaje inducido V 

Inductancia = -—- : --— —— 

cambio en corriente por segundo A/s 

Los efectos inductivos pueden clasificarse como autoinductancia e induc¬ 
tancia mutua. 

La autoinductancia es la propiedad de una bobina particular que 
ocurre cuando el campo magnetico establecido por la corriente de la bobina 
enlaza a la propia bobina. La magnitud del voltaje inducido es proporcional 
a la razdn de cambio del flujo que enlaza al circuito. Si el circuito no con- 
tiene elementos ferromagn£ticos (tales como un nucleo de hierro), la razdn 
de cambio del flujo es proporcional a di/dt. La autoinductancia o simple- 
mente inductancia L, es la constante de proporcionalidad entre el voltaje in¬ 
ducido e L volts y la razon de cambio de la corriente (o cambio en corriente 
por segundo); esto es, 


e L 

dijdt 


L = 
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La unidad de inductancia es el henry (H). (Un circuito electrico tiene una in- 
ductancia de un henry cuando la razon de cambio de un ampere por seguri- 
do inducird una fem de un volt.) 


Henry = 


_ volt _ 

ampere/segundo 


weber 

ampere 


En el inductor mostrado en la Fig. 3-5, un e L positivo causa que una 
corriente / fluya de izquierda a derecha. Luego, tomamos la direction posi- 



e L = e 1 - e 2 > 0 

Fig. 3-5. Inductor. 


tiva de / hacia la derecha como en el diagrama. N6tese que para el inductor 
mostrado 


o bien 




e L dt + i L { 0) 


A causa de que la mayor parte de los inductores son bobinas de 
alambre, estos tienen una considerable resistencia. Las perdidas de energia 
debidas a la presencia de la resistencia se indican en el factor de calidad Q, el 
cual muestra la relation entre la energia almacenada y la disipada. Un valor 
de Q alto generalmente significa que el inductor posee poca resistencia. 

La inductancia mutua se refiere a la influencia entre inductores que re- 
sulta de la interaction de sus campos. Si dos inductores est&n involucrados 
en un circuito electrico, cada uno de ellos puede quedar bajo la influencia del 
campo magnetico del otro inductor. Entonces la caida de voltaje en el pri¬ 
mer inductor estd relacionada con la corriente que fluye por el primer induc¬ 
tor, tanto como con la corriente que fluye por el segundo inductor, cuyo 
campo magnetico influye en el primero. El segundo inductor tambien est& 
influido por el primero, exactamente de la misma manera. Cuando un cam¬ 
bio de corriente de un ampere por segundo en cualquiera de los dos inducto¬ 
res induce una fem de un volt en el otro inductor, su inductancia mutua M 
es de un henry. (Notese que se acostumbra usar el simbolo M para denotar la 
inductancia mutua con el objeto de distinguirla de la autoinductancia L.) Pos- 
pondremos una explication adicional de la inductancia mutua para la Sec. 2-3. 


3-2 LEYES BASICAS DE LOS CIRCUITOS ELECTRICOS 

En esta seccion exponemos la ley de Ohm y las leyes de corriente y vol¬ 
taje de Kirchhoff. La primera es fundamental para obtener circuitos de re¬ 
sistencia combinadas en serie y en paralelo, las corrientes y los voltajes en 
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tales circuitos, etcetera. Las leyes de Kirchhoff son b&sicas para la formula- 
ci6n de las ecuaciones de manejo que caracterizan a los circuitos electricos. 

Ley de Ohm. La ley de Ohm establece que la corriente en un circuito es 
proporcional a la fuerza electromotriz total (fem) que actua sobre el circuito 
e inversamente proporcional a la resistencia total del circuito. Puede expre- 
sarse mediante 



donde i es la corriente (ampere), e es la fem (volts) y la resistencia (ohms). 

Circuitos en serie. La resistencia combinada de resistores conectados 
en serie es la suma de las resistencias por separado. La figura 3-6 muestra un 
circuito en serie simple. El voltaje entre los puntos A y B es 

e = -j- e 2 ~h e 3 



donde 

e 1 = iR u e 2 = iR z , e 3 = iR 3 

Por lo tanto, 

~ = R x R 2 R 3 

La resistencia combinada R est& dada por 

R = R\ + ^2 + ^3 

Circuitos en paralelo. En el circuito en paralelo mostrado en la Fig. 3-7, 
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Puesto que i - i r + i 2 + / 3 , se sigue que 

. _ e , e . e 
1 ~ R 2 + R 3 ~ 

donde R es la resistencia combinada. Por eso, 


R R, + R 2 + R 3 

o bien 

d _ 1 ___ R \ RiR 3 _ 

J_ , J_ , JL RiRi + R 2 R 3 + R 3 Ri 

Ri ' R2 ' R3 


Resistencia de resistores combinados en serie y paralelo. Considerese 
el circuito mostrado en la Fig. 3-8(a). La resistencia combinada R BC entre 
los puntos fly Ces 



R 2 R 3 

R 2 + R3 


Luego, la resistencia combinada R entre los puntos A y C es 


R — R\ + Rbc — R\ + 


R1R3 
R 2 + R 3 




Rpb Fig. 3-8. Resistores combinados 

(c) en serie y en paralelo. 
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El circuito mostrado en la Fig. 3-8(b) puede considerarse como un cir- 
cuito en paralelo que consta de las resistencias ( R x + R 2 ) y (R 3 + R 4 ). Por lo 
tanto, la resistencia combinada R entre los puntos A y B es 


o bien 


R 


R: + R 2 + 


_ I___ 

R 3 ; /? 4 


d __ (R i t R 2 )(R 3 + R*) 
R x 4 ~ R 2 + R3 + R4 


A continuation, considerese el circuito mostrado en la Fig. 3-8(c). Aqui 
R j y R i estan en paralelo y tambien R 2 y R 4 estan en paralelo. Estas dos resis¬ 
tencias en paralelo est&n, a su vez, conectadas en serie. Redibujando el cir¬ 
cuito como lo muestra la Fig. 3-8(c) obtenemos, por lo tanto, 


Rap — 


_JRjR. 3 __, 
Ri 1 R 3 


Rf 


R 2 R* 
R 2 + R 4 


Debido a eso, la resistencia combinada R se hace 


R — Rap + Rpb 


*1*3 

R\ 4* R 2 


R 2 R 4 
R 2 + R\ 


Corrientes y voltajes de circuitos en serie y en paralelo. En el circuito 
mostrado en la Fig. 3-9, la caida de voltaje e BC entre los puntos B y C es 


donde 


e BC — iR BC 


R> 


R\R 2 
R 1 4~ R 2 


De donde la corriente que fluye a traves de la resistencia R x es 


: _ ^ bc • Rbc : R 2 

1 R x R x R x 4 - R 2 

En forma similar, la corriente / 2 que fluye por la resistencia R 2 es 

; __ e BC : Rbc _ ; R\ 

2 * 2 /? 2 /?, + /?2 


'l 



-E — Fig. 3-9. Circuito electrico. 
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Mirando el circuito mostrado a continuation en la Fig. 3-10(a), la 
corriente / a traves de la resistencia 4- R 2 es 

• __ e 
1 ~ Rt + R z 

donde e es la caida de voltaje entre los puntos A y B. Asi pues, las caidas de 
voltaje e x y e 2 est&n dadas por 

_ . n _ /?j _ • D _ Rz 

e ' ~^ lRl ~ e R, + Rz 62 ~ l 2 ~ € Ri + Rz 

de las cuales 

e l :e 1 = R i \ R 2 

En forma similar, para el circuito mostrado en la Fig. 3-10(b), 


er- e 2 :e 3 = R t : 


Rz + R3 


:R, 


A o- 


R: 

-AAAAr- 


R 2 

-AAAAr- 


■oB 


(a) 



Fig. 3-10. Circuitos electricos. 

Leyes de Kirchhoff. En la solucion de problemas de circuitos que invo- 
lucran muchas fuerzas electromotrices, resistencias, capacitancias, induc- 
tancias y dem^is, es necesario a veces el uso de las leyes de Kirchhoff. Hay 
dos leyes: la ley de corrientes (ley de nodos) y la ley de voltajes (ley de 
mallas). 

Ley de corrientes de Kirchhoff (ley de nodos). Un nodo en un circuito 
electrico es un punto donde tres o m£s conductores se unen entre si. La ley 
de corrientes de Kirchhoff (ley de nodos) establece que la suma algebraica de 
todas las corrientes que entran al nodo o salen de el, es cero. (Esta ley puede 
tambien expresarse como: la suma de corrientes que entra al nodo es igual a 
la suma de corrientes que sale del mismo nodo.) Al aplicar la ley a proble¬ 
mas de circuitos, deben observarse las siguientes reglas. Las corrientes que 
van hacia el nodo deben estar precedidas por un signo m&s. Las corrientes 
que van hacia afuera del nodo deben estar precedidas por un signo menos. 
En relation con la Fig. 3-11, la ley de corrientes de Kirchhoff establece que 

/'1 + i 2 4 ; 3 - i A ~4 = 0 
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Ley de voltajes de Kirchhoff (ley de mallas). La ley de voltajes de 
Kirchhoff establece que en cualquier instante dado del tiempo la suma al- 
gebraica de los voltajes alrededor de una malla cualquiera en un circuito 
elfcctrico es cero. Esta ley puede tambien expresarse como: la suma de las 
caidas de voltaje es igual a la suma de elevaciones de voltaje alrededor de 
una malla. A1 aplicar la ley a problemas de circuitos, deben observarse las 
siguientes reglas. Una elevacion en el voltaje [la cual ocurre al ir a traves de 
una fuente de fuerza electromotriz de la terminal negativa a la positiva, como 
la Fig. 3-12(a), o al ir a trav6s de una resistencia en oposicion al flujo de la 
corriente, como en la Fig. 3-12(b)] debe estar precedida por un signo m<is. 
Una caida de voltaje [la cual ocurre al ir a traves de una fuerza electromotriz 


(o) 


lb) 


(c) 


Id) 




e A8 ~ E 


Gab = ~ Ri Fig. 3-12. Diagramas que muestran 
elevaciones de voltaje y caidas de vol¬ 
taje en circuitos. 
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de la terminal positiva a la negativa, como en la Fig. 3-12(c), o al ir a traves de 
una resistencia en la direccion del flujo de la corriente, como en la Fig. 
3-12(c)] debe estar precedida por un signo menos. 

La figura 3-13 muestra un circuito formado por una bateria y una resis¬ 
tencia externa. Aqui E es la fuerza electromotriz, r la resistencia interna de 
la bateria, R la resistencia externa e / la corriente. Si seguimos la malla en la 
direccion de las manecillas del reloj (A -* B — C A) como se muestra, en- 
tonces 


o bien 
de la cual 


e AB + ZbC + e CA ~ 0 

E — iR — ir — 0 


E 

R Ar r 



Un circuito formado por dos baterias y una resistencia externa aparece 
en la Fig. 3-14(a), donde E x y r x {E 2 y r 2 ) son la fuerza electromotriz y la re¬ 
sistencia interna de la bateria No. 1 (bateria No. 2), respectivamente, y R es 
la resistencia externa. Suponiendo que la direccion de la corriente i es la 
mostrada y siguiendo tambien la malla en el sentido de las manecillas del re¬ 
loj como se muestra, el resultado es 

E x — iR — Ei — ir 2 — ir x — 0 

o bien 



(a) 


(b) 


Fig. 3-14. Circuitos electricos. 
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Si suponemos que la direccion de la corriente i se invierte Fig. 3-14(b), entonces, 
siguiendo la malla en la direccion de las manecillas del reloj, obtenemos 

Ei -f- iR — E 2 -f- if 2 + if i =0 


obien 

• _ E 2 — E x 
1 r i + r 2 + R 


(3-2) 


Adviertase que, al resolver problemas de circuitos, si suponemos que la 
corriente fluye hacia la derecha y si el valor de i se calcula y resulta positivo, 
la corriente i realmente fluye hacia la derecha. Si se encuentra que el valor 
de i es negativo, la corriente i realmente fluye hacia la izquierda. En el cir- 
cuito mostrado en la Fig. 3-14, supongase que E x > E 2 . Entonces la Ec. (3-1) 
da / > 0, lo cual significa que la corriente i fluye en la direccion opuesta. La 
ecuacibn (3-2), sin embargo, da i < 0, lo cual significa que la corriente / flu¬ 
ye en sentido contrario a la direccibn supuesta. 

Debe notarse que la direccion utilizada para seguir la malla es arbitraria, 
asi como la direccion de la corriente puede ser supuesta arbitrariamente. Esto 
es, la direccion utilizada para recorrer la malla puede ser la de las manecillas 
del reloj o la contraria. El resultado final es el mismo en cualquier caso. 


Circuitos con dos o mis mallas. En circuitos con dos o mis mallas, se 
pueden aplicar tanto la ley de corrientes como la ley de voltajes de 
Kirchhoff. El primer paso al escribir las ecuaciones del circuito consiste en 
determinar las direcciones que seguiremos en cada malla. 

Considerese el circuito mostrado en la Fig. 3-15, el cual tiene dos 
mallas. Aqui podemos suponer las direcciones de las corrientes como se 
muestran en el diagrama. (Notese que las direcciones de las corrientes su- 
puestas son arbitrarias y pueden diferir de las que se muestran en el diagra¬ 
ma.) Supongase que recorremos las mallas en el sentido de las manecillas del 
reloj, como en la Fig. 3-15. (Otra vez, la direccion puede ser la de las mane¬ 
cillas del reloj o la contraria.) 

_ j\ A I? _ 


'3 



Q Fig. 3-15. Circuito eleetrico. 

Entonces obtenemos las ecuaciones 

Para el punto A: q + i 3 — i 2 = 0 

Para la malla de la izquierda: E x — E 2 + i 3 R 2 — i 1 R 1 = 0 
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Para la malla derecha: E 2 — hRz - *3*2 - 0 

Eliminando primero i 2 de las tres ecuaciones precedentes y resolviendo 
despues para q e r 3 , encontramos 


Por lo tanto, 




*3 


i 2 


_ *i(*2 4 ~ * 3 ) ~ *2*3 
*1*2 4 ~ *2*3 + *3*1 

_ * 2 (*i + R-j ) E\R 2 

R1R2 *2*3 + *3*1 

_ . | _ e x r 2 ~\~ e 2 r x 

~‘ l + h ~ R,R 2 + R 2 R, + R a R, 


Formulation de ecuaciones de malla utilizando corrientes ciclicas. Con 

este enfoque suponemos que existe una corriente dclica en cada malla. Por 
ejemplo, en la Fig. 3-16 suponemos que las corrientes ciclicas en el sentido 


*3 

Fig. 3-16. Circuito electrico. 

de las manecillas del reloj existen en las mallas izquierda y derecha, del cir¬ 
cuito, respectivamente. 

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito, resultan las ecua¬ 
ciones 

Para la malla izquierda: E t — E 2 — * 2 (q — i 2 ) — /fyi = 0 

Para la malla derecha: E 2 — * 3 / 2 — R 2 (i 2 — q) = 0 

Notese que la corriente neta a traves de la resistencia R 2 es la diferencia 
entre q e i 2 . Resolviendo para q e i 2 da 

. __ E X (R 2 -f~ R 3 ) E 2 R 3 

1 * 1*2 4- * 2*3 4~ * 3*1 

; __ * 1*2 4 - * 2*1 _ 

2 R\R 2 + *2*3 + * 3*1 

(Mediante la comparacidn de los circuitos mostrados en las Figs. 3-15 y 
3-16, se verifica que / 3 en la Fig. 3-15 es igual a i 2 — q en la Fig. 3-16.) 



3-3 ELABORAClON DE MODELOS MATEMATICOS 
(MODELADO) Y ANALISIS DE CIRCUITOS 

El primer paso en los problemas de an&lisis de circuitos consiste en ob- 
tener modelos matem&ticos de los circuitos. (Aunque los terminos circuitos 
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y red algunas veces se usan de modo intercambiable, red implica una inter- 
conexion m&s complicada que circuito.) Un modelo matem&tico puede 
constar de ecuaciones algebraicas, ecuaciones diferenciales, ecuaciones in- 
tegrodiferenciales y otras semejantes. Tal modelo puede obtenerse aplican- 
do una o ambas leyes de Kirchhoff a un circuito dado. Las variables de inte¬ 
rns en el an&lisis de circuitos son los voltajes y las corrientes en diferentes 
puntos a lo largo del circuito. 

En esta seccion exponemos tecnicas de modelado matem&tico e ilustra- 
mos soluciones de problemas de circuitos simples. Aunque muchos proble- 
mas importantes pueden resolverse utilizando los metodos dados, se entiende 
que las explicaciones son introductorias e ilustrativas mas que profundas. 

Metodo de nodos para la obtencion de modelos matem&ticos. En el 

mfctodo de nodos formulamos ecuaciones por la aplicacion de la ley de 
corrientes de Kirchhoff (ley de nodos) a cada nodo del circuito. 


Ejemplo 3-1. En el circuito mostrado en la Fig. 3-17, supongase que en / = 0 se 
cierra el interruptor 5, de modo que e = 12 volts actue como entrada al circuito. En- 
cuentrense los voltajes e A (t) y e B (t), donde e A y e B son voltajes en los puntos Ay B, res- 
pectivamente. Supongase que el condensador no esta cargado inicialmente. 


* i 

j-wyw 


E = I2 V —L 



AAAAAr 




Fig. 3-17. Circuito electrico. 


D 


En este problema escogemos al nodo D como referencia ( e D = 0) y medimos el 
voltaje de cada nodo con respecto a ese. (En la practica, muchos elementos est£n co- 
nectados a una base de metal que a su vez esta conectada a tierra. Tal conexion a 
tierra, representada a menudo como un conductor comun en la base del diagrama del 
circuito, puede servir como una referencia conveniente.) 

En el nodo A 


donde 


Entonces 


*2 — h — 0 , 


_ E ~ 

R ’ 


.• __ e A — e D _ e A 


t _ e A e B 

h ~~RT 


E - e A __ ej_ _ e A — e B _ 

Ri Ri R 3 


(3-3) 
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En el punto B , / 3 es tambien igual a C d(e B — e D )//dt = C de B /dt. Por lo tanto, 

= (3-4) 

A 3 at 

Los voltajes e A (t) y e B (t ) pueden obtenerse de las Ecs. (3-3) y (3-4) corao funciones 
del tiempo. 

Resolvamos las Ecs. (3-3) y (3-4) para e A (t) y e B (t ) en un caso especial donde 
2R j = /?2 = R 3 , R$C — 1 


Entonces, a partir de la Ec. (3-3) obtenemos 


De la Ec. (3-4) 


le A — %e B = E = 12 
e B + = e A 


(3-5) 

(3-6) 


Eliminando e A de las Ecs. (3-5) y (3-6), tenemos 


+ 1 e B — 6 


Para resolver esta ultima ecuacion, hagamos 

\s B 6 = 

o bien 


x = e B — 8 

Por tanto, la Ec. (3-7) puede escribirse 


(3-7) 


La solucidn de esta ultima ecuacidn puede encontrarse escribiendo x = Ke xi y susti- 
tuyendo x y x en la ecuacion o 


KXe « + = 0 

de la cual 

X = = -0.75 

Se sigue que la solucidn de la Ec. (3-7) puede escribirse 

e B {t) = x(t) -r 8 - Ke~°-' 75t + 8 


donde K ser£ determinada por la condition inicial. Puesto que el condensador no esti 
cargado inicialmente, e fl ( 0 ) = 0 , o sea 

<? B (0) - K + 8 - 0 

Este resultado nos da K - — 8 , y e B (t ) se obtiene como 

e B {t) = 8(1 -e -°”0 


Entonces de la Ec. (3-6) 


eA) = e B (t) + e B {t) = 8-2<r°-”' 

Adviertase que e 4 = 0.0183 y e " 6 = 0.00248. En consecuencia, para t > 8 , tenemos 

C 75 ' < 0.00248 y aproximadamente e A (() = e B (t) = 8 volts. Para t > 8 , por lo tanto, 
R 3 no disipa potencia alguna. Sin embargo, la potencia se disipa continuamente en 
las resistencias R x y R 2 . 
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M6todo de mallas para la obtencion de modelos matem&ticos. A1 usar 
este metodo, primero identificamos las corrientes incognitas y suponemos 
arbitrariamente las direcciones de las corrientes alrededo'r de las mallas; 
luego escribimos las ecuaciones aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff 
(ley de mallas). 


Ejemplo 3-2. Supongase que el interruptor S est& abierto en t < 0 y se cierra en t = 
0 en el circuito de la Fig. 3-18. Solamente estci involucrada una malla aqui. Escogien- 



do arbitrariamente la direction de la corriente como se muestra en la figura, obtene- 
mos la ecuacion 

E-L^-Ri^O 

o bien 

L^ + Ri = E (3-8) 

Este es un modelo matemdtico del circuito dado. Notese que en el instante en que se 
cierra el interruptor S la corriente /(0) es cero porque la corriente en el inductor no 
puede cambiar de cero a un valor finito instant&neamente. Asi pues, /(0) = 0. 
Resolvamos la Ec. (3-8) para la corriente /(/). Notese que por definicion 

. E 
x = l ~R 

La Ec. (3-8) puede simplificarse a 

dx 

L == + Rx = 0 

» at 

AdemAs, suponiendo una solucion exponencial, como en el ejemplo 3-1, obtenemos 

x == Ke~ (R!L)t 

’ o bien 

i(t) - x(t) + ^ = + § 

donde K se determina a partir de la condicion inicial. Observando que /'(0) = 0, te- 
nemos 


m = K + £ = 0 
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o bien 



Por lo tanto, la corriente i{t) puede encontrarse como 

Ht) = ^[1 - e-<«">‘] 

Una gr&fica tipica de /(/) contra t aparece en la Fig. 3-19. 
i(t) k 


Fig. 3-19. Gr&fica de /(/) contra t 
del circuito mostrado en la Fig. 
} 3-18 cuando el interruptor S esti 
cerrado. 

Ejemplo 3-3. Utilizando otra vez el circuito mostrado en la Fig. 3-18, supongase que el 
interruptor S est& abierto en t < 0. Se cierra en t = 0 y se vuelve a abrir en t = t, > 0. 
Encuentrese la corriente /'(/) para t > 0. 

La ecuacidn del circuito para t x > t > 0 es 

L ^j- + Ri = E, i(0) = 0 

En relacion con el ejemplo 3-2, la solucion de esta ecuacion es 

i{t) = -|[1 - e~w»‘] (r, > t ^ 0) (3-9) 

En t = ti el interruptor se abre. La ecuacion del circuito para t > t t es 

L ^ + Ri = 0 (3-10) 

donde la condicion inicial en t = t x est& dada por 

/'(G) = -f [1 - e" aWJ '‘] (3-11) 

(Notese que el valor instant&neo de la corriente en el instante de operacidn del in¬ 
terruptor t = t x sirve como condicion inicial de la respuesta transitoria para t > t x .) 
La solucion de la Ec. (3-10) puede escribirse 

i(f) = Re- 1 *™ (3-12) 

donde la constante K se determina como sigue. Sustituyendo / = /, en la Ec. (3-12) e 
igualando el resultado con la Ec. (3-11) da 

i(/i) = Ke~ {R/L)t> = ^[1 - e~ WLU '] 
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de la cual 

K = ~[l - e ( W‘ (3-13) 

Usando luego las Ecs. (3-12) y (3-13), tenemos 

/(/) - ^[1 - e~ lR/L)(l -**> (t > /,) (3-14) 

Por lo tanto, en relacion con las Ecs. (3-9) y (3-14), la corriente i(t) para t > 0 puede 
escribirse asi: 


i(t) - -f [1 - (/, > t>0) 

= ~[\ - (/ > / ) 

K 

Una gr&fica tlpica de i(t) contra t para este caso se da en la Fig. 3-20. 



Fig. 3-20. Grafica de i(t) contra t del circuito mostrado en la Fig. 
3-18 cuando el interruptor 5 esta cerrado y se abre en t = t v 


Ejemplo 3-4. La figura 3-21 muestra un circuito que consta de un capacitor, un re¬ 
sistor y una bateria. El capacitor est& cargado a un voltaje de 12 volts y en t = 0 el in¬ 
terruptor lo conecta al resistor. Asi pues, e c (0) = 12 volts. Obtengase la corriente /'(/) 
en funcidn del tiempo. 



Fig, 3-21. Circuito electrico. 


B 
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Para t > 0, hay una malla en el circuito. Suponiendo arbitrariamente la direc¬ 
tion de la corriente como se muestra en la figura, encontramos 


C I* 


dt 4* Ri — 0 


o bien 


f idt + ± g(0) + Ri = 0 
Jo 

Advi6rtase que q(0)/C = e A (0 ) - e B (0) = e c (0). Por lo tanto, se sigue que 


*£■ 


dt + Ri = —e c (0) 


(3-15) 


Diferenciando ambos miembros de la Ec. (3-15) con respecto al tiempo resulta en 

*§ + ?'-» 


La solucion de esta ultima ecuacion puede escribirse como 

i(t) = Ke~ l/RC 


(3-16) 


donde K es una constante que se determina a partir de la condicion inicial, e c (0) = 12 
volts. Sustituyendo t - 0+ en la Ec. (3-15) da 


Puesto que 


obtenemos 



i dt -|- R i (0 -f-) 


~e c (0) 


C 



i dt = 0 


i(0+) - 


ed 0 ) 

R 


De la Ec. (3-16) tenemos 
Por lo tanto, 


i(0+) = K 

e c (0) __ 12 

R R 


La corriente i(t), por lo tanto, se obtiene como 

i(l) = - ^e-'« 

Puesto que la corriente i(t) resulto negativa, la corriente fluye realmente en sentido 
contrario a la direccion supuesta. 


Puente de Wheatstone. El puente de Wheatstone mostrado en la Fig. 
3-22 consta de cuatro resistores, una bateria (o fuente de bajo voltaje de 
corriente directa), y un galvandmetro. La resistencia R x es una resistencia 
desconocida. Las resistencias R t y R z son las ramas de relacion y pueden ha- 
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C 



cerse iguales. Las posiciones de la bateria y el galvanometro pueden inter- 
cambiarse. Mediante el uso de un puente como este, se pueden medir con 
precision resistores desde una fraccion de ohm hasta de 100 000 ohms o 
m&s. Se usan numerosas modificaciones del puente para medir resistencias 
muy bajas y voltajes de ca. 

En el diagrama el puente de Wheatstone tiene tres mallas. Identifi- 
quemoslas como malla 1, malla 2 y malla 3 e identifiquemos a las corrientes 
ciclicas de cada malla como i v i 2 e / 3 . La condicion de equilibrio en un puen¬ 
te de Wheatstone es que la corriente a traves del galvanometro sea cero, o 
i 2 - /| = 0. Esta condicion es equivalente a la condicion de e c = e D . De modo 
que si el puente estci balanceado, tenemos 

R\h = Rzih h) 

R x h ~ Rjiji h) 

h = h 


de las cuales 


= ~ Si el puente est& balanceado 
k 2 a 3 

Si el puente no est& balanceado, a traves del galvanometro fluye una 
corriente. Las ecuaciohes del puente son como sigue 

Para la malla 1: E — R 2 {h — h) ~ Rz (h ~ h) - 0 

Para la malla 2: R x i 2 + R G (i 2 — / 3 ) -f R 2 (i 2 — i\) = 0 

Para la malla 3: R x i z + /? 3 (/ 3 — i t ) + R c (/ 3 — i 2 ) = 0 

donde R c es la resistencia del galvanbmetro. Reescribiendo, obtenemos 
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(R 2 + R 3 )i l — R 2 i 2 — R 3 i 3 = E 
— i?2 Z l + C^l + Ro + R2V2 — RGh ~ 0 
~~ ^3*'i “ RGh + ( R x + R 3 + 7 ? G )/3 — 0 

Consideremos un caso especial donde R x = R 2 = 20 Q, R 3 = 1012, R x = 
5 12 y R c = 50 12 y encontremos la corriente que fluye a traves del galvano- 
metro. Puesto que R x /R 2 =£ R x /R^, el puente no est& balanceado. Sustitu- 
yendo estos valores numericos en las tres ultimas ecuaciones da 

30/, - 20 i 2 - IO /3 = E 
-20/, + 90/ 2 - 5 O /3 = 0 
— 10/, — 50/ 2 + 65/ 3 = 0 

Y resolviendo para i 2 , tenemos 

30 E -10 
-20 0 -50 

-10 0 65 

30 -20 -10 
-20 90 -50 

-10 -50 65 

En forma semejante, resolviendo para 
30 -20 E 
-20 90 0 

-10 -50 0 

30 -20 -10 
-20 90 -50 

-10 -50 65 

Por lo tanto, la corriente que fluye por el galvanometro es 
i 2 - i 3 = 0.03956ZT - 0.04176F = -0.0022£ 

Puesto que i 2 — / 3 es negativa, la corriente 0.0022E' fluye en direccidn del 
punto D al punto C. 

Circuitos con inductancia mutua. Consideremos dos bobinas (inducto- 
res) que est&n mutuamente acoplados (Fig. 3-23). El voltaje inducido en la 
bobina 1 debido al cambio de corriente en la bobina 2 puede ser sumado 0 
restado del voltaje autoinducido en la bobina 1. Que el voltaje inducido de¬ 
bido a la inductancia mutua M se sume al voltaje autoinducido depende de 
la direccidn de las corrientes i x e i 2 y a la orientacidn de las bobinas. La di- 
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Fig. 3-23. Bobinas mutuamente aco 
pladas. 

recci6n de las corrientes puede escogerse arbitrariamente. La orientacidn de 
las bobinas generalmente estd fija, sin embargo, se acostumbra especificar 
esta orientacidn (basada en pruebas experimentales o en arreglos fisicos) en 
el diagrama del circuito colocando un punto en un extremo de cada bobina 
de un par mutuo como se muestra en la Fig. 3-24(a) y (b). 


Fig. 3-24. Diagramas que mues- 
tran la orientacidn de bobinas 
mutuamente acopladas. (a) (b) 

Definiremos L x y L 2 como las autoinductancias de las bobinas 1 y 2, 
respectivamente, y Mcomo la inductancia mutua. Si ambas corrientes i x e i 2 
entran (o salen) a traves de un punto, entonces la caida de voltaje debida 
a la inductancia mutua tendr& el mismo signo que la caida de voltaje debida a 
la autoinductancia. Por ejemplo, en el circuito mostrado en la Fig. 3-25(a), 





Bobina 1 Bobina 2 


(a) 


(b) 


Fig. 3-25. Bobinas mutuamente acopladas. 
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Si una corriente entra por un punto y la otra corriente sale por otro, la cai- 
da de voltaje debida a la inductancia mutua tendra el signo opuesto a la caida 
de voltaje debida a la autoinductancia. Para ilustrar lo anterior, en el siste- 
ma de la Fig. 3-25(b), /, entra por un punto e i 2 sale por otro. De modo que 
para este caso 


_ t di . 

1 dt 


M< ^r 

dt 


= 


L 2 


di 2 _ \a di\ 
dt dt 


Ejemplo 3-5. El sistema de la Fig. 3-26 es una red de dos circuitos acoplados por la 
inductancia mutua de un par de bobinas con un campo magnetico comun. Suponien- 
do que el interruptor S se cierra en t = 0 y que no hay carga inicial en el capacitor, 
encuentrese un modelo matem^tico del sistema. 




Fig. 3-26. Circuito mutuamente aco- 
plado. 


Definamos las corrientes ciclicas i x e i 2 como en el diagrama. Entonces para el 
circuito 1 (malla izquierda), obtenemos 

Para el circuito 2 (malla derecha), tenemos 

Reescribiendo las dos ultimas ecuaciones y observando que ^(0) = 0 y que 

f iidt = f i\ dt 4" Q i(0) - f i, dt 
J J 0 •'O 

obtenemos 

L\ + -^r |* i\ dt — E 

Jo 

L 1 ^ + M^ + R 1 i 1 =0 

Estas dos ecuaciones constituyen un modelo matem&tico del sistema. 

Si un modelo matem&tico involucra a una ecuacion integrodiferencial, como en 
este caso, 6sta se puede diferenciar para obtener una ecuacion diferencial. La solu- 
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cion de un conjunto de ecuaciones diferenciaies puede expresarse en terminos de fun- 
ciones exponenciales con constantes no determinadas. Estas constantes pueden, a su 
vez, evaluarse a partir de las condiciones iniciales. 


3-4 POTENCIA Y ENERGlA 


En la Sec. 2-5 expresamos trabajo, energla y potencia en relacion con 
los sistemas mec&nicos. Aqui trataremos de la energia y la potencia electri- 
cas. Como se establecio anteriormente en la section 2-5, 

Energia = capacidad de hacer trabajo 
Potencia = energia por unidad de tiempo 

Las unidades del SI de energia y potencia son el joule y el watt, respectiva- 
mente. 

joule , volt-coulomb newton-metro 

-— = watt = volt-ampere = --—- = --- - —- 

segundo segundo segundo 


Potencia y energia. Considerese un elemento de dos terminales como 
se muestra en la Fig. 3-27. La potencia de entrada, es decir, la razon a la 
cual est& fluyendo energia a este elemento, es 


P = 


dW 

dt 


donde 

P = potencia, W 

dW = energia que entra al elemento en dt segundos, J 


1 


Fig. 3-27. Elemento de dos terminales Elemento de dos 

en un circuito. terminales 

Puesto que el voltaje es la energia por unidad de carga (o e = dW/dq) y la 
corriente es la razon de cambio del flujo de carga (o / = dq/dt), obtenemos 



P 


d Wdq = 
dq dt 


(3-17) 
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Asi pues el elemento resistivo R en la Fig. 3-27 consume una potencia de ei 
watts. 

Adem&s, adviertase que la Ec. (3-17) es an&loga a la ecuacion de poten¬ 
cia de un sistema meccinico, reescrita entonces 

P = Fx 

donde F es la fuerza y x es la velocidad. En el sistema SI de unidades, la po¬ 
tencia P se mide en watts, la fuerza F en newtons y la velocidad x en metros 
por segundo. Por tanto, 


^ newton-metro 

Watt = --- 

segundo 

En el sistema electrico, si e y/o i son variantes en el tiempo, entonces la 
potencia P se hace una funcion del tiempo y se llama potencia instantanea. 
La cantidad total de energia que ha entrado al elemento durante un interva- 
lo de tiempo t Q < t < t f e s 

r'r C tr 

W = Pdt = eidt 

Jt a df 0 

Energia disipada por resistores. La energia disipada o consumida por 
un resistor por unidad de tiempo (segundo), es 



Esta energia disipada se transforma en calor. Si se evita el flujo de calor ha- 
cia los alrededores, la temperatura del resistor se elevar& siempre que a tra- 
ves de esta fluya corriente, hasta que se queme o se funda. La resistencia es 
una medida de la capacidad de un dispositivo para disipar potencia de modo 
irreversible. 


Ejemplo 3-6. En el circuito mostrado en la Fig. 3-28, dos baterias alimentan una car- 
ga de 2 0. Supongase que la bateria A tiene un voltaje de circuito abierto de 12 V y 
una resistencia interna de 3 Q y que la bateria B tiene un voltaje de circuito abierto de 


Bateria A, 12 V 



Bateria B, 6 V 


0 

Fig. 3-28. Circuito electrico. 
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6 V y una resistencia interna de 2 fi. Determinese la potencia disipada por la resisten- 
cia interna de 2 Q de la bateria B. 

La ecuacion del nodo P es i A + i B — i = 0, donde i A = (12 — e p )/3. 


i B = (6 - e p )/2, e i = ( e p - e Q )/2 = e p /2. (Suponemos e Q = 0.) Por lo tanto, 


Resolviendo para e P da 


12 — €p . 6 Cp €p __ ^ 

2 t 2 y u 


21 

ep = T 


Entonces, la corriente i B est£ dada por 

6 — 3 




2 8 A 


Por lo tanto, la potencia disipada en la resistencia interna de 2 Q de la bateria B es 


Energia almacenada en capacitores. Puesto que existe un campo 
electrost&tico entre las placas de un capacitor, en el se almacena energia 
cuando se aplica un voltaje entre las placas. 

El trabajo realizado para transferir una carga dq a traves de una di~ 
ferencia de potencial (voltaje) e es e dq. La cantidad de energia almacenada 
en un capacitor durante un intervalo de tiempo t 0 < t < t f es 

eC^dt — £ Ce de 

= -f Ce f - -J Ce o 

La capacitancia es una medida de la capacidad de un elemento para almace- 
nar energia en forma de carga separada o en forma de un campo electrico. 

La energia suministrada al capacitor durante el proceso de carga se al¬ 
macena en el capacitor y puede recuperarse conectando el capacitor cargado 
a algun dispositivo usuario de energia y dejando que el capacitor se des- 
cargue en el. A causa de perdidas diferentes, no toda la energia suministrada 
a los capacitores reales puede liberarse. (La energia consumida se trans¬ 
forma en calor.) En el proceso de descarga, la polaridad del voltaje perma- 
neceigual que durante la carga, pero la corriente se invierte. Asi pues, la po¬ 
tencia alimentada al capacitor se hace negativa, lo cual significa que se esta 
extrayendo potencia del capacitor. 

Energia almacenada en inductores. Un inductor almacena energia 
electrica como resultado del campo magnetico que se produce cuando la 


Energia almacenada 
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corriente fluye por el. La cantidad de potencia P almacenada en el inductor 
durante un intervalo de tiempo t Q < t < t f e s 


Energia almacenada 




di 



La inductancia es una medida de la capacidad de un elemento para almace- 
nar energia en forma de carga de movimiento o en forma de un campo mag- 
netico. 


Potencia generada y potencia consumida. Una carga de un coulomb 
recibe o entrega una energia de un joule al moverse a traves de un voltaje de 
un volt. Por lo tanto, una corriente de un ampere genera una potencia de un 
watt (joule por segundo) al moverse a traves de un voltaje de un volt. 

Considerese otra vez el circuito de la Fig. 3-27. Si despreciamos la resis- 
tencia de la bateria, entonces la potencia generada por la bateria es P x = Ei 
watts. La potencia consumida por el resistor es P 2 = ei watts. Puesto que 
P x = P 2 en este sistema, tenemos que E = e. (Notese que despreciamos la 
resistencia interna de la bateria en esta exposition.) * 

Debe notarse que la potencia P x difiere de la potencia P 2 en que, para la 
primera, la corriente i fluye de un punto de bajo voltaje a un punto de alto 
voltaje a traves de la bateria (la direecibn de la elevacibn del voltaje y la di¬ 
rection del flujo de corriente son las mismas, lo cual significa que se est& ge- 
nerando potencia electrica), mientras que en el caso de la potencia P 2 , la 
corriente /' fluye de un punto de alto voltaje a un punto de bajo voltaje a tra¬ 
ves del resistor (la direccion de la elevation de voltaje y la direccion del flujo 
de corriente son opuestas, lo cual significa que se est& consumiendo poten- 
cia electrica). 


Ejemplo 3-7. En la figura 3-29 la bateria tiene un voltaje de circuito abierto de E 
volts y una resistencia interna de r ohms. Encu6ntrese la potencia disipada por la re¬ 
sistencia de carga R. Si la resistencia R es variable, <,a que valor de R la potencia disi¬ 
pada por R se hace maxima? 



Fig. 3-29. Circuito electrico. 
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La corriente es 


E 

R + r 


La potencia disipada por la resistencia R es 



Para encontrar el valor de R en el cual la potencia P se hace maxima, escribamos la 
expresidn de la potencia como sigue 


f -Grr7 )'*- tsr + tosvr (3 ' 18) 

El valor de P se hace m£ximo cuando el denominador del segundo miembro de la Ec. 
(3-18) se hace minimo. 

Obs6rvese que para dos numeros positivos a y b, si ab = constante, entonces la 
suma a + b se hace minima cuando a = b, puesto que 

(a + b) = +/(a — b) 2 + 4 ab 


De la Ec. (3-18) n6tese que 

_ f 

J R • - 7 = = r = constante 

V R 

Por lo tanto, el denominador del lado derecho de la Ec. (3-18) se hace minimo cuando 


0 bien 



En consecuencia, cuando la carga R es igual a la resistencia interna r de la bateria, la 
pbtencia disipada por R se hace maxima. La potencia maxima disipada es 

_ (E\ 2 = & 

"m4x \2r) r 4 r 


Conversidn entre unidades de energla el6ctrica y energia t^rmica. La 
energia el6ctrica se mide en J (joule), W-s (watt-segundo), kWh (kilowatt 
hora), etcetera. La energia tfcrmica se mide en J, kcal, Btu y unidades seme- 
jantes. Estas unidades est&n relacionadas entre si como sigue: 


1 J = 0.2389 cal = 9.480 x 10" 4 Btu 
1 kcal = 4186 J = 3.968 Btu 


1 W-s = 1 J 

1 kWh = 1000 Wh = 1000 X 3600 W-s = 1000 x 3600 J = 860 kcal 
1 kcal =1.163 Wh 


3-5 SISTEMAS ANALOGOS 


Los sistemas que pueden representarse mediante el mismo modelo ma- 
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temdtico pero que son diferentes fisicamente se llaman sistemas andlogos. 
Asi pues, los sistemas andlogos se describen mediante las mismas ecuaciones 
diferenciales o integrodiferenciales o conjuntos de ecuaciones. 

El concepto de sistema andlogo es muy util en la prdctica por las si- 
guientes razones. 

1. La solucidn de la ecuaCidn que describe un sistema fisico puede apli- 
carse directamente al sistema andlogo en otro campo. 

2. Puesto que un tipo de sistema puede ser mds fdcil de manejar experi- 
mentalmente que otro, en lugar de construir y estudiar un sistema 
mecdnico (o sistema hidrdulico, sistema neumdtico, etc.), podemos 
construir y estudiar su analog© electrico, porque los sistemas electri- 
cos o electrdnieos son ert general, mucho mds fdciles de tratar expe- 
rimentalmente. (En particular, las computadoras analdgicas electrd- 
nicas son bastante utiles para simular sistemas mecdnicos tanto como 
otros sistemas fisicos. Para la simulacidn por computadora analdgi- 
ca electrdnica, vease la Sec. 7-7.) 

Esta seccidn expone analogias entre sistemas mecdnicos y eldctricos, sin 
embargo, es aplicable a cualquier otro sistema^ y las analogias entre siste¬ 
mas mecdnicos, eldctricos, hidrdulicos, neumdticos y termicos se exponen 
en los capitulos 4, 5 y 7. V ! 

Analogias mecdnico-eldctricas. Los sistemas mecdnicos pueden estu- 
diarse mediante* el uso de sus andlogos eldctricos, los cuales pueden cons- 
truirse mds fdcilmente que los modelos del sistema mecdnico correspondien- 
te. Hay dos analogias eldctricas para los sistemas mecdnicos: la analogia 
fuerza-voltaje y la analogia fuefza-corriente. 



Fig. 3-30. Sistemas mecdnico y electrico an&logos. 
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Analogia fuerza-voltaje. Considerese el sistema mecanico de la Fig. 
3-30(a) y el sistema electrico de la Fig. 3-30(b). La ecuacidn del sistema para 
el primero es 

m 7F + b W + kx=p (3 ' 19) 

en tanto que la ecuacidn del sistema para el sistema electrico es 

iJj' + m- {.ju, e 

En terminos de la carga electrica q la ultima ecuacidn se hace 

L ^ + R % + h = e (3 - 20) 

Comparando las Ecs. (3-19) y (3-20), vemos que las ecuaciones diferenciales de 
los dos sistemas son ideriticas. Asi pues, estos dos sistemas son sistemas analo- 
gos. Los t6rminos que ocupan las posiciones correspondientes en.las ecuaciones 
diferenciales se llaman cantidades analogas, uha lista de ellas aparece en la 
tajbla 3-1. Aqui la analogia se llama analogia fuerza-voltaje (o analogia masa- 
inductancia). 


T«bla,3-1. AnalogIa fuerza-voltaje 


Sistemas njiec^nicos 

Sistemas electricos 

Fuerza p (par 7) 

Masa m (moment© de inercia J) 

Coeficiente de friccion viscosa b 

Constante de resorte k 

Desplazamiento x (desplazamiento 
angular 0) 

Velocidad x (velocidad angular 6) 

Voltaje e ■ 

Inductancia L 

Resistencia R 

Reciproco de la capacitancia, 1/C ‘ 
Carga q . 

Corriente i 


Analogia fuerza-corriente. Otra analogia entre los sistemas electricos y 
dlec&nicosse basa en la analogia fuerza-corneiite, Considerese el sistema 
me&nico mostrado en la Fig. 3 T 31(a). La ecuacidn del sistema puede obte- 
nerse como 

+ + kx = p ( 3 ' 21 > 


; ■ - \ ■ ' " 

Considerese a continuacidn el sistema electrico mostrado en la Fig. 3-31(b).j 

La aplicacidn de la ley de corrientes de Kirchhoff da 




h + Ik + h — h 

(3-22) 

donde 

- ; r ■ 

; . v • . ■, 

• - ; . 

; 

II 

j. ' • e • f \ de 

e dt, i R — .i ic : — C 
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Fig. 3-31. Sistemas mecanico y electrico an&logos. 

La ecuaci6n (3-22) puede escribirse 

rH + * + c *-'- ( 3 - 23 ' 

Puesto que el enlace de flujo V est& relacionado con el voltaje e mediante la 
ecuacidn 


*H. = e 
dt 

en terminos de y, la Ec. (3-23) puede escribirse 


c d2 W 
dt 2 


, 1 dy . 1 
+ Rdf + L V = U 


(3-24) 


Comparando las Ecs. (3-21) y (3-24), encontramos que los dos sistemas son 
an&logos. Las cantidades an&logas est&n enlistadas en la tabla 3-2. Aqui la 
analogia se llama analogia fuerza-corriente (o analogia masa-capacitancia). 

Tabla 3-2. AnalogIa fuerza-corriente 


Sistemas mec4nicos 

Sistemas electricos 

Fuerza p (par 7) 

Masa m (momento de inercia J) 

Coeficiente de friccidn viscosa b 

Constante de resorte k 

Desplazamiento x (desplazamiento 
angular 6) 

Velocidad x (velocidad angular 0) 

Corriente / 

Capacitancia C 

Reciproco de la resistencia, l/R 
Reciproco de la inductancia, \/L 
Acoplamiento por flujo 
magnttico ^ 

Voltaje e 
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Comentarios. Debe advertirse que las analogias entre dos sistemas se 
desvirtuan si las regiones de operacion se extienden demasiado. En otras pa- 
labras, puesto que los modelos matem&ticos (por ejemplo, las ecuaciones di- 
ferenciales) sobre los cuales se basan las analogias son solamente aproxima- 
ciones a las caracteristicas din£micas de los sistemas fisicos, la analogia 
puede desvirtuarse si la region de operacion de un sistema es muy amplia. No 
obstante, si la region de operacion de un sistema mecanico es amplia, puede 
dividirse en dos o m&s subregiones y pueden construirse sistemas electricos 
an&logos para cada subregion. 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 


Pro^lema A-3-1. El circuito mostrado en la Fig. 3-32 consta de una bateria con una 
femE, un resistor R y un interruptor S. La resistencia interna de la bateria se indica 
como resistencia r. Encu6ntrese el voltaje e que aparecerd entre las terminales del re¬ 
sistor cuando se cierre el interruptor S. 


Fig. 3-32. Circuito electrico. 



Soiucitm. Puesto que la resistencia combinada del circuito es R + r, la corriente / 
cuando el interruptor S se cierra es 


Por lo tanto, 


E 

R + r 


R 

R + r 


E 


e = Ri = 
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Problema A-3-2. Obtengase la resistencia entre los puntos /4 y B del circuito dado 
en la Fig. 3-33. 



R y = ff 4 = 10 R 2 = = 20 ft 

Fig. 3-33. Circuito electrico. ^5 = 100 ft. 

Solution. Este circuito es equivalente al mostrado en la Fig. 3-34(a). Puesto que Ry = 
R 4 = 10 fi y R 2 = /? 3 = 20 0, los voltajes en los puntos CyD son iguales y por lo tan- 
to, no fluye corriente a traves de R 5 . Puesto que la resistencia R$ no afecta el valor de la 



Fig. 3-34. Circuitos equivalentes del que se muestra en la Fig. 3-33. 

resistencia total entre los puntos A y B, puede removerse del circuito como se 
muestra en la Fig. 3-34(b). Entonces, R AB se obtiene de 

1 11 113 

Rab ~ R} + R* ' R 2 + Ri 20 + 40 40 

como 

40 

= 13.3Q 
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Pbqblema A-3-3. Dado el circuito de.la Fig. 3-35, calculense las corrientes 4, 4 e 4 . 



Fig. 3-35. Circuito electrico. 


Soluci6n. El circuito puede redibujarse como en la Fig. 3-36. La resistencia combi- 
nada de la trayectoria por donde fluye la corriente 4 es 


Fig. 3-36. Circuito equivalente al que 
semuestra en la Fig. 3-35. 



R = 100 


J_ + ± 

10 ^ 40 


+ 50 - 158 Cl 


La resistencia combinada Rq vista desde la bateria es 


obien 

En consecuencia, 


*1 + *2 


± = A + -L 

R 0 40 ^ 158 
R 0 = 31.92 Q 

12 12 


0.376 A 


R 0 31.92 
Observando que 404 = 1584, obtenemos 

/, - 0.300 A, i 2 = 0.076 A 
Para determinar 4 , notese que 

40/3 — 10(/2 .'3) 


Entonces, 


13 = ^12 = 0.0152 A 
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Problema A-3-4. Obtengase la resistencia combinada entre los puntos A y B del cir- 
cuito mostrado en la Fig. 3-37, el cual consta de un numero infinito de resistores co- 
nectados en forma de escalera. 


R R R R 



Fig. 3-37. Circuito electrico que consta de un numero infinito de resis¬ 
tores conectados en forma de escalera. 


Solution. Definase la resistencia combinada entre los puntos Ay B como R 0 . Sepa- 
remos los tres primeros resistores del resto [vease la Fig. 3-38(a)]. Puesto que el cir¬ 
cuito est& formado por un numero infinito de resistores, la remocion de los tres pri¬ 
meros resistores no afecta el valor de la resistencia combinada. Por lo tanto, la resis- 


R R R 



Fig. 3-38. Circuitos equivalentes al que se muestra en la Fig. 3-37. 


tencia combinada entre los puntos C y D es la misma, R 0 . Por eso, el circuito mostra¬ 
do en la Fig. 3-37 puede redibujarse como en la Fig. 3-38(b) y R 0 , la resistencia entre 
los puntos A y B, puede obtenerse como 

R ° = 2R + TTT = 2R + *rh 

R + R 0 
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Reescribiendo, 

Rl - 2RR 0 - 2R 2 - 0 
Resolviendo para Rq , encontramos 

J?o = R ± «/T R 

Finalmente, al despreciar el valor negativo de la resistencia, obtenemos 
R 0 = R + ^/T R = 2.732 R 


Problema A-3-5. Encu6ntrense las corrientes 4, 4 e 4 del circuito mostrado en la 
Fig. 3-39. 


10 a is a 

8 V 

Fig. 3-39. Circuito Electrico. 

Solucibn. Al aplicar la ley de voltajes y la ley de corrientes de Kirchhoff, tenemos 

12 - 10/1 - 5/ 3 = 0 
8 — 15/ 2 — 5/ 3 = 0 

/1 + / 2 — / 3 = 0 

Resolvi6ndolas par 4 > 4 e 4 dan 

• 8 a • _ 12 . . _ 52 . 

11 11 A> 12 55 A ’ h 55 A 

Puesto que todos los valores de /' resultaron positivos, las corrientes fluyen en las di- 
recciones mostradas en el diagrama. 

Problema A-3-6. Dado el circuito que se muestra en la Fig. 3-40, obt6ngase un mo- 
delo matem&tico. Aqui las corrientes 4^4 son corrientes ciclicas. 

Ry L 

E 

Fig. 3-40. Circuito electrico. 




Soluci6n. La aplicacidn de la ley de voltajes de Kirchhoff da 
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R\h + J Oi - h)dt = E 

E + R 2 iz ■■'+ -q J* 0*2 — ii) dt = 0 

Estas dos ecuaciones constiuyen un modelo matem&tico del circuito. 

Problema A-3-7. En el circuito de la Fig. 3-41, supdngase que en / < 0, el interrup¬ 
tor S est^L conectado hacia la fuente de voltaje E y la corriente en la bobina L se en* 
cuentra en estado estable. En / = 0 el interruptor S desconecta la fuente y simultcinea j 
mente pone a la bobina en corto circuito. iCual es la corriente /(/) en t > 0? 


Fig. 3-41. Circuito electrico. 



Solucidn. Para t > 0, la ecuacidn del circuito es 

r di 


dt 


Ri = 0, i{ 0) 


E_ 

R 


[Notese que hay una corriente inicial diferente de cero /'(0 —) = E/R. Puesto que la 
inductancia L almacena energia, la corriente en la bobina no puede ser cambiada ins- 
tantaneamente. Por lo tanto, ;'(0-f) = /(0—) = /(0) = E/R.] 

Suponiendo una solucidn exponencial 

i(t) = Ke Xt 

obtenemos la ecuacibn caracteristica 

LX 4- R = 0 

de la cual se determina A como 


X = 


Observando que i( 0) = E/R. 


Por lo tanto, 


/( 0 ) = K = 


R 


at) 


R 


Problema A-3-8. Considerese el circuito mostrado en la Fig. 3-42 y supongase que 
el capacitor estd inicialmente cargado con q Q . En t = 0 el interruptor S se desconecta 
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de la bateria y simult&neamente conecta al inductor L. La capacitancia tiene un valor 
de 50 fiF. 



Fig. 3-42. Circuito electrico. 


Calculese el valor de la inductancia L que hara ocurrir la oscilacion a la frecuencia de 
200 Hz. 


Soluci6n. La ecuaeidn del circuito para t > 0 es 


L i* + ± 

L dt V C 


j i dt — 0 


o sustituyendo q = di/dt en esta ultima ecuacidn 

t 1 1 A 

L d^ + c q==0 

donde ^(0) = q Q y <7(0) = 0. La frecuencia de oscilaciones es 

T 


c o n - 


LC 


Puesto que 


obtenemos 


200 Hz = 200 cps = 200 x 6.28 rad/s = 1256 rad/s 


Asi 


co n - 1256 


L - 




1 


1 


1256 2 x 50 x 10" 6 


L X 50 X 10" 6 


0.0127 H 


Problema A-3-9. En la Fig. 3-43(a) supdngase que el interruptor S estd abierto en 
t < 0 y que el sistema se encuentra en estado estable. El interruptor S se cierra en t - 0. 
Encu6ntrese la corriente i(t) para / > 0. 


SolucMm. Notese que, para / < 0, la resistencia del circuito es Ri + R 2 , y por lo tan- 
to, hay una corriente inicial /(0 —) diferente de cero, donde 


/( 0 -) 


E 

R\ R 2 


Para t > 0, la resistencia del circuito se hace R v Notese que a causa de la presencia 
de la inductancia L, cuando el interruptor S se cierra, no hay un cambio instantaneo 
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Fig. 3-43. (a) Circuito electrico: (b) 
gr&fica de i(t) contra t del circuito 
cuando el interrupter S se cierra en 
t = 0. 



en la corriente del circuito. Por eso, 

z(0+) = i(0-) = | ^ = i(0) 

Entonces la ecuacion del circuito para t > 0 es 

L § + *«»-* < 3 - 25) 

Definamos 



De alii que la Ec. (3-25) se hace 

L^ + R lX = 0 

donde 

x(0) - z(0) + Z R 2 )R i E (3 ' 26) 

Suponiendo una soluci6n exponencial 

x(t) = Ke x ‘ 

obtenemos la ecuacibn caracteristica como 

LX + Ri = 0 
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la cual da 


k = 


Ri 


Se infiere que 

x(t) = Ke~^ L)t 

donde K se determina mediante el uso de la Ec. (3-26) como sigue: 

R* 


Por lo tanto, 


x(0) = K = 

x(t) = - 


(Ri + R 2 )R i 
R 2 E 


i(t) = x(t) + 


(/?! + R 2 )Ri 
E 


e -au/L)t 




_ Jz_ |”l_ R% r -(R,/L)t\ 

~ Ri L 1 R t + R 2 J 

Una gr&fica tipica de i(t) contra t se muestra en la Fig. 3-43(b). 


Problema A-3-10. En el circuito de la Fig. 3-44(a), supdngase que el interruptor S 
estd cerrado en t < 0 y que el sistema se encuentra en estado permanente. El in¬ 
terruptor se abre en / = 0. Obtfengase la corriente i(t) para t > 0. 

Solucidn. La ecuacidn del circuito es 


1% + JU-E 


(3-27) 


donde L = L x para t < QyL = L x + L 2 para t > 0. Integrandoambosmiembrosde 
laEc. (3-27) entre / = 0- y t = 0 +, tenemos 


Observando que 



L §* + 




(E - Ri ) dl = 0 


obtenemos 


(L x + L 2 )i(0+)-L,/(0-)=0 


i(0+) - 


Ei 

L\ + L 2 


/(o-) 


Por lo tanto, 
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en t = 0. 


(b) 




.(3-28) 


(3-29) 


Vemos que la corriente en estado estable para t < 0 es i — E/R, de modo que, tene- 
mos /(0—) = E/R. Por lo tanto, 

w+J-rnhsI 

La ecuacion del circuito para t 2: 0+ puede escribirse ahora 
(L, +L 2 )| + 7!i = £, ,-(0 

Con el objeto de resolver la Ec. (3-28), definase una nueva variable x tal que 

E 

x 1 R 

En tfcrminos de la nueva variable x, la Ec. (3-28) se hace 

(L l+ L 2 )^ + Rx = o, 40 +) = -rr+r 2 x 

Suponiendo que la solucibn x{t) sea 

x(f) - Ke u 

la ecuacibn caracteristica estii dada por 

{L x + L 2 )X + R = 0 

o bien 

R 


X = - 


L\ -f- L 2 
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Problema A-3-11. Considdrese el diagrama esquem&tico del vdltmetro (voltlmetro) 
de cd de bobina m6vil de d’Arsonval que se muestra en la Fig. 3-45(a). Supbngase 
que cuando se aplica el voltaje Ep al medidor, dste presenta una deflexibn a escala 
completa con una corriente donde 



(a) (b). 

Fig. 3*45. (a) Diagrama esquemdtico de un vdltmetro (voltlmetro) de 
cd de bobina mdvil de d’Arsonval; (b) vdltmetro conectado en serie 
con el resistor. 

La escala de medicibn puede ampliarse si se conecta una resistencia R m en serie como 
en la Fig. 3-45(b). Determinese la resistencia R m de modo que el medidor pueda usar- 
se para medir voltajes hasta de E volts, donde E = mE 0 y m > 1. 

Soluddn. Nbtese que la corrietite maxima a travfes del voltmetro debe limitarse a / 0 . 
Por lo tanto, 

E __ mEp _ . E 0 

Rv + R m Rv + R m 0 R v 
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de la cual 


mR v = R v + R m 


o bien 


R m — (m — 1 )R V 


Problema A-3-12. La figura 3-46(a) muestra un diagrama esquem&tico de un am- 
pfermetro (amperimetro) de cd. Supdngase que la corriente / 0 es la corriente maxima 
que puede aplicarse a este amp6rmetro. Gran parte de la corriente / 0 se deriva a tra- 
ves de R s y solamente una pequefla parte de la corriente fluye a traves de la bobina 
m6vil. (Por ejemplo, para una deflexibn a escala completa con una corriente de me- 
didor de 3 A, la corriente en la R s de derivacibn puede ser de 2.999 A y la corriente a 





M Vo 


Fig. 3-46. (a) Diagrama esquemfetico 
de un ampfermetro (amperimetro); (b) 
ampfermetro conectado en paralelo 
con un resistor. 

travfes de la bobina mbvil puede ser de 1 mA.) Definase la corriente disponible maxi¬ 
ma a travfes de la bobina mbvil (la cual correspond? a la deflexibn de plena escala) co- 
mo / 0 . Asi que del diagrama 

, R > i 

0 r + R + R/° 


o---1-VWVW- 

l 

(b) 
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La escala de medicidn puede ampliarse si se conecta una resistencia R m en paralelo 
como se muestra en la Fig. 3-46(b). 

Determinese la resistencia R m de modo que el medidor pueda utilizarse para me- 
dir corrientes hasta de / ampere, donde / = ml 0 y m > 1 . 


Solucidn. Definamos la resistencia del ampermetro como R A . Entonces, 


1 


1 


obien 


r + R 1 R_ 

(r + R)R 


Ra 


Ra = 


A r + R + R s 

Lacorriente maxima hacia el ampermetro debe limitarse a 7 0 . Por lo tanto, 
I 0 R A = (J - I 0 )R m =(m- \)I 0 R m 


obien 


Rr 


1 


R A 


m- 1 

Si esta resistencia R m se conecta en paralelo con el ampermetro como en la Fig. 
346(b), el medidor puede usarse para medir hasta ml 0 amperes, donde m > 1. 


Problema A-3-13. Una corriente / fluye por un resistor cuya resistencia es R ohms 
(v 6 ase la Fig. 3-47). Con el objeto de medir la corriente / de cd, la caida de voltaje en 
la resistencia R se mide alternativamente por medio de dos vdltmetros de cd. La lec- 


Flg. 347. Circuito para la medicion 
de corriente. 


/ R I 



tura del voltaje es de 61 V cuando se mide con el vdltmetro A , cuya resistencia inter¬ 
na es de 15 000 fi. La lectura del voltaje es de 60 V cuando se mide con el vdltmetro 
B , cuya resistencia interna es de 10 000 0. Determinense la corriente /y la resistencia 
R. Supdngase que la corriente I no cambia cuando se conecta un vdltmetro. 


Soluci6n. Redibujemos el diagrama del sistema como en la Fig. 3-48(a) y (b). Defi¬ 
namos las corrientes a trav 6 s de la resistencia R y el vdltmetro A como e 4» respecti- 
vamente, como en la Fig. 3-48(a). De igual manera, definamos las corrientes a traves 
dc la resistencia R y el vdltmetro B como / 3 e / 4 , respectivamente, como en la Fig. 
348(b). Entonces, 


i\R — *2 Ra — 61, i\ + 1*2 — I 

ijR = i+Rg = 60, ij -F /4 — I 
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— 6 V 


Fig. 3-49. Circuito electrico. 
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Solution. Adviertase que este circuito es un puente de Wheatstone. El hecho de que 
la corriente i sea constante, independientemente de que el interruptor este abierto o 
cerrado, implica que el puente esta balanceado. Asi es que 

Ri _ 10 

R 2 _ 5 

o bien 


i?! — 2R 2 


La resistencia combinada R entre los puntos A y B es 6/0.5 = 12 ft. En terminos de 
las resistencias R t y R 2 la resistencia combinada R puede escribirse 


R 


1 


+ 


1 


JL , JL JL , _L 

10 ^ 5 Ri R 2 


50 i R 2 
15 ^ R { + R 2 



En consecuencia, 

de la cual 

Puesto que /?! = 7R 2 , tenemos 


10 2 

R = 12 = y + f R 2 

R 2 = 13 Q 

= 26 a 


Problema A-3-15. En la Fig. 3-50 dos baterias de 6 V identicas en paralelo estan co- 
nectadas a una resistencia de carga de 0.6 Q. La resistencia interna de cada bateria es 
de 0.3 Q. Suponiendo que las baterias suministran un voltaje aproximadamente cons¬ 
tante de 6 V durante un periodo de tiempo limitado, encuentrese la potencia consu- 
mida por la resistencia de carga durante este periodo. 


Fig. 3-50. Circuito electrico. 



0.6 £1 


Solution. La corriente / se obtiene como 

1 = 0.6 + (0.3/2) = 8 A 

Por lo tanto, la potencia consumida por la resistencia de carga es 
p = i*R = 8 2 x 0.6 = 38.4 W 

Problema A-3-16. La resistencia R x es variable en el circuito de la Fig. 3-5 1 . <,A que 
valor de R^ ser& maxima la potencia consumida por esta resistencia? 



Scanned and Edited By YORCH® 


152 Sistemas El£ctricos 


Cap. 3 


Fig. 3-51. Circuito electrico. 


, 1 +, 2 >2 



Solucidn. La corriente /, puede obtenerse como sigue. Primero observando que la 
resistencia equivalente R de las resistencias en paralelo R x y R 2 es 


R X R 
R r + R 


obtenemos 

E E 

h + ' 2 = ^T~R = r + [R x R 2 !(R x + R 2 )] 
Puesto que i l R l = 4 ^ 2 . tenemos 


• = ER 2 
1 (r -f- R 2 )R\ + rR 2 

La potencia consumida por la resistencia R x es 


P = if/?, 


ERi I 2 R 

_(r + R 2 )R x + rR 2 \ Kt 


_ JP-Rl __ 

[(r + R 2 WRx + (rRzlVRx)] 2 


La potencia P se hace maxima cuando el denominador del lado derecho de esta ulti- 
ma ecuacidn es minimo. Observando que el producto de (r + R 2 )s/R l y rR 2 /\jR x es 
constante, la suma de esos dos t6rminos se hace nula cuando ambos son iguales entre 
si; esto es, 


Por lo tanto, 


(r -f R?)\/ R\ — 


rR 2 

VRl 


Rx = 


rR-, 


r + R 2 


J- + J- 

r ^ R 2 


Por consiguiente, vemos que cuando R t es igual a la resistencia combinada de las dos 
resistencias en paralelo r y R 2 , la potencia consumida por la resistencia /?, se hace 
maxima. La potencia maxima consumida por la resistencia R x es 


E 2 R\ = E 2 R 2 
[2 (r + R 2 WR[] 2 4 r(r + R 2 ) 


Problema A-3-17. Mu6strese que los sistemas mecinico y etectrico dados en la Fig. 
3-52 son analog os. Supdngase que el desplazamiento x en el sistema mecdnico se mide 
desde la posicidn de equilibrio y que se suelta la masa m desde el desplazamiento ini- 
cial x{0) = Xq con velocidad inicial cero o x(0) = 0. Supbngase tambten que en el sis- 
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Fig. 3-52. Sistemas mecanico y electrico anblogos. 


tema elbctrico el capacitor tiene la carga inicial q( 0) = q 0 y que el interruptor se 
cierra en t = 0. N6tese que < 7 ( 0 ) = /(0) = 0. Obtengase x{t) y q(t). 

Soluci6n. La ecuacibn de movimiento del sistema mecbnico es 

mx + kx = 0 (3-30) 

Para el sistema electrico, 

+ <?/'■ rf ' = ° 

y sustituyendo / = dq/dt = q en esta ultima ecuacibn 

Lq + ^q = 0 (3-31) 

Puesto que las Ecs. (3-30) y (3-31) son de la misma forma, estos dos sistemas son ana- 
logos. (Aqui la analogia se basa en la analogia fuerza-voltaje.) 

La solucibn de la Ec. (3-30) con las condiciones iniciales x(0) = x$, *(0) = 0 es 
un movimiento armbnico simple dado por 

x(0 = Xq cos —t 
y m 

En forma semejante, la solucibn de la Ec. (3-31) con las condiciones iniciales q( 0) = 
ib , <7(0) = 0 es 

4(») = , 0 cos^/ 

Problema A-3-18. Obtenganse los modelos matembticos de los sistemas mostrados 
en la Fig. 3-53(a) y (b) y muestrese que son sistemas anblogos. 

Solucibn. Para el sistema de la Fig. 3-53(a), las ecuaciones de movimiento son 


m,ii + b i x 1 + k\X\ + k 2 {Xi — x 2 ) = 0 
b 2 x 2 + k 2 {x 2 — *,) =0 

Estas dos ecuaciones constituyen un modelo matembtico del sistema mecbnico. 
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(a) (b) 

Fig. 3-53. Sistemas mecanico y electrico analogos. 

Para el sistema de la Fig. 3-53(b), las ecuaciones de voltaje de las mallas son 

J* O’i — h) dt + R x i\ + j dt — 0 

R 2 h + ^ J (/a — *1) dt = 0 

Escribamos i x = q x e 4 = Entonces, en terminos de y q 2 , las dos ecuaciones 

precedentes pueden escribirse 

L x q { + + -^rqi + —q 2 )= 0 

R iqz + (<?2 - <7i) = o 

Comparando estos dos modelos matematicos, vemos que los dos sistemas son 
analogos. (La analogia se basa en la analogia fuerza-voltaje.) 


Problema A-3-19. Utilizando la analogia fuerza-voltaje, obtengase un an^logo 
electrico del sistema mecanico mostrado en la Fig. 3-54. 

Solucidn. Las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico son 

+ b x x x + fci*! + b 2 (x 1 - x 2 ) + k 2 {x x - x 2 ) = 0 
m 2 x 2 + b 2 (x 2 — x x ) + k 2 (x 2 — x,) = 0 

Mediante el uso de la analogia fuerza-voltaje, las ecuaciones de un sistema electrico 
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i 

*2 Fig. 3-54. Sistetlu n 

an&logo pueden escribirse 

A<?i + Rtf i + -g-qt + R 2 (q i - ?2) + ~ qz) 

R 2 q 2 + R i(qz - ?i) -i- ^S qi ~ i/l) 0 

Sustituyendo q x = t'i y q 2 = i 2 en las dos ultimas ecuaciones da 

jEi + -Q- J* b dt + * 2 (i, — 1 * 2 ) + ^=r- |* (/1 — />) <■// 0 (3-32) 

L 2 ^ + * 2 (i 2 - /.) + ^ J Oz - /.) ^ 0 (3-33) 

Estasdos ecuaciones son ecuaciones de voltaje de mallas. De la he. (3-32) ohiencmos 
••eldiagrama mostrado en la Fig. 3-55(a). De igual forma, a partir de la F.c. (3-33) Oh¬ 



io) ! b) 

Fig. 3-55. (a) Circuito electrico correspondieme a la Ec. (3-32); (b) 
circuito electrico correspondiente a la Ec. (3-33). 
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tenemos el correspondiente a la Fig. 3-55(b). Combinando estos dos diagramas pro- 
ducimos el sistema electrico an&logo deseado (Fig. 3-56). 


Fig. 3-56. Sistema electrico an&logo al 
sistema medmico mostrado en la Fig. 
3-54. (Analogia fuerza-voltaje.) 



Problema A-3-20. Consid6rese otra vez el sistema mec&nico mostrado en la Fig. 3-54, 
Utilizando la analogia fuerza-corriente, obt6ngase un sistema el6ctrico andlogo. 

Solucibn. Las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico son 


m 1 x l + b x x x + k x x x + b 2 (x x — x 2 ) + k 2 (x x — x 2 ) = 0 
m 2 x 2 + b 2 (x 2 — Xj) + k 2 {x 2 — x x ) = 0 


Utilizando la analogia fuerza-corriente podemos encontrar las ecuaciones de un sis¬ 
tema electrico anAlogo. 


C2P2 + ^(¥2 - ¥1) +Z 2 ( y/ 2 - ¥1) = 0 
Observando que iff = e, las dos ultimas ecuaciones dan 

C x e x + ~j^ e i + J" e i dt + -^-(et — e i) + J* ( e i 2 ) dt — 0 (3-34) 

C z e 2 + -^-(e 2 - e \) + ]r J* ( e i ~ e\) dt = 0 (3-35) 

Las ecuaciones (3-34) y (3-35) son ecuaciones de nodo. En correspondence con la 
ecuacibn del primer nodo o Ec. (3-34), obtenemos el diagrama mostrado en la Fig. 
3-57(a). En forma similar, a partir de la ecuacibn del segundo nodo, Ec. (3-35), deriva- 
mos el diagrama mostrado en la Fig. 3-57(b). Si combinamos los dos diagramas, el 
resultado es el sistema electrico an&logo deseado (Fig. 3-58). 
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Fig. 3-57. (a) Circuito electrico correspondiente a la Ec. (3-34); (b) 
circuito electrico correspondiente a la Ec. (3-35). 



Fig. 3-58. Sistema electrico 
andlogo al sistema mec&nico 
mostrado en la Fig. 3-54. 
(Analogia fuerza-corriente.) 


PROBLEMAS 


Problema B-3-1. Una fuente de voltaje E = 12 V se aplica entre los puntos Ay C 
dc la Fig. 3-59. Encuentre el voltaje E 0 entre los puntos By C. 



Fig. 3-59. Circuito electrico. C 

Problema B-3-2. Tres resistores R lt R 2 y Ri estdn conectados en un arreglo triangu¬ 
lar (Fig. 3-60). Obtenga la resistencia combinada entre los puntos Ay B. 



*2 


Fig. 3-60. Tres resistores conectados 
en un arreglo triangular. 
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Problema B-3-3. Calcule la resistencia entre los puntos A y B en el circuito de la 
Fig. 3-61. 



Problema B-3-4. Una fuente de voltajeE = 12 V esta conectada a un resistor como 
se muestra en la Fig. 3-62(a). Se encuentra que el voltaje entre las terminales B y Ces 
de 4 V. Cuando un resistor de 40 Q se conecta entre las terminales B y C como en la 
Fig. 3-62(b), observamos que el voltaje entre las terminales B y C es de 2.4 V. Si las 
terminales By C se ponen en corto circuito, como se muestra en la Fig. 3-62(c), i,cu&l 
sera el valor de la corriente /? 



Fig. 3-62. Circuitos electricos. 


Problema B-3-5. En el circuito de la Fig. 3-63, suponga que se aplica un voltaje 
E'entre los puntos A y B y que la corriente / es /„ al abrir el interruptor 5. Cuando el 
interruptor S est& cerrado, la corriente / se hace igual a 2/ 0 . Encuentre el valor de la 
resistencia R. 


A o 


ioo n 

-A/WV- 


■AA/VV 
60 f l 



R 

o—'NAA/V— 


■OB 


- E 


Fig. 3-63. Circuito electrico. 
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Problema B-3-6. En relation con el circuito mostrado en la Fig. 3-64, calcule las 
corrientes en los resistores R lt R 2 y /? 3 . Desprecie la resistencia interna de las baterias. 


S, = 6 V S, = 15 n 

£2 = 4 V f?2 — 5 Q. 

s 3 = 2 v = 10 a 

Fig. 3-64. Circuito electrico. 

Problema B-3-7, Obtenga un modelo matem&tico del circuito mostrado en la Fig. 
3-65. 



Fig. 3-65. Circuito electrico. 


L 1 S 3 



Problema B-3-8. Considere el circuito mostrado en la Fig. 3-66. Suponga que el in- 
terruptor S esta abierto cuando t < 0 y que el capacitor C esta inicialmente cargado 
de modo que aparece el voltaje inicial q(0)/C = q, en el capacitor. Calcule las co¬ 
rrientes ciclicas i x e 4 cuando el interruptor se cierra en t = 0. 


Fig. 3-66. Circuito electrico. 



Problema B-3-9. En el circuito mostrado en la Fig. 3-67, suponga que el capacitor 
no est& cargado inicialmente y el interruptor S se cierra en t = 0. Determine las 
corrientes ciclicas i x (t) e i 2 (t) para un caso especial donde 


2/?i = R 2 = /? 3 , 


R X C = 1 
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Ademas, determine e B {t), que es el voltaje en el punto B. (Suponga E = 12 V y com¬ 
pare este resultado con el del ejemplo 3-1.) 



Problema B-3-10. El circuito mostrado en la Fig. 3-68 se encuentra en estado estable 
con el interruptor S cerrado. Luego se abre el interruptor S en t = 0. Obtenga i(t). 



Problema B-3-11. Suponga que el interruptor S est& en t < 0 y el sistema se en¬ 
cuentra en estado estable (Fig. 3-69). En t - 0 el interruptor se cierra. Obtenga la 
corriente i(t) para t > 0. Grafique una curva tipica i(t) contra t. 



Fig. 3-69. Circuito electrico. 


Problema B-3-12. Un v61tmetro de cd mide voltaje entre 0 y 150 V. Suponga que la 
resistencia interna de este voltmetro es de 15 000 fi. Este voltmetro de cd se usara para 
medir voltajes hasta de 400 V como se muestra en la Fig. 3-70. Determine la resisten¬ 
cia R m necesaria para conectarla en serie. 
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Problema B-3-13. El circuito de la Fig. 3-71 tiene un ampermetro de dc en paralelo 
con la resistencia R y otro ampermetro de dc conectado en serie. Suponga que las lec- 
turas del ampermetro A 2 y el ampermetro A 2 son 20 A y 30 A, respectivamente. La re¬ 
sistencia R es de 0.1 fi. Determine la resistencia interna del ampermetro A x . 


Fig. 3-71. Circuito electrico que consta 
de un resistor y dos ampermetros de cd. 



Problema B-3-14. Dos vdltmetros de cd V x y V 2 tienen las resistencias intemas R x = 
15 000 0 y R 2 = 13 000ft, respectivamente. Ambos estdn diseftados para medir vol- 
tajes entre 0 y 150 V. Si estos dos vdltmetros de cd se conectan en serie como se 
muestra en la Fig. 3-72, i,cudl es el voltaje mdximo que puede medirse? 


B 



Fig. 3-72. Circuito electrico que consta de un resis- Fig. 3-73. Puente de Wheatstone, 

tor y dos vdltmetros de cd. 
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Problema B-3-15. La figura 3-73 muestra un puente de Wheatstone. Encuentre la 
corriente i cuando el puente esta balanceado. 

Problema B-3-16. Considere el circuito puente mostrado en la Fig. 3-74 y suponga 
que el puente estd balanceado de modo que no fluye corriente del galvandmetro; es 
decir i g = 0. Obtenga E 2 en tdrminos de E „ R x y R z . 



Fig. 3-74. Circuito puente E 2 


10 a 10 a 10 a 

(a) A o - WA - WAr-V\AA-o B 


(b) 


10 a 

A o - WAr 


10 a 

AAAA 

10 a 

AAAAr 


-o 


B 


(0 


10 a 

-AAAV- 


10a 

AAAAr 


10 a 

m 


(d) A o 


10 a 

AA/W- 

10 a 

AVW 

10 a 

AAAAr 


■° B 


Fig. 3-75. Circuitos que constan de tres resistores de 10 fi canecta- 
dos en diferente forma. 
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Problema B-3-17. Un resistor consume una potencia de 500 W si se aplican 110 V a 
sus terminales. Calcule la potencia consumida por este resistor cuando el voltaje apli- 
cado a las terminales es de 100 V. 

Problema B-3-18. Tres resistores de 10 Q estan conectados de diferentes formas como 
se muestra en la Fig. 3-75(a), (b), (c) y (d). Calcule los valores de la resistencia combi- 
nada para estos casos. Si se aplican 12 V entre las terminales A y B, ^cual es la poten- 
cia disipada? Calcule la potencia disipada en los cuatro circuitos mostrados. 

Problema B-3-19. Determine un sistema electrico analogo del sistema mecanico 
mostrado en la Fig. 3-76, donde p(t) es la fuerza de entrada al sistema. 


Fig. 3-76. Sistema mecanico. 



Problema B-3-20. Obtenga un sistema mecanico analog* del sistema electrico 
mostrado en la Fig. 3-77. 


L i 



L 2 


Fig. 3 -77. Sistema electrico. 
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SISTEMAS HIDRAULICOS 


4-1 INTRODUCTION 

Como el mas versatil de los medios de la transmisibn de seftales y de po- 
tencia, los fluidos, ya sean liquidos o gases, tienen un extenso uso en la in- 
dustria. Los liquidos y los gases pueden diferenciarse basicamente por sus 
incomprensibilidades relativas y el hecho de que un llquido puede tener una 
superficie libre, en tanto que un gas se expande para llenar su recipiente. En 
el campo de la ingenierla el termino hidrdulica describe sistemas fluidos que 
usan liquidos y neumatica se aplica a aquellos que usan aire o gases. En este 
capitulo se exponen los sistemas hidraulicos y en el capitulo 5 los sistemas 
neumaticos. 

Debido a su frecuencia en la industria, los circuitos hidraulicos y los 
sistemas hidraulicos constituyen una parte necesaria en la educacibn de un 
ingeniero. Muchos de los sistemas hidraulicos son no lineales. Sin embargo, 
algunas veces es posible linealizar sistemas no lineales de modo que se re- 
duzca su complejidad y se obtengan soluciones que sean suficientemente 
exactas para muchos propbsitos. En consecuencia, aqui se presenta una tec- 
nica de linealizacibn util para tratar a los sistemas no lineales que se ex- 
pondran. Sin embargo, se pospone para el capitulo 8 un analisis detallado 
de sistemas de control hidraulico linealizados. 

Antes de proceder, definamos las unidades de presibn y las presiones 
manometrica y absoluta. 


164 
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Unidades de presion. La presion se define como fuerza por unidad de 
Area. Las unidades de presion son N/m 2 , kg^Ycm 2 , lb/in 2 , etcetera. En el 
sistema SI la unidad de presion es el N/m 2 , A esta unidad se le ha dado el nom- 
brede pascal (abreviado Pa). 

1 Pa = I N/m 2 

Los kilopascals (10 2 Pa = kPa) y megapascals (10 6 Pa = MPa) pueden 
usarse para expresar presion hidraulica. Notese que 

1 lb^in. 2 = 6895 Pa 

1 kgy/cm 2 = 14.22 lb/in. 2 = 0.9807 x 10 5 N/m 2 = 0.09807 MPa 

Presion manometrica y presion absoluta. La lectura de un barometro 
est&ndar al nivel del mar es de 760 mm de mercurio a 0°C (29.92 in de mer- 
curio a 32°F). La presion manometrica se refiere a aquella presion que se 
wide con respecto a la atmosf6rica. Es la presion indicada por un mandmetro 
sobre la atm6sf6rica. La presidn absoluta es la suma de las presiones mano¬ 
metrica y barometrica. Notese que en mediciones de ingenieria la presion se 
expresa como presion manometrica. En calculos teoricos, sin embargo, debe 
usarse la presion absoluta. Adviertase tambien que 

760 mm Hg = 1.0332 kg^cm 2 = 1.0133 x 10 3 N/m 2 = 14.7 lb r /in. 2 

0 N/m 2 manometrica = 1.0133 x 10 s N/m 2 abs 
■Okgy/cm 2 manometrica = 1.0332 kg^cm 2 abs 
Olfy/in. 2 manometrica = 0 psig = 14.7 Ib^in. 2 abs = 14.7 psia 

*. Sistemas hidraulicos. El amplio uso de los circuitos hidraulicos en apli- 
CUciones de maquinas herramientas, sistemas de control en aviacion y ope- 
raciones similares, tiene lugar a causa de factores tales como la positividad, 
laexactitud, la flexibilidad, la alta relacibn de potencia (hp)-(peso, arranque 
rtipido, paro y reversa con suavidad y precision y simplicidad de operacio- 
nes). 

En muchas aplicaciones de maquinas herramientas, por ejemplo, los 
cklos transversal y de alimentacion requeridos se manejan mejor median- 
te circuitos hidraulicos. Estos ciclos (donde el piston avanza rapidamente 
en la carrera de trabajo, hasta hacer contacto con la pieza, avanza lenta- 
mente bajo presion mientras se realiza el trabajo y despues se retrae rapi¬ 
damente al final de la carrera de alimentacion lenta de la herramienta) se 
?inanejan facilmente mediante el uso de dos bombas (una de gran capacidad 
lybaja presion y la otra de pequena capacidad y alta presion) y algunos dis- 
ijositivos de control de flujo. La bomba de gran capacidad y baja presion se 
|tfcas61o durante el avance y regreso del cilindro. La bomba de pequena ca- 
ipacidad y alta presion suministra el fluido hidraulico para la carrera de 
sQMnpresion. Una valvula de alivio mantiene la presion alta mientras la bom- 
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ba de baja presion se descarga al deposito. (La valvula de alivio descargala 
aportacion de la bomba de gran capacidad y baja presion durante la fasede 
pequena capacidad y alta presion de un ciclo.) Esa valvula de alivio estadi- 
senada para la descarga rapida del fluido hidraulico a una presion cercana a 
la atmosferica, despues de permitir la elevacibn de la presion a un valor pre- 
fijado. 

Generalmente, la presion de operation en los sistemas hidraulicos se 
encuentra entre los 10 6 N/m 2 (1 MPa) y 35 x 10 6 N/m 2 (35 MPa) (aproxima- 
damente entre 10 kg/cm 2 y 350 kg/cm 2 ; o entre 145 lb/in 2 y 5,000 lb/in 2 ). 
En algunas aplicaciones especiales, la presion de operacion puede llegar has- 
ta 70 x 10 6 N/m 2 (70 MPa) (aproximadamente 700 kg/cm 2 o 10,000 
lb/in 2 ). Para la misma necesidad de potencia, el peso y el tamafto de la uni- 
dad hidraulica pueden reducirse al incrementarse la presibn de suministro. 

Esquema del capltulo. Nuestro proposito no es dar un an&lisis completo 
de los sistemas hidraulicos sino m&s bien exponer un breve esquema de tales 
sistemas, asi como las tbcnicas de modelado matem&tico correspondientes. 
Despuds del material introductorio de la Sec. 4-1, sigue una breve descripci6n 
de los componentes de los sistemas hidraulicos sin an&lisis matem&tico en la 
Sec. 4-2. A continuation se explican las propiedades de los fluidos hidraulicos 
en la Sec. 4-3 y las leyes y ecuaciones b&sicas del flujo de fluidos en la Sec. 
4-4. El modelado matem&tico de sistemas hidraulicos se cubre en la Sec. 4-5, 
Finalmente, la Sec. 4-6 trata de una tdcnica de linealizacibn para obtener mo- 
delos matem&ticos linealizados de componentes no lineales utilizando una 
v&lvula hidraulica como ejemplo de componentes no lineales. 

El material dado en este capitulo constituye el minimo absoluto re- 
querido para un ingeniero. El lector que desee detalles adicionales de siste¬ 
mas hidraulicos podria consultar libros especializados; por ejemplo, los que 
aparecen en la bibliografia 4-4 y 4-7. 

4-2 SISTEMAS HIDRAULICOS 

En esta seccibn, la cual introduce conceptos generales sobre sistemas 
hidraulicos, presentamos breves descripciones de circuitos hidraulicos, uni- 
dades de potencia, actuadores, valvulas y dispositivos similares. 

Circuitos hidraulicos. Los circuitos hidraulicos son capaces de produ¬ 
ct muchas conbinaciones diferentes de movimiento y fuerza. Sin embargo, 
en esencia son lo mismo, independientemente de su aplicacion. Tales cir¬ 
cuitos estan formados por cuatro componentes basicos: un deposito para 
guardar el fluido hidraulico, una bomba o unas bombas para forzar al 
fluido a traves del circuito, valvulas para controlar la presion del fluido ysu 
flujo, y un actuador o unos ac tuadores para convertir la energia hidraulica en 
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Valvula de 
control direccional 


Fig. 4-1. Circuito hidraulico. 


energia mecanica para hacer el trabajo. La figura 4-1 muestra un circuito 
simple formado por un deposito, una bomba, valvulas, un cilindro hidrauli¬ 
co, etcetera. 

Unidad de potencia hidraulica. Una unidad de potencia hidraulica 
incluye componentes tales como un deposito, filtros, un motor electrico para 
impulsar una bomba o unas bombas y una valvula de control de presion ma¬ 
xima. 

El deposito, que funciona como fuente de fluido hidraulico, debe ser lo 
suficientemente grande para almacenar el mayor volumen de liquido que el 
sistema pueda necesitar. Adem&s, debe estar completamente cerrado con 
el objeto de mantener el fluido limpio. Con frecuencia, el motor electrico, la 
bomba y las v&lvulas estan montados sobre el deposito. 

Para remover particulas extranas del fluido hidraulico, se utilizan re- 
jillas, filtros y bujias magneticas, asegurando de ese modo la larga vida y el 
funcionamiento sin dificultades del sistema hidraulico. (Las bujias magneti¬ 
cas localizadas usualmente en el deposito atraparan las particulas de fierro o 
acero del fluido hidraulico.) 
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Utilizadas para convertir energia mecanica en energia hidraulica, las 
bombas hidraulicas pueden clasificarse como bombas de desplazamiento 
positivo y bombas de desplazamiento no positivo. La figura 4-2(a) y (b) 
muestran diagramas esquematicos de cada una de ellas. Una caracteristica 
de la bomba de desplazamiento positivo es que su salida no se ve afectada 
por las variaciones de la presion del sistema a causa de la presencia de un 
sello interno positivo contra fugas. Casi todas las bombas usadas en siste- 
mas hidraulicos de potencia son del tipo de desplazamiento positivo. (Debi- 
do a la ausencia de un sello interno positivo, la salida de una bomba de 
desplazamiento no positivo varia considerablemente con la presion.) 

Las bombas de desplazamiento positivo pueden clasificarse como uni- 
dades de desplazamiento fijo o variable. En las primeras, con objeto de va- 
riar la salida volumetrica, debe variarse la velocidad de la bomba. La salida 
volumetrica puede variarse en una bomba de desplazamiento variable ajus- 
tando las relaciones fisicas de las partes operativas de la bomba. 


Salida 




la) 



Entrada 


Fig. 4-2. (a) Bomba de desplazamiento positivo; (b) bomba de 
desplazamiento no positivo. 
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Hay cuatro tipos basicos de bombas de desplazamiento positivo co- 
munmente usadas en los sistemas hidraulicos. 

1. Bombas de piston axial 

2. Bombas de piston radial 

3. Bombas de aspas 

4. Bombas de engranes 

Debido a la semejanza en su construction mecanica, las bombas 
hidraulicas pueden usarse como motores hidraulicos. La tabla 4-1 muestra 
las caracteristicas de funcionamiento de las bombas y motores hidraulicos. 


Tabla 4-1. Caracteristicas de funcionamiento de 

LAS BOMBAS Y MOTORES HIDRAULICOS 



Presion 

Salida 

Eficiencia 


(MPa) 

(m 3 /s) 

total 

Bombas de piston axial 

7 ~ 70 

3 x 10-5 „ 2 x 10-2 


Bombas de piston radial 

5 ~ 50 

3 x 10' 4 ~ 1.2 x 10-2 

WB 

Bombas de aspas 

N> 

* 

OO 

3 x lO- 5 ~ 1.6 x 10-2 

80 ~ 90 

Bombas de engranes 

OO 

l 

04 

1 x 10“ 4 - 1 x 10-2 

75 ~ 90 


Presion 

Frecuencia angular 

Eficiencia 


(MPa) 

(Hz) 

total 

Motores de piston axial 

1 ~ 70 

0.2 ~ 50 

85 ~ 95 

Motores de piston radial 

1 ~ 50 

0.2 ~ 30 

80 ~ 90 

Motores de aspas 

1 ~ 18 

2 ~ 50 

80 ~ 90 

Motores de engranes 

1 ~ 18 

2 ~ 50 

70 ~ 90 


1 MPa = 10 s Pa = 10® N/m 2 = 10.197 kg//cm 2 = 145 lb//iri. 2 
1 m 3 /s = 10 6 cm 3 /s = 10 3 t/s = 6 x 10 4 C/min 
1 Hz = 1 cps = 60 cpm = 60 rpm 


Bombas de piston axial. La figura 4-3 es un diagrama esquematico de 
una bomba de piston axial. El bloque del cilindro rotatorio contiene pisto- 
nes que tienen libertad para moverse hacia adentro y hacia afuera de sus ori- 
ficios. La flecha impulsora esta colocada formando un angulo con respecto 
al bloque de cilindros. La rotacion de la flecha impulsora causa rotacion de 
los pistones y del bloque de cilindros a la misma velocidad. Al moverse cada 
piston adentro y afuera en sus orificios, la longitud del recorrido es 2 R tan 
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4-3. Bomba de piston axial. 


a. (R esta definido en la Fig. 4-3.) Esta longitud depende del angulo a, el 
angulo de inclinacidn del bloque de cilindros. A1 moverse cada pistdn hacia 
afuera, el fluido hidraulico es absorbido a traves de la valvula. En la carrera 
de retorno, el fluido es expulsado a traves de la valvula bajo presion. En un 
ciclo, el flujo volumetrico es 2 ZAR tan a, donde Z es el numero de pistones 
(una bomba tipica tiene nueve pistones) y A es el area del piston. 

Bombas de piston radial. Se ilustra una bomba de pistdn radial en la 
Fig. 4-4(a). Consta de un perno estacionario con lumbreras de entrada y sa- 
lida del flujo, un bloque de cilindro que da vueltas alrededor del perno y alber- 
ga los pistones y un rotor que controla la carrera del piston. El eje central 
del rotor esta desviado del eje central del bloque del cilindro. 


Bloque de cilindro Zapatas 



Entrada Salida 


(a) 



Fig. 4-4. (a) Bomba de piston radial; (b) diagrama esquematico de 
una bomba de piston radial. 
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La figura 4-4(b) es un diagrama esquematico de una bomba de piston 
radial en la cual solo se muestra un piston. Aqui, a medida que la flecha im- 
pulsora hace girar al bloque del cilindro, la fuerza centrifuga impulsa al em- 
bolo sumergido hacia afuera de modo que presiona contra el rotor. Puesto 
que el eje central no coincide con el eje central del bloque del cilindro, el pis- 
t6n se mueve hacia adentro durante la mitad de una revolution del bloque 
del cilindro y hacia afuera durante la otra mitad. El perno incluye lumbreras 
de entrada y salida que conectan los extremos abiertos de los orificios de los 
cilindros. Durante la rotation, el piston alimenta fluido hidraulico en el ori- 
ficio del cilindro a medida que pasa por el lado de entrada del perno, y fuer¬ 
za al fluido hacia afuera del orificio a medida que pasa por el lado de salida 
del perno. La salida volumetrica depende de la excentricidad entre los ejes 
centrales del rotor y del cilindro. 

Bombas de aspas. En la Fig. 4-5(a) aparece un diagrama esquematico 
de una bomba de aspas simple. Un rotor cilindrico con aspas moviles en ra- 
nuras radiales gira en una carga circular. El diagrama de la Fig. 4-5(b) 
ilustra el principio de operation. Para simplificar la exposition, solo se 




Fig. 4-5. (a) Bomba de aspas: (b) diagrama esquematico de una bom¬ 
ba de aspas. 

muestra un aspa. A medida que el rotor da vuelta, la fuerza centrifuga im¬ 
pulsa al aspa hacia afuera de modo que este siempre en contacto con la su- 
perficie interna de la carcasa. El aspa divide el &rea entre el rotor y la carcasa 
en dos c&maras. (La bomba de aspas real incluye muchas aspas, que divi- 
den el area entre el rotor y la carcasa en muchas camaras que varian en ta- 
maflo, dependiendo de su position alrededor de la carcasa.) La entrada a la 
bomba se localiza en un punto donde la camara esta expandiendo su tama- 
flo. Un vacio parcial originado por la expansion alimenta fluido hidraulico 
dentro de la bomba. Luego el fluido es transportado a la salida de la bom¬ 
ba, donde la camara lo toma y lo fuerza a trav6s de la lumbrera de salida. 
Esta bomba se llama bomba de aspas desbalanceada porque la alta presion 
se genera solamente en un lado del rotor y la flecha. 
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Una bomba de aspas balanceada tiene una carcasa eliptica que forma 
dos c&maras de bombeo separadas en lados opuestos del rotor, de modo que 
las cargas laterales se cancelan mutuamente. Una bomba balanceada como 
la descrita se muestra en la Fig. 4-6. Las ventajas de este tipo consisten en 
que se incrementa la vida de los cojinetes y permite mcis altas presiones de 
operacidn. 

Bombas de engranes. La figura 4-7 presenta un diagrama esquematico 
de una bomba de engranes , la cual consta de un engrane impulsor y un 
engrane impulsado, encerrados dentro de una carcasa bien empacada. Los en¬ 
granes impulsor e impulsado giran en direcciones opuestas y se engranan en 
un punto dentro de la carcasa entre las lumbreras de entrada y de salida. El 
fluido hidraulico es alimentado por la entrada a la camara A, al separarse 
los dientes de los engranes impulsor e impulsado. El fluido hidraulico queda 
atrapado entre los dientes del engrane y la carcasa y es transportado a traves 
de dos trayectorias separadas alrededor de la camara de salida B. A medida 
que los dientes vuelven a engranar, el fluido es forzado a traves de la 
lumbrera de salida. Notese que el buen empaque de los dientes de engrane 
dentro de la carcasa se necesita para hacer minimo el escurrimiento interno. 

Resumen sobre las bombas de desplazamiento positivo. En razon de su 
bajo costo, su mantenimiento mas simple y su gran tolerancia a la contami¬ 
nation del fluido, la bomba de engranes se utiliza mucho en las industrias. 

Salida 

t 


(Alta presion) 
Salida 


Entrada 
(Baja presion) 




Fig. 4-6. Bomba de aspas balan¬ 
ceada. 


Fig. 4-7. Bomba de engranes. 
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La bomba de aspas tiene amplias aplicaciones industriales, tales como las 
maquinas herramientas y la maquinaria automatica. Las bombas de piston 
axial y radial son mas utilizadas donde se necesitan altas presiones. 

Acumuladores. El acumulador almacena fluido a presion proveniente 
de una bomba hidraulica. Esta componente se usa a menudo en circuitos 
hidraulicos para tener disponible el fluido a presion ante la demanda y para 
suavizar las pulsaciones en el flujo. 

Actuadores. Los actuadores hidraulicos realizan la funcion opuesta 
que las bombas hidraulicas en el sentido de que convierten la energia 
hidraulica en energia mecanica con el objeto de permitir el trabajo util. 
Enlazado mecanicamente a la carga de trabajo, este dispositivo es actuado 
por el fluido a presion de la bomba. Los actuadores pueden clasificarse como 
lineales y rotatorios. 

Actuadores lineales. Los actuadores lineales vienen en la forma de un 
ariete o cilindro. La figura 4-8(a) y (b) muestra unos cilindros de doble accion. 
En un cilindro de doble accion la presion hidraulica puede aplicarse en cual- 
quiera de los lados de piston. (El piston puede moverse en una u otra direc¬ 
tion. El tipo mostrado en la Fig. 4-8(a) se llama cilindro diferencial porque 
el area del piston a la izquierda es mayor, proporcionando asi una carrera 
de trabajo mas lenta y mas potente cuando se aplica la presion por el lado 
izquierdo. La carrera de retorno es mas rapida debido al area del piston mas 
pequefla. La figura 4-8(b) muestra un tipo de cilindro no diferencial. Se ne¬ 
cesitan fuerzas iguales en ambas direcciones. 

r^r- 

(a) (b) 

Fig. 4-8. Cilindros de doble accion. 

Actuadores rotatorios. Los actuadores rotatorios incluyen motores de 
pistdn, motores de aspas y motores de engranes. Muchas de las bombas 
hidraulicas (como las bombas de piston, las bombas de aspas y las bombas 
de engranes) pueden usarse como motores con una modificacion pequefla o 
sin modificacion. 

La figura 4-9 es un diagrama esquematico de un motor de piston axial. 
El piston en el lado de alta presion es empujado hacia afuera por la fuerza 
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Fig. 4-9. Motor de piston axial. 


Ap, donde A es el area del piston y p la presion del fluido. Esta fuerza puede 
descomponerse en la fuerza normal y la paralela al plato impulsado. Para 
cada piston, la fuerza paralela al plato es Ap sen a. Por lo tanto, el par T 
que actua sobre la flecha es 

T = 2 ^psena-^senfl, 

donde 6, es el Angulo entre la linea OY y la linea que conecta al punto O y el 
centro del /-6simo 6mbolo sumergido y R est& definido en la Fig. 4-9. 

En un motor de piston radial, el fluido a presion entra en la mitad de 
los orificios del bloque del cilindro, forzando radialmente los pistones res- 
pectivos desde el eje del bloque del cilindro. Estos pistones pueden moverse 
radialmente girando a un punta donde el contorno del rotor esta mas aleja- 
do del perno. Asi pues, al impulsar los pistones radialmente se hace que el 
bloque del cilindro y los pistones giren. Este principio de operation se ilustra 
en la Fig. 4-10. El bloque del cilindro esta conectado a la flecha de salida. 


(Baja presion) 
Salida 




Fig. 4-10. Motor de piston radial. Fig* 4-11. Motor de engranes. 
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La figura 4-11 ilustra un motor de engranes. Puesto que este dispositivo es 
un motor, ambos engranes son engranes impulsados, pero s61o uno estd conec- 
tado a la flecha de salida. La operacidn es esencialmente la inversa de la bomba 
de engranes. El fluido hidrciulico de la bomba entra a la c&mara A y fluye en 
una y otra direccidn alrededor de la superficie interna de la carcasa hacia la c&- 
mara B, forzando a los engranes a girar como se indica. Asl, el movimiento ro- 
tatorio queda entonces disponible para el trabajo en la flecha de salida. 

Valvulas hidraulicas de control. La valvula hidraulica de control es un 
dispositivo que utiliza movimiento mecanico para controlar la direction del 
flujo del fluido hacia el actuador. Las valvulas hidraulicas de control co- 
munmente usadas pueden dividirse en cuatro tipos: de carretes deslizantes, 
de batidor o aleta, de tubo de chorro y de disco. 

V&lvulas de carretes deslizantes. Usadas bastante en los sistemas hidr&u- 
licos, las vdlvulas de carretes deslizantes usualmente se clasifican por el nume- 
ro de vias por donde el flujo puede entrar a la v&lvula o salir de ella. 

En la figura 4-12 se muestra una vdlvula de cuatro vias de carretes deslizan¬ 
tes (o v&lvula deslizante de cuatro vias) conectada a un cilindro de potencia (o ac¬ 
tuador). El principio de operacidn es el siguiente. El carrete puede ser corrido en 
una direccidn o en la otra. Si se cambia a la derecha, como se muestra, el puerto 
B se abre a la entrada de presidn P y el puerto A se abre al drenaje. El pistdn de 
potencia (o actuador) se mueve a la izquierda. En forma similar, si el carrete se 
cambia a la izquierda, el punto A se abre a la entrada de presidn P, el puerto B 
se abre al drenaje y el pistdn de potencia se mueve hacia la derecha. 

Esta valvula de cuatro vias tiene dos discos en el carrete. (En las valvu¬ 
las de carrete, el numero de discos varia de uno hasta tres o cuatro.) Si el 
ancho del disco es menor que el puerto en la manga de la valvula, se dice que 


Aceite 



Fig. 4-12. Valvula de carretes des¬ 
lizantes de cuatro vias conectada a 
un cilindro de potencia. 
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la valvula es subtraslapada. Las valvulas sobretraslapadas tienen un ancho 
de disco mayor que el ancho del puerto cuando la manga esta en position 
neutral. Una valvula de traslape cero tiene un ancho de disco que es identico 
al ancho del puerto. 

La figura 4-13 muestra una valvula de tres vias conectada a un cilindro 
de potencia. Requiere una presion sesgada actuando en un lado de un piston de 
potencia de area desigual para invertir la direction. 


Fig. 4-13. Valvula de tres vlas conecta¬ 
da a un cilindro de potencia. 


Aceite 

Drena|e bajo presion 

I 1 



Valvulas de aleta. Las valvulas de aleta tambien son llamadas valvulas 
de tobera o aleta, Una aleta se coloca entre dos toberas opuestas (Fig. 4-14). 
Si la aleta se mueve ligeramente hacia la derecha, ocurre un desbalance en la 
presion en las toberas y el piston de potencia se mueve a la izquierda, y vice- 
versa. 



Fig. 4-24. V&lvula de aleta conectada 
a un cilindro de potencia. 
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Estos dispositivos se usan frecuentemente en servos hidraulicos como 
valvula de primera etapa en servovalvulas de dos etapas. Esto es asi porque 
puede necesitarse de una fuerza considerable para la carrera de las grandes 
valvulas de carretes que resulta de la fuerza que fluye en estado permanente. 
Para reducir o compensar esta fuerza a menudo se emplea una configura¬ 
tion de valvula de dos etapas; se usa una valvula de aleta en la primera etapa 
para proporcionar la fuerza necesaria para la carrera de la segunda valvula 
de carrete. 

Valvulas de tubo de inyeccion. La figura 4-15 muestra una valvula de 
tubo de inyeccion conectada a un cilindro de potencia. El fluido hidraulico 
se introduce por el tubo de inyeccion. Si el tubo de inyeccion es cambiado 
hacia la derecha desde su posicibn neutral, el pistbn de potencia se mueve ha- 
cia la izquierda y viceversa. La v&lvula de tubo de inyeccibn no se usa tan- 
to como la valvula de aleta debido al flujo nulo, respuesta mas lenta y 
caracteristicas mas bien impredecibles. Su principal ventaja esta en su insen- 
sibilidad a los flujos sucios. 



Tubo de inyeccion 


& 


Fig. 4-15. Valvula de tubo de inyeccion 
conectada a un cilindro de potencia. 


Valvula de movimiento vertical. Basicamente, las valvulas de movi- 
miento vertical son valvulas de dos vias. Las valvulas de movimiento verti¬ 
cal tipicas se encuentran en las valvulas de retencion y en las valvulas de ali- 
vio, donde no se necesita invertir la direccion del flujo. 

La v&lvula de retencion es una valvula direccional de una via en el sentido 
de que permite el flujo en una direccion y lo evita en la otra. 

El proposito de la valvula de alivio es el de proporcionar proteccion 
contra la sobrecarga en las componentes de los circuitos o limitar la fuerza 
que pueda ejercer un actuador. Tales valvulas se necesitan en casi todos los 
circuitos hidraulicos con el objeto de controlar la presion. La figura 4-16 
muestra una valvula de alivio simple en la cual un puerto esta conectado a la 
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linea de presion y el otro al deposito. La 
fuerza del resorte mantiene a la valvula sobre 
su asiento. El tornillo de ajuste controla la 
presion de operacion. 

La valvula de alivio opera como sigue. 

Cuando la presion a la entrada excede la 
fuerza del resorte, se fuerza a la valvula a de¬ 
jar su asiento y el fluido fluye de la linea de 
presion a traves de la valvula de deposito. 

Cuando la presion cae por debajo de la fuer¬ 
za del resorte, la valvula recupera su asiento 
y el flujo se detiene. La presion a la cual la 
valvula se fuerza primero a dejar su asiento y 
comienza a pasar fluido se llama presion de 
descarga. A medida que el flujo a traves de la 
valvula se incrementa, la valvula es empuja- 
da mas lejos de su asiento y la presion del 
flujo pleno se hace mas alta que la presion 
de descarga. Este fenomeno de incremento de 
presion en la linea a medida que el flujo a 
traves de la valvula de alivio se incrementa se 
llama supresion de la presion. 

Ventajas y desventajas de los sistemas hidraulicos. Hay ciertas venta- 
jas y desventajas en el uso de los sistemas hidraulicos mas notables que en 
otros sistemas. Algunas de las ventajas se enlistan a continuation. 

1. El fluido hidraulico actua como lubricante, ademas de transportar 
el calor generado en el sistema hasta un intercambiador de calor con- 
veniente. 

2. Los actuadores hidraulicos de tamano comparativamente pequeno 
pueden desarrollar grandes fuerzas o pares. 

3. Los actuadores hidraulicos tienen una mayor velocidad de respuesta 
con arranques, paros e inversiones de la velocidad rapidos. 

4. Los actuadores hidraulicos pueden operarse sin danarse en condi- 
ciones continuas, intermitentes, inversoras y de paro. 

5. La disponibilidad de actuadores lineales y rotatorios ofrece flexibili- 
dades en el diseno. 

6. Por el escaso escurrimiento en los actuadores hidraulicos, la caida 
de velocidad es pequefla cuando se aplica carga. 

Por otra parte, existen varias desventajas que tienden a limitar su uso. 

1. La potencia hidraulica no esta tan facilmente disponible compara- 
da con la potencia electrica. 



Fig. 4-16. Valvula de alivio. 
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2. El costo de su sistema hidraulico puede ser mayor que un sistema 
electrico semejante que realice una funcion similar. 

3. Existen riesgos de fuego y explosion a menos que se usen fluidos a 
prueba de incendio. 

4. En vista de que es dificil mantener un sistema hidraulico libre de es- 
currimientos, el sistema tiende a ser sucio. 

5. El aceite contaminado puede causar fallas en el funcionamiento 
correcto de un sistema hidraulico. 

6. Como resultado de la no linealidad y otras caracteristicas complejas 
involucradas, el diseflo de sistemas hidraulicos complicados es muy 
comprometedor. 

7. Los circuitos hidraulicos generalmente tienen caracteristicas de 
amortiguamiento limitadas. Si un circuito hidraulico no esta disena- 
do correctamente, pueden ocurrir o desaparecer algunos fenomenos 
de inestabilidad, dependiendo de las condiciones de operacion. 

Comentarios. Se necesita de una atencion particular para asegurarse 
que el sistema hidraulico es estable y satisfactorio en todas las condiciones 
de operacion. Puesto que la viscosidad del fluido hidraulico puede afectar 
en gran medida los efectos de amortiguamiento y friccibn de los circuitos 
hidraulicos, las pruebas de estabilidad deben llevarse a cabo a la temperatu- 
ra de operacion m&s alta posible. 

Debe notarse que pueden ocurrir ciertos fenomenos indeseables en los 
sistemas hidraulicos, dos de los cuales son el martilleo del aceite y la cavita¬ 
tion. Aunque no se presentan en los sistemas bien disefiados, pueden 
ocurrir en algunos; por lo tanto, es aconsejable diseflar los sistemas 
hidraulicos evitando estos fendmenos. 

Martilleo o golpeteo del aceite. Cuando el aceite o el agua que fluyen 
en un tubo se detiene subitamente a causa del cierre instantaneo de una val- 
vula en el extremo de una tuberia, puede producirse una fuente de presion 
violenta, causando con eso una serie de choques que suenan como golpes de 
martillo. Este fenomeno se llama martillo de aceite o martillo de agua, de¬ 
pendiendo del medio fluido involucrado. (Tambien se conoce como golpe 
de ariete.) 

El fenomeno del martillo de agua puede ocurrir en los sistemas de 
plomeria domesticos. Por ejemplo, cuando los grifos se cierran rapidamen- 
te o cuando el flujo de agua se corta automaticamente por un equipo 
usuario de agua, como una lavadora de platos o una lavadora de ropa, 
puede darse el sonido del martilleo. Tal martilleo de agua se debe a que el 
agua que fluye a traves de un tubo desarrolla cierta cantidad de movimien- 
to. Cuando el flujo se corta subitamente por el cierre de un grifo o por la ac- 
ci6n de una valvula electrica dentro de una maquina lavadora, el agua aun 
continua movi6ndose a causa de esta cantidad de movimiento, y puesto que 
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el agua diflcilmente puede ser comprimida, 6sta golpea estrepitosamente las 
paredes del interior del tubo. (Debe notarse que algunos tubos pueden hacer 
ruidos de martilleo por una razon bastante diferente, tal como estar monta- 
dos de manera insegura de modo que el agua que por alii se precipita causa 
que el tubo se mueva en su entorno y golpee con estrepito contra las vigas u 
■otros tubos cercanos.) 

En cualquier sistema hidraulico, si la valvula en el extremo de la tuberia 
se cierra subitamente, la energia cinetica de la columna detenida de fluido 
hidraulico se expande, comprimiendo el fluido y estirando las paredes del 
tubo. A1 detener el flujo de fluido hidraulico, la energia cinetica se transfor¬ 
ma en energia potencial. (La presidn maxima en el instante del cierre de la v&l- 
vula puede obtenerse al igualar la energia cinetica y la energia potencial.) Se 
encuentra que el incremento en la presidn es proporcional a la velocidad re- 
frenada del flujo del fluido hidraulico. Asi es que, con el objeto de reducir la 
fuente de presion, es aconsejable tener baja velocidad del fluido haciendo 
las areas del tubo lo suficientemente grandes. (Una regia empirica consiste 
en limitar la velocidad del fluido hidraulico a 5 m/s.) 

Notese que la fuente de presion resulta solamente cuando la valvula se 
cierra en menos de un viaje redondo de la onda de presion. Si el flujo del 
fluido no se para rapidamente, entonces la onda de presion tiene tiempo para 
viajar hasta el extremo de la linea hidraulica y regresar varias veces mientras 
el paro va en progreso, la presion excesiva se reduce mucho. (La onda de 
presion continua viajando de ida y vuelta hasta que la energia involucrada 
se pierde por friccion.) En consecuencia, para evitar fuentes de presion 
violentas, es aconsejable el uso de valvulas de cierre lento en las tuberias lar- 
gas y la instalacion de dispositivos de alivio o dispositivos de antimartilleo, 
tales como los tanques de oscilacion, en lugares adecuados para absorber el 
choque de la fuente de presion. Un dispositivo de antimartilleo, el cual basi- 
camente consta de una camara con aire encerrado, funciona como colchon 
neumatico para absorber el choque creado cuando el fluido hidraulico de 
flujo rapido es obligado a parar. En lugar del estruendoso golpeteo del 
fluido hidraulico contra los tubos y accesorios, se fuerza su rumbo hacia la 
camara de aire del dispostivo antimartilleo. El aire se comprime facilmente, 
por lo tanto, el fluido hidraulico precipitado comienza a comprimir el aire 
interior, absorbiendo asi la energia extra que pudiera de otra forma causar 
martilleo. Cuando el fluido hidraulico de nuevo esta en reposo, el aire inte¬ 
rior comprimido se expande y queda listo para el siguiente acontecimiento. 

En los sistemas de plomeria domesticos, donde las maquinas lavadoras 
crean casi siempre este tipo de problema a causa de los frecuentes ciclos de 
apertura y cierre de las valvulas automaticas, un dispositivo antimartilleo 
(tal como un tubo o cilindro con un extremo sellado y el otro extremo co- 
nectado a la tuberia de agua de modo que el aire quede encerrado dentro del 
tubo del cilindro) se instala cerca de los grifos que suministran el agua a es- 
tos equipos. 
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Cavitaci6n. Cuando la velocidad del flujo liquido se incrementa local- 
mente y el liquido fluye en una region donde la presion se reduce a la pre¬ 
sion de vapor, el liquido hierve y se desarrollan bolsas de vapor. En esta si¬ 
tuation, las burbujas de vapor son transportadas con el liquido hasta que se 
alcanza una region de mas alta presion y estallan subitamente. Cuando las 
bolsas de vapor estallan, las fuerzas ejercidas por el liquido que se precipita 
dentro de la cavitation crean una muy alta presion localizada y causan cha- 
paleteo de la superficie sdlida, un proceso que se da acompanado de ruido y 
vibration. Este proceso de vaporization y estallido subsecuente de las bur¬ 
bujas de vapor en un flujo rapido de un liquido se llama cavitation. Por 
ejemplo, en una bomba centrifuga, si la cavitacibn aparece a causa de una 
caida de presion en la entrada, ocurren vibration y ruido y la eficiencia cae. 
Mas aun, la bomba puede danarse. Puesto que este proceso causa tales efec- 
tos indeseables como la diminution de la eficiencia, el dano a los conductos 
del flujo, ruido y vibration, los sistemas hidraulicos deben disenarse para 
evitar la cavitation eliminando regiones de baja presion local y/o utilizando 
materiales especiales resistentes a la cavitation o recubrimientos. 


4-3 PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS HIDRAULICOS 

Las propiedades del fluido hidraulico tienen un efecto importante en el 
funcionamiento de los sistemas hidraulicos. Ademas de servir como un me¬ 
dio para la transmision de potencia, el fluido hidraulico debe mantener al 
minimo el desgaste de las partes moviles proveyendo una lubrication satis- 
factoria. En la practica', los aceites basados en el petroleo con los aditivos 
adecuados son los fluidos hidraulicos mas comunmente utilizados porque 
ofrecen buena lubricacibn para las partes moviles en el sistema y son casi in- 
compresibles. Es necesario el uso de aceite limpio de alta calidad para la 
operacibn satisfactoria del sistema hidraulico. Las paginas siguientes descri- 
ben aquellas caracteristicas fisicas de los fluidos hidraulicos que son necesa- 
rias para explicar los sistemas hidraulicos. 

Densidad y volumen especifico. La densidad de masa p de una sustan- 
cia es su masa por unidad de volumen. Las unidades comunmente usadas 
son kg/m 3 , lb/ft 3 , slug/ft 3 , etcetera. Para el agua a la presion atmosferica 
estindar (1.0133 x 10 5 N/m 2 abs, la cual es igual a 1.0332 kg 7 /cm 2 abs o 
14.7 lb 7 /in 2 abs) y temperatura est£ndar (277.15 K que es igual a 4°C 
o 39.2°F), la densidad de masa es 

p = 1000 kg/m 3 - 62.43 lb/ft 3 = 1.94 slug/ft 3 

Para los aceites basados en petroleo, la densidad de masa es aproximada- 
mente 


p = 820 kg/m 3 = 51.2 lb/ft 3 = 1.59 slug/ft 3 
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El volumen espedfico v es el reciproco de la densidad p. Es el volumen 
ocupado por una unidad de masa del fluido, o bien 



P 


Peso espedfico y densidad especifica. El peso espedfico y de una sus- 
tancia es su peso por unidad de volumen. Las unidades comunmente usadas 
son N/m 3 , kg/m 3 , etcetera. Para el agua a la presidn atmosferica y tempe- 
ratura estandar, 

y = 9.807 x 10 3 N/m 3 = 1000 kg/m 3 = 62.43 lb/ft 3 

Para los aceites basados en petrbleo, el peso espedfico es aproximada- 
mente 

y = 8.04 x 10 3 N/m 3 = 820 kg/m 3 = 51.2 lb/ft 3 
El peso especifico y y la densidad de masa p estan relacionados por 

7 = PS 

donde g es la aceleracion de la gravedad. 

La densidad especifica de una sustancia es la relacion de su peso con 
respecto al peso de un volumen igual de agua a la presidn atmosferica y tem- 
peratura estandar. 

La densidad p de un liquido es funcion de la presion y la temperatura. 
Puede escribirse 

P = + a{p - p 0 ) - b(6 - e 0 )} 

donde p, p, y 0 son la densidad de masa, la presidn y la temperatura, respec- 
tivamente. (Se supone que la densidad del liquido es p 0 cuando la presion es 
p 0 y la temperaturaflo.) Los valores de a y b son positivos. Asi pues, la densi¬ 
dad de masa de un liquido se incrementa cuando la presibn se incrementa y 
decrece cuando la temperatura se incrementa. Los coeficientes a y b se Ha¬ 
inan mddulo de compresibilidad y coeficiente de expansidn cubica , respecti- 
vamente. 

Modulos de compresibilidad y de dispersidn. La compresibilidad de un 
liquido se expresa por medio de su mbdulo de dispersidn. El mddulo de dis¬ 
persidn de un liquido y el mddulo de compresibilidad son reciprocamente 
inversos. Si la presidn de un liquido de volumen V se incrementa por dp, esto- 
causara un decrecimiento en el volumen dV. El mddulo de dispersidn K se 
define por 

K - d P 
" -dV/V 

(Notese que dV es negativo, de modo que — dV es positivo.) El mddulo de 
dispersidn del agua a la temperatura y presidn ordinarias es aproximada- 
mente 2.1 x 1CP N/rrf, lo cual es igual a 2.1 GPa (gigapascal), 2.14 x 10 
kg/cm 2 , o 3 x 10 5 lb/in 2 . 
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Es importante observar que todos los fluidos hidraulicos se combinan 
con el aire en cierta medida. De modo que en la determination experimental 
del mbdulo de dispersion y el valor de este, de cualquier liquido, depende de 
la cantidad de aire que contenga. 

Viscosidad. La viscosidad, la propiedad mas importante del fluido 
hidraulico, es una medida de la friccidn interna o de la resistencia del fluido. 
Una viscosidad baja significa un incremento en las perdidas por escurri- 
miento y una alta viscosidad implica una operation lenta. En los sistemas 
hidraulicos, las viscosidades disponibles estan limitadas por las caracteristi- 
cas de operation de la bomba, motor y valvulas, tanto como por las tempe- 
raturas del ambiente y de operation. La viscosidad de un liquido decrece 
con la temperatura. 

La viscosidad se mide mediante la observation del tiempo requerido 
por un cierto volumen del liquido para fluir, en ciertas condiciones como 
enfrentarse a un tubo corto de orificio pequefio. 

La resistencia causada por un fluido al movimiento relativo de sus par¬ 
tes se llama viscosidad dinamica o absoluta. Es relation de su esfuerzo cor- 
tante a la razon de cambio en la deformacidn cortante de un fluido. El coe- 
ficiente de viscosidad dinamica o absoluta p es la resistencia causada por 
una lamina del fluido al movimiento paralelo a esa lamina u otra lamina del 
fluido a una distancia unitaria de ella, con una velocidad relativa unitaria. 

Las unidades del SI para la viscosidad dinamica son N-s/m 2 y kg/m-s. 
La unidad cgs de la viscosidad dinamica es el poise (P) (dyn-s/m 2 o g/cm-s). La 
unidad del SI diez veces mayor que la unidad poise. El centipoise (cP) es 
1/100 de poise. (Notese que la viscosidad dinamica del agua a 20.2°C o 
68.4°F es 1 centipoise.) Las unidades BES de viscosidad dinamica son lb f- 
s/ft 2 y slug/ft-s. Notese que 

1 slug/ft-s = 1 lby-s/ft 2 = 47.9 kg/m-s = 47.9 N-s/m 2 
1 P = 100 cP - 0.1 N-s/m 2 

La viscosidad cinematica v es la viscosidad dividida entre la densidad 
de masa o 

u 

v = — 

P 

donde p es la densidad de masa del fluido. La unidad en el SI de la viscosidad 
cinematica es mVs, en tanto que la unidad cgs de la viscosidad cinematica es 
el stoke (St) (cm 2 /s) y 1/100 stoke se llama centistoke (cSt). La unidad BES 
de viscosidad cinematica es fP/s. Al cambiar del stoke al poise, multiplique 
por la densidad de masa en g/cm 3 . Adviertase que 

1 nP/s (Unidad en el SI de viscosidad cinematica) 

= 10.764 ft 2 /s (Unidad BES de energia cinematica) 

1 St = 100 cSt = 0.0001 m 2 /s 
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La tabla 4-2 resume las unidades usadas para las viscosidades dinamica y ci¬ 
nematica en diferentes sistemas de unidades, y la tabla 4-3 muestra las visco¬ 
sidades dinamica y cinematica del agua. Para aceites hidraulicos en condi- 
ciones de operacion normales, la viscosidad cinematica es de alrededor de 5 
a 10 centistokes (5 x 10~ 6 a 100 x 10" 6 m 1 2 3 /s). 

Los aceites de petroleo tienden a adelgazarse cuando la temperatura se 
incrementa y a engrosarse cuando la temperatura decrece. Si el sistema ope¬ 
ra sobre una amplia escala de temperatura, debe usarse un fluido que tenga 
una sensibilidad relativamente menor a los cambios de temperatura. 


Tabla 4-2. Unidades de las viscosidades dinamica 
y CINEMATICA 


\ Sistema 
\. de 
\unida- 


Sistemas absolutos 

Sistemas gravitacionales 

^des 
Visco- \ 
sidad \ 

SI 


mks 

cgs 

Metrico 
de ingenieria 

Ingles 

de ingenieria 

Viscosidad 

dinamica 

N-s 

—T 0 
m 2 

_kg 

m-s 


dyn-s Q g 
cm 2 cm-s 

(poise) 

kg/-s 

m 2 


Viscosidad 

cinematica 

m 2 


m 2 

cm 2 

m 2 

ft l 

V 

s 


s 

s 

(stoke) 

s 

s 


Algunas observaciones adicionales sobre los fluidos hidraulicos. Para 
concluir esta section, en seguida se hacen algunas observaciones adicionales. 

1. Aunque los fluidos como el agua, el aceite crudo, los aceites vegetal 
o animal transmitiran potencia hidraulica, no deben usarse como fluidos 
hidraulicos por su falta de capacidad para lubricar correctamente y resistir 
asperezas, corrosion, jabonadura, etcetera. 

2. La vida operativa de un fluido hidraulico depende de su resistencia a 
la oxidacion. La oxidation del fluido hidraulico la causan el aire, el calor y la 
contamination. Observese que cualquier fluido hidraulico se combina con 
el aire en cierta medida, especialmente a altas temperaturas de operacibn. 
Notese tambien que la temperatura de operacion del sistema hidraulico debe 
conservarse entre 30 y 60°C. En temperaturas de operacibn por arriba de 
70°C, la oxidacion se acelera. Los fluidos de grado Premium usualmente 
contienen inhibidores que abaten la oxidacion. 

3. Cuando se opera a altas temperaturas, las propiedades importantes 
del fluido son la lubricidad, la viscosidad, la estabilidad termica, el peso y el 
modulo de dispersion. (Adviertase que estas no son variables independientes.) 
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Tibia 4-3. Viscosidades dinAmica y cinemAtica 

DEL AGUA 


Temperatura 

Viscosidad dinamica 

Viscosidad cinematica 

°C 

N-s/m 2 

v m 2 /s 

0 

1.792 x 10- 3 

1.792 x 10-s 

20 

1.002 x 10~ 3 

1.004 x lO- 6 

40 

0.653 x 10-3 

0.658 x 10-5 

60 

0.467 x 10-3 

0.475 x 10-5 

80 

0.355 x 10-3 

0.365 x 10-5 

too 

0.282 x 10-3 

0.295 x 10-5 

°F 

H lb y-s/ft 2 

v ft 2 /s 

32 

3.742 x 10" 5 

1.929 x 10-5 

100 

1.418 x 10-5 

0.736 x 10-s 

212 

0.589 x 10-5 

0.318 X 10-5 


4. En sistemas hidraulicos localizados cerca de fuentes de alta tempe- 
ratura, deben usarse fluidos resistentes al fuego. Estos fluidos estan dispo- 
nibles en varios tipos generales, tales como agua glicolada, aceite sintetico y 
emulsiones de agua y aceite. (En las emulsiones de agua y aceite, el aceite 
forma moleculas alrededor del agua para proveer la lubricidad.) 

4-4 LEYES BASICAS DEL FLUJO DE FLUIDOS 

Aqui obtendremos las ecuaciones basicas que gobiernan el flujo de un 
fluido tales como las ecuaciones de continuidad, la ecuacion de Euler y la 
ecuacion de Bernoulli. Comenzaremos con definiciones del numero de Rey¬ 
nolds, flujos laminar y turbulento, y otra terminologia necesaria y luego ob¬ 
tendremos las ecuaciones. 

Numero de Reynolds. Las fuerzas que afectan el flujo de un fluido 
don debidas a la gravedad, la flotacion, la inercia del fluido, la viscosidad, 
la tension superficial y factores semejantes. En muchas situaciones de flujo, 
las fuerzas resultantes de la inercia del fluido y la viscosidad son las mas sig- 
nificativas. De hecho, los flujos de fluido en muchas situaciones importan- 
tes estan dominados ya sea por la inercia o por la viscosidad del fluido. La 
relacion adimensional de la fuerza de inercia con respecto a la fuerza viscosa 
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se llama numero de Reynolds. Asi pues, un numero de Reynolds grande in- 
dica el predominio de la fuerza de inercia y un numero pequeflo el predomi- 
nio de la viscosidad. El numero de Reynolds R esta dado por 

R = P VD 

donde p es la densidad de masa del fluido,/* la viscosidad dinamica, v la ve- 
locidad promedio del flujo y D una longitud caracteristica. Para el flujo en 
tubos, la longitud caracteristica es el diametro interior del tubo. Puesto que 
la velocidad promedio v del flujo en un tubo es 



donde Q es la raz6n de flujo volumetrico, A el area del tubo y Del diametro in¬ 
terior del tubo, el numero de Reynolds para el flujo en tubos puede darse por 


r-P vD = 4 pQ 

fi nfiD 


Flujo laminar y flujo turbulento. El flujo dominado por la fuerza de 
viscosidad se llama flujo laminar. Esta caracterizado por un movimiento del 
flujo suave, segun lineas paralelas. Cuando dominan las fuerzas de inercia, 
el flujo se llama flujo turbulento y est& caracterizado por un movimiento del 
flujo irregular y como remolino. Para un numero de Reynolds por abajo de 
2000 o R < 2000, el flujo es siempre laminar. Para un numero de Reynolds 
4000 oR > 4000, el flujo es usualmente turbulento excepto en casos espe- 
ciales. 
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Flujo turbulento en tubo 

Fig. 4-17. (a) Perfil de velocidad del flujo laminar; (b) perfil de 
velocidad del flujo turbulento. 
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En los tubos capilares el flujo es laminar. Si las velocidades se man- 
tienen muy bajas o las viscosidades son muy altas, el flujo en tubos de 
diametro relativamente grande puede resultar tambien un flujo laminar. En 
general, el flujo en un tubo es laminar si la section transversal del conducto 
es comparativamente pequefla y/o la longitud del tubo es relativamente 
grande. De otro modo resulta el flujo turbulento. Debe notarse que el flujo 
laminar es sensible a la temperatura, ya que depende de la viscosidad. 

En el flujo laminar, el perfil de velocidad en un tubo se hace parabolico 
como en la Fig. 4-17(a). La figura 4-17(b) muestra el perfil de velocidad en 
un tubo con flujo turbulento. 

Los procesos industriales a menudo incluyen el flujo de liquidos a tra- 
v6s de tubos de conexibn y tanques. En los sistemas de control hidraulicos 
hay muchos casos de flujo a traves de pequeftos conductos tales como un 
flujo entre carrete y orificio y entre pistbn y cilindro. Las propiedades de tal flu¬ 
jo a traves de pequefios conductos depende del numero de Reynolds del flujo 
involucrado en cada situacibn. 

Linea de corriente. Una linea de corriente es una linea continua tendi- 
da a travfcs del fluido de modo que tenga la direccibn del vector velocidad en 
cada punto (Fig. 4-18). Por lo tanto, ningun flujo puede cruzar a una linea 
de corriente. 

Tubo de corriente. Un tubo de corriente es el tubo hecho con todas las 
lineas de corriente que pasan por una curva cerrada (Fig. 4-19). Ningun flu¬ 
jo puede atravesar sus paredes porque el vector de velocidad no tiene com- 
ponente normal a la superficie del tubo. 




Flujo estable. Si la presion, la velocidad, la densidad, la temperatura y 
factores similares en cualquier punto del flujo no cambian con el tiempo, se 
dice que el flujo es estable. Esto es, en flujo estable cualquier punto se man- 
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tiene constante en el espacio. 





dT 

dt 


= 0 


donde p, v, p, y T son la presion, el vector de velocidad, la densidad y la tem- 
peratura, respectivamente. 

Se dice que el flujo es inestable si la condition en cualquier punto cam- 
bia con el tiempo. El analisis del flujo inestable es mucho mas complejo que 
el del flujo estable. 


Volumen de control. Un volumen de control se refiere a una region en 
el espacio. Aunque del todo arbitrario, el tamafio y la forma del volumen de 
control frecuentemente se escogen con el objeto de simplificar el analisis. El 
uso de un volumen de control es conveniente en el analisis de situaciones 
donde el flujo ocurre adentro y afuera del espacio. 

Ecuaciones de continuidad. Las ecuaciones de continuidad se obtienen 
aplicando el principio de conservation de la masa del flujo. Este principio 
establece que la masa dentro de un sistema permanece constante con el tiempo. 

Las ecuaciones de continuidad para un volumen de control establecen 
que la razon de incremento con respecto al tiempo de la masa dentro de un 
volumen de control es igual a la razon de cambio neto de masa que fluye ha- 
cia el volumen de control. 

Considerese un flujo estable a traves del tubo de corriente mostrado en 
la Fig. 4-20(a), donde el volumen de control constituye las paredes del tubo 
de corriente y las secciones transversales dA x y dA 2 que son normales al 




Fig. 4-20. (a) Tubo de corriente; (b) conjunto de tubos de corriente. 
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tubo de corriente. Si definimos p x y p 2 como las densidades de masa en las 
secciones transversales dA x y dA 2 , respectivamente, entonces al aplicar el 
principio de conservacibn de masa, obtenemos 

p x v x dA x = p 2 v 2 dA 2 

Esta es la ecuacion de continuidad aplicada a dos secciones transversales a 
lo largo de un tubo de corriente en flujo estable. 

En una coleccion de tubos de corriente como se muestra en la Fig. 4-20(b), 
si las densidades promedio son p x y p 2 sobre las secciones transversales A x y 
A 2 , respectivamente, y las velocidades promedio son V x y V 2 sobre las sec¬ 
ciones transversales A x y A 2 , respectivamente, entonces, 

P\Y\A\ — p 2 V 2 A 2 

donde 

V, = 4- f v t dA„ K, = if v t dA t 

1 JA\ 2 JAi 

Definiendo las descargas Q y Qz como 

Qx=A x V x , Q 1 = A 2 V 1 
podemos escribir la ecuacion de continuidad como 

P\Q\ — P2Q2 

Para flujo estable incompresible, tenemos p x = p 2 . Por lo tanto, 

Q 1 — Qi 

0 bien 

A x V t = A 2 V 2 

Esto significa que la razon de cambio del flujo de un liquido en un tubo es 
constante en cualquier seccion transversal. 

Ecuacion de movimiento de Euler. Considerese un tubo de corriente 
infinitesimal de longitud ds como se muestra en la Fig. 4-21. Considerese 
tambien el volumen de control compuesto por la pared del tubo de corriente 
entre las secciones 1 y 2 mas las areas de las secciones 1 y 2 que son normales 
al tubo de corriente. Fijemos este volumen de control en el espacio y consi- 
deremos el flujo que lo atraviesa. Para simplificar el analisis, supongamos 
que la viscosidad es cero o que el fluido no tiene friccion. 

La masa del fluido en el volumen de control es pdAdsy la aceleracion 
de esta masa es dv/dt. La fuerza de presion que actua sobre la seccion 1 en 
la direccion positiva de 5 es p dA y la que actua en la seccion 2 en la direc- 
ci6n negativa de 5 es p - 1 - {dp/ds)ds dA. La fuerza de gravedad es pg dA ds. 
Cualesquiera fuerzas sobre los lados del volumen de control son normales a 
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Fig. 4-21. Tubo de corriente infini¬ 
tesimal de longitud ds. 


s y no participan en la ecuacion. Aplicando la segunda ley de Newton, tene- 
mos la ecuacion de movimiento 

m^= p dA — [p + ^ ds^ dA — pg dA ds cos 9 


donde m = p dA ds. So 

p dA ds^ = —- ^ ds dA — pg dA ds cos 9 

o bien 


dv _1 dp 

dt ~ p Js 


g cos 6 


En general, la velocidad v de 5 y /, o v = v(s, t). Por lo tanto, 


dv __ dv ds j_ 

dt ~~ 57 dt 1 


dv dv 
Tt~ v Ts 


+ 


dv 

57 


(4-1) 


(4-2) 


A1 sustituir la Ec. (4-2) en la Ec. (4-1), encontramos 


v~ + dv = --L?P 

ds 57 _ p ds 


geos 9 


Y observando que cos 6 = dz/ds, donde z es el desplazamiento vertical, esta 
ultima ecuacidn puede escribirse 


dv dv 

“55 + 57 


+ 


7& + 4i- 0 


la cual es la ecuacion de movimiento de Euler . 

El flujo estable, dv/dt = 0, y la Ec. (4-3) se simplifica a 


dv 1 dp 

v 57 + 7^7 


, J Z 

+ g Ts 


= 0 


(4-3) 


El flujo estable, puesto que v, p y z son funciones de s, solo la ultima 






Scanned and Edited By YORCH® 


Sec. 4-4 


Leyes BAsicas del Ru jo de Ruidos 191 


ecuacion puede reescribirse como 


dv . 

v Ts + 


Ldp + = 0 

pds +g ds 


o bien 


v dv + g dz = 0 (4-4) 

la cual es la ecuacion de Euler de movimiento en flujo estable. 

Ecuaci6n de Bernoulli. Para flujo estable, sin friction (significa que el 
flujo tiene viscosidad despreciable) e incompresible, la Ec. (4-4) puede ser 
integrada para dar 


v 2 

T 



= constante 


(4-5) 


Esta ecuacion es la ecuacion de energia para el flujo estable a traves de un 
volumen de control. A1 dividir ambos lados de la Ec. (4-5) entre g, tenemos. 


V 2 D 

7T- + — + z — constante 

2 g y 


(4-6) 


donde y = pg. Esta ecuacion se llama ecuacidn de Bernoulli. Cada uno de 
sus terminos tiene la dimension de longitud. La ecuacion (4-6) muestra que 
a lo largo de un tubo de corriente la suma de la velocidad v 2 /{2g), la presion 
p/y y la altura potencial z es constante (Fig. 4-22). Si la velocidad en alguna 
seccidn se incrementa, la presion de altura mas la altura potencial deben 
decrecer y viceversa; estos es, la altura total en todas las secciones es cons¬ 
tante. 



Fig. 4-22. Diagrama para ilustrar que 
la suma de la altura de velocidad, la al¬ 
tura de presion y la altura potencial es 
constante-ecuacion de Bernoulli. 
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Para el flujo inestable, la Ec. (4-3) puede reescribirse como 

±.(!t + A+ = o 

dt 1 ds\2 p 

La integration de esta ultima ecuacion a lo largo del tubo de corriente resulta 


r 


S*+T+f 


+ gz — constante 


En la secciones transversales 1 y 2, obtenemos 

dv 


"* s i 

Jo 


<t> ds + £ + P± + gz 
dt ' 2 r p S 


1 = 

Jo 


dI ds + i + P J + ^ 


o bien 


( v\ , p i 

C2 + J 


gz 1 




£2 

p 


K 


dv 

dt 




( 4 - 7 ) 


La ecuacion (4-7) se llama ecuacion de energia para el flujo inestable a tra- 
ves de un volumen de control. 


Flujo a traves de un orificio. Un orificio es una restriccion subita de 
corta longitud en un conducto de flujo. Existen dos tipos de regimen de flu¬ 
jo, dependiendo de que dominen las fuerzas viscosas o las de inercia [Fig. 
(4-23(a) y (b)]. A causa de la ley de continuidad, la velocidad del flujo a tra¬ 
ves de un orificio debe incrementarse por arriba de la velocidad corriente 
arriba. 



(a) 


Fig. 4-23. (a) Flujo a traves de un ori¬ 
ficio cuando el numero de Reynolds es 
bajo; (b) flujo a traves de un orificio 
cuando el numero de Reynolds es alto. 



En la Fig. 4-23(a) la caida de presion se origina por las fuerzas cortan- 
tes internas que resultan de la viscosidad. Esta situacion ocurre cuando el 
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numero de Reynolds es bajo. La figura 4-23(b) muestra el caso donde la 
calda de presion a traves del orificio se origina por la aceleracion del fluido 
de la velocidad corriente arriba a la velocidad del chorro mas alta. La si¬ 
tuation aparece aqui cuando el numero de Reynolds es alto. El flujo 
corriente abajo se hace turbulento. Puesto que los flujos de orificio mas im- 
portantes ocurren como en la Fig. 4-23(b), a continuation consideraremos 
este caso en detalle. 

En relation con la Fig. 4-23(b), la velocidad del fluido se incrementa a 
velocidad de chorro entre las secciones 1 y 2. El area del chorro emitido es 
menor que el area del orificio. El punto a lo largo del chorro donde el area 
del chorro se hace minima se llama vena contracta. La relation entre el &rea de 
la corriente A 2 en la vena contracta y el area del oficio A$ se llama coefi- 
ciente de contraction C c , o sea 


A 2 — C c A 0 

Puesto que el flujo entre las secciones 1 y 2 es de linea de corriente, 
puede aplicarse la ecuacion de Bernoulli. De la Ec. (4-6) obtenemos, en las 
secciones 1 y 2, la ecuacion 


I P i _L 7 - v 2 I Pi 4 - z 

2i+7 + ,_ 2g + 7 + 2 


(4-8) 


Si suponemos Z\ = Zz, entonces la Ec. (4-8) se hace 

vl-vi = ^( Pi - Pl ) (4-9) 

De la ecuacion de continuidad, tenemos 

VjA t =v 2 A 2 (4-10) 

donde Ax y A 2 son las areas de la corriente en las secciones 1 y 2, respectiva- 
mente. 

Utilizando las Ecs. (4-9) y (4-10), encontramos 

1 


2* 


(P i — Pi) 


Vl - (AJA^'V y 

Entonces la razon del flujo volumetrico en la vena contracta es 


v,A- 


yr 


- {aja 

C c A 0 


¥(P t 


Pi) 


yi 


(CcAq/A]) 


2 g 


(P i - Pi) 


(4-11) 


La ecuacion (4-11) da la raz6n de flujo a traves del orificio. Sin embargo, 
esto es aproximado porque la friction viscosa del fluido no fue considerada. 
Para tomar en cuenta la friction viscosa despreciada, se introduce un factor 
empirico llamado coeficiente de velocidad C v para dar la razon de flujo Q: 

Q = C v v 2 A 2 
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o bien 

2 = ~ Pl) = ^ (4 ' 12) 

donde c, el coeficiente de descarga, es 

C C 

c = Vt - (C‘ai/1 f5 

El valor del coeficiente de descarga c casi siempre se obtiene en forma expe¬ 
rimental. 

En el caso de las valvulas hidraulicas donde el area de estrangulamiento 
se ajusta para controlar la presion y la raz6n de flujo, la Ec. (4-12) sirve como 
una ecuacion basica. 

Comentarios. En conclusion, nos gustaria mencionar que las perdidas 
por friccibn excesivas en las lineas hidraulicas deben evitarse. Cuando un 
fluido fluye en una linea hidraulica, algo de la energia que se transfiere, se 
pierde en la forma de energia calorifica que resulta de la friccibn. A1 disefiar 
lineas hidraulicas deben eliminarse las causas de friccion excesiva, tales como 
demasiada longitud de las lineas, un numero grande de curvas (o codos), ac- 
cesorios y valvulas, la velocidad del fluido excesiva como resultado de lineas 
subdimensionales y la excesiva viscosidad del fluido. 


4-5 ELABORACION DE MODELOS MATEMATICOS (MODELADO 

MATEMATICO) DE SlSTEMAS HIDRAULICOS 

Los procesos industriales a menudo incluyen sistemas que constan de 
tanques llenos de liquido conectados por tubos con orificios, valvulas y 
otros dispositivos que restringen el flujo. Las caracteristicas dinamicas de 
tales sistemas pueden analizarse mediante el uso de las leyes fundamentales 
(Sec. 4-4) que gobiernan el flujo de los liquidos. En esta seccibn trataremos 
el modelado matematico de los sistemas hidraulicos. (El modelado matema- 
tico de una valvula hidraulica se expone en la Sec. 4-6 y los detalles del mo¬ 
delado de controladores hidraulicos en el capitulo 8.) 

En los capitulos 2 y 3 se establecib que existen tres tipos de elementos 
basicos en los sistemas mecanicos y electricos: elementos de inercia, elemen¬ 
tos de resorte y elementos amortiguadores para los sistemas mecanicos; ele¬ 
mentos resistivos, elementos capacitivos y elementos inductivos para siste¬ 
mas electricos. A1 igual que en los sistemas mec&nicos y electricos, hay tres 
tipos de elementos b&sicos en los sistemas hidraulicos que aqui nos ataften: 
elementos resistivos, elementos capacitivos y elementos de inertancia. [Nb- 
tese que los terminos inercia, inductancia e inertancia representan efectos de 
inercia de los sistemas. El termino inercia se usa en los sistemas mecanicos, 



Scanned and Edited By YORCH® 


Sec. 4-5 ElaboraciOnde Modelos MatemAticosde Sistemas HidrAulicos 195 


d termino inductancia en los sistemas eleetricos y el termino inertancia en 
los sistemas de fluidos (hidraulico y neumatico)]. 

Comenzaremos esta secci6n con exposiciones sobre un liquido que flu- 
ye desde un orificio en la pared de un tanque, seguidas por definiciones de 
resistencia, capacitancia e inertancia de los sistemas hidraulicos. Luego ob- 
tendremos modelos matematicos de sistemas de nivel de liquido en terminos 
de la resistencia y la capacitancia. La seccion concluira con un analisis de 
respuesta simple de sistemas de nivel de liquido. 


Flujo desde un orificio en la pared de un tanque. Considerese el flujo 
de un liquido a traves de un orificio en la pared de un tanque. En relacion 
con el sistema de nivel de liquido de la Fig. 4-24, supongase que el liquido con 
viscosidad pequefia o despreciable chorrea por el orificio y que el flujo es 
turbulento. La seccion transversal del chorro es menor que el area del orifi¬ 
cio. La secci6n transversal donde la contraccidn es mayor es la vena 
contracta. Las lineas de corriente son paralelas a lo largo del chorro en esta 
seccidn y la presion es la atmosferica. 


Fig. 4-24. Sistema de nivel liquido. 


T) 



Denotemos por H la altura al nivel del orificio que se mide desde el 
celitro del orificio hasta la superficie libre y se supone constante. 

Si aplicamos la ecuaci6n de Bernoulli desde la superficie libre (nivel 
1-1) hasta el centro de la vena contracta (nivel 2-2), entonces 


I £i _l z 

2g + r + ' 


vl 


= 4- El + 

2 g + y ^ 


Escojamos la presi6n atmosferica como presi6n de referencia y el nivel 2-2 
como elevacidn de referencia. Al sustituir v t = 0, pi = 0, Z\ = H,y z* = 0 
en esta ultima ecuacidn, tenemos 



o bien 
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Como resultado de la friccion del liquido (debida a la viscosidad) en el orifi- 
cio, la velocidad real es de 1 a 2% menor que la obtenida por esta ultima 
ecuacidn. Para tomar las perdidas por friccidn, generalmente introducimos 
el coeficiente de velocidad C v . La descarga real Q desde el orificio es el pro- 
ducto de la velocidad real de la vena contracta y el area del chorro. En ter- 
minos del coeficiente de contraction C c o 



donde A 0 es el area del orificio y A 2 es el area del chorro, la descarga real 
puede darse como 

Q = C V C C A 0 J2£H = (4-13) 

donde c = C v C c es el coeficiente de descarga. 

El orificio estandar para propdsito de medicion o regulation es el orifi¬ 
cio de borde afilado u orificio de placa delgada. El valor del coeficiente de 
descarga de estos orificios es alrededor de 0.61. 


Resistencia. La resistencia de un elemento fisico (ya sea mecanico, 
electrico, hidraulico o neumatico) puede definirse como el cambio en poten- 
cial requerido para producir un cambio unitario en la corriente, razon de 
flujo o velocidad, o bien 

_ . . cambio en potencial 

RpQKtpnri/i — _ 

cambio en corriente, razon de flujo o velocidad 


En flujo liquido en tubos, orificios, valvulas o cualesquier otro disposi- 
tivo restrictor de flujo, el potencial puede corresponder ya sea a la presion 
diferencial (N/m 2 ) (diferencia de presion entre la corriente arriba y la 
corriente abajo en un dispositivo restrictor de flujo) o altura diferencial (m), 
y la razon de flujo puede ser la razon de flujo liquido (m 3 /s). A1 aplicar la 
definition general precedente de resistencia a un flujo liquido, tenemos 


Resistencia R = 

o bien 


cambio de potencial N/m 2 
cambio en presion diferencial mVs 


N-s 

m 5 


Resistencia R = 


cambio en altura diferencial m s 
cambio en razon de flujo mVs m 2 


Ejemplo 4-1. Considerese el sistema mostrado en la Fig. 4-25(a) y (b). En la parte (a) 
el orificio en un tubo de conexibn restringe el flujo. De igual forma, en la parte (b), 
la v&lvula en un tubo tambien restringe el flujo. Las propiedades din&micas de tal sis¬ 
tema no dependen de la construcci6n fisica del dispositivo que causa la restriccidn. 
En conse 'encia, estos dos sistemas pueden tratarse en forma semejante definiendo 
la resistencia del flujo a traves de un orificio o v41vula en un tubo. 
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En relation con la Fig. 4-25(b), escojamos la altura como una medida del po¬ 
tential. 


t 



1 

1 



T 


+ 


—- 0 

(a) 




t 

H z 

1_ 

—— 

_1_ 


0 


Fig. 4-25. Sistema de nivel liquido. 


(b) 


Entonces la resistencia puede definirse como el cambio en la altura diferencial nece- 
sario para causar un cambio unitario en la razon de flujo o 


Resistencia R = 


cambio en la altura diferencial m 
cambio en la razon de flujo mVs 


d(Hi - H 2 ) 
dQ 


s/m 2 


La resistencia del flujo liquido depende de las condiciones del flujo (flujo lami¬ 
nar y flujo turbulento). Consideremos primero la resistencia del flujo laminar. 

En el flujo laminar, la razon de flujo Q mVs y la altura diferencial (M - H 2 )m 
son proporcionales o 

Q = Kt(H i - H 2 ) 


donde K t es una constante de proporcionalidad. Por lo tanto, la resistencia del flujo 
laminar R, puede darse por 


» _ d(H i - Hj) _ H x ~H 2 _ J_ 
' dQ Q K t 


s/m 2 


N6tese que la resistencia del flujo laminar es constante. 

A1 considerar el flujo laminar a traves de un tubo cilindrico, la relation entre la 
altura diferencia h (= Hi — /£)myla razon de flujo Q m? /s esta dada por la formu¬ 
la de Hagen-Poiseuille 


donde 

v 

L 

D 


h = 


128vL 
gnD 4 U 


viscosidad cinematica, irf/s 
longitud del tubo, m 
diametro del tubo, m 
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Por lo tanto, la resistencia del flujo laminar R t para el flujo liquido a trav6s de tubos 
cillndricos est& dada por 




dh 

dQ 


128 VL 
gnD* 


s/m 2 


En la practica, debe notarse que el flujo laminar en los tubos raramente ocurre en los 
procesos industriales. 

Pasemos a continuation a la resistencia del flujo turbulento R t . Para el flujo 
turbulento, en relation con la Ec. (4-12) o (4-13), la razon de flujo a traves de la 
restriction puede darse por 


Q = KsjH x - H 2 (4-14) 

donde K t es una constante. Puesto que Q y (H x — H 2 ) estan relacionadas por una 
ecuacion no lineal, la resistencia del flujo turbulento R, no es constante. De la Ec. 
(4-14) tenemos 


d{H x - H 2 ) _ 2(H t - H 2 ) 
dQ Q 

La resistencia del flujo turbulento R t esta dada por 


„ d{H x - H 2 ) _ 2{H\ - H 2 ) 
dQ ~ Q 

El hecho de que la resistencia del flujo turbulento R t no sea constante sino que de- 
penda de la razon de flujo Q y de la altura diferencial (H x — H 2 ) significa que debe- 
mos definirla mediante una condicion de operacion (como la raz6n de flujo y la altu¬ 
ra diferencial) y usar este valor de la resistencia solamente en la vecindad de la condi- 
ci6n de operacion. 


Capacitancia. La capacitancia de un elemento fisico puede definirse 
como el cambio en la cantidad de material o distancia requerido para pro¬ 
duct un cambio unitario en potencial o 

Capacitancia = c am ^^° en cantidad de material o distancia 

cambio en potencial 

En un sistema de tanque lleno de liquido, la cantidad de material puede 
ser el volumen del liquido (m 3 ), y el potencial puede ser, ya sea la presion 
(N/m 2 ) o la altura (m). Si aplicamos la definicion general precedente de la 
capacitancia al sistema del tanque lleno de liquido, el resultado es 


Capacitancia C = 
o bien 

Capacitancia C 


cambio en la cantidad de liquido m 3 


cambio en presion N/m 2 

cambio en la cantidad de liquido m 3 


m 5 

N 


o nr 


cambio en la altura m 

Al obtener modelos matematicos del sistema, tanque lleno de liquido, es 
conveniente escoger la altura como una medida del potencial, puesto que 
con esta seleccion la capacitancia del tanque lleno de liquido coincide con el 
area de la seccion transversal del tanque. Si esta es constante, la capacitan- 
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cia es constante para cualquier altura. Debe notarse que la capacitancia (m 2 ) 
es diferente de la capacidad (m 3 ). 


Inertancia. Los terminos inertancia, inertia e inductancia se refieren al 
cambio en potencial necesario para producir una razon de cambio unitaria 
en la razbn de flujo, la velocidad o la corriente [cambio en la razon de flu jo 
por segundo, cambio en la velocidad por segundo (aceleracion), o cambio 
en la corriente por segundo], o bien 

Inertancia (inercia o inductancia) 

_ cambio en el potencial 

cambio en la razon de flujo (velocidad o corriente) por segundo 


Para el efecto de inercia en el flujo de liquidos en tubos y dispositivos 

semejantes, el potencial puede ser aun la presion (N/m 2 ) o la altura (m), y el 

cambio'en la razon de flujo por segundo puede ser la aceleracion del flujo 

liquido volumetrico (m 2 /s 2 ). La aplicacion de la definicion general prece- 

dente de inertancia, inercia o inductancia da 

T . r cambio en presion N/m 2 N-s 2 

Inertancia / = -—---;—-——--- 7 -— o —— 

cambio en la razon de flujo por segundo m J /S 2 m 5 

0 bien 

Inertancia / 


cambio en la altura 


m 


cambio en la razon de flujo por segundo mVs 2 


A 

m 2 


Ejemplo 4-2 . Considerese un flujo de un liquido en una tuberia. La inertancia del 
flujo liquido es la diferencia de potencial (ya sea diferencia de presion o diferencia de 
altura) entre dos secciones en el tubo, requerida para causar una razon de cambio 
unitaria en la razon de flujo (una aceleracibn de flujo volumetrico unitaria). 

Supongase que el area de la section trasversal de un tubo es constante e igual a 
A m 2 y que la diferencia de presion entre dos secciones en el tubo es Ap N/m 2 . En- 
tonces la fuerza A Ap acelerara el liquido entre las dos secciones o 

^ A A p 

donde M kg es la masa del liquido en el tubo entre las dos secciones y v m/s es la velo¬ 
cidad del flujo liquido. Notese que la masa M es igual a pAL, donde p kg/m 3 es la 
densidad y L es la distancia entre las dos secciones consideradas. Por lo tanto, la ulti¬ 
ma ecuacion puede escribirse 

pAL^ = AAp 

Observando que Av m 3 /s es la razon de flujo volumetrico y definiendo Q = Av 
m 3 /s, podemos reescribir esta ultima ecuacion como 
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Si la presion (N/m 2 ) se escoge como medida del potencial, entonces la inertancia I del 
flujo liquido se obtiene como 


Inertancia del flujo liquido 


j — _ PL 

dQjdt A 


N-s 2 

m 5 


Si la altura (m) se escoge como medida del potencial, entonces, observando que A p = 
Ahpg, donde Ah es la altura diferencial, la Ec. (4-15) se hace 


o bien 


pLdQ 
A dt 


Ahpg 


L_dQ 
Ag dt 


Ah 


En consecuencia, 


Inertancia del flujo liquido 


Ah _ L s 2 
dQjdt ~ Ag m 2 


Con el objeto de ilustrar el calculo de la inertancia del flujo liquido, considfcrese 
el flujo de agua a traves de un tubo, el area cuya section trasversal es constante y es 
de 1 x 10 -3 m 2 y donde hay dos secciones separadas 15 m. Entonces, 


1000 M JE = 1.5 X 10 7 N-s 2 /m 5 
A 1 x 10 3 m 3 m 2 ' 


o bien 


/-4 = 


15 


Ag 1 x 10“ 3 x 9.81 m 2 m 


m — = 1529 s 2 /m 2 


Esto significa que si hay una altura diferencial de 1 m entre las dos secciones que es- 
tan separadas 15 m, la aceleracibn del flujo de agua volumetrico dQ/dt es 


dQ Ah Ah 1 
dt ~ I ~ L/Ag ~ 1529 


0.000654 m 3 /s 2 


Comentarios. 

1. A1 obtener modelos matem&ticos de sistemas hidr&ulicos en termi- 
nos de la resistencia, la capacitancia y la inertancia, estas cantidades deben 
expresarse en unidades consistentes. Por ejemplo, si escogemos presion 
(N/m 2 , kgy/cm 2 , lb/in 2 , etc.) o altura (m, cm, in, etc.) como una medida de 
potencial, la misma unidad de medida de potencial debe usarse para expre- 
sar resistencia, capacitancia e inertancia. Un comentario semejante se aplica 
a la raz6n de flujo liquido (m 3 /s, cm 3 /s, in 3 /s, etc.). En la medida que me¬ 
mos unidades consistentes, el modelo matem&tico permanece igual. 

2. La capacitancia del liquido y la inertancia del flujo liquido almace- 
nan energia como resultado de la presion y el flujo, respectivamente, y la re¬ 
sistencia del flujo liquido disipa energia. 

3. Los elementos de inercia en los sistemas mecanicos y los elementos 
inductivos en los sistemas electricos son elementos importantes para descri¬ 
be la dinamica del sistema. Sin embargo, al obtener modelos matematicos 
de tanques llenos de liquido conectados por tubos con orificios, valvulas, et- 
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cetera, solo la resistencia y la capacitancia son importantes, y los efectos de 
la inertancia del flujo liquido pueden ser despreciables. Tal inertancia del 
flujo liquido se hace importante solo en casos especiales. Por ejemplo, 
juega un papel dominante en la vibracion transmitida a traves del agua, tal 
como el martilleo del agua que resulta de los efectos de la inercia del flujo de 
agua en tubos y los efectos elasticos o de capacitancia del flujo del agua en 
tubos. Notese que esta vibracion o propagacibn de ondas resulta de los efec¬ 
tos de inertancia-capacitancia de los circuitos hidraulicos (comparables a la 
vibracion libre en un sistema mecanico masa-resorte o la oscilacion libre en 
lin circuito electrico LC. 

Elaboration de modelos matematicos para sistemas de nivel de liquido. 

Volviendo al sistema de nivel de liquido mostrado en la Fig. 4-26(a), obten- 
gamos un modelo matematico. Si la oscilacion de operation consiste en que 




(b) 

Fig. 4-26. (a) Sistema de nivel liquido; (b) curva altura contra razon 
de flujo. 
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la altura y la razbn de flujo varian poco respecto al periodo de tiempo consi- 
derado, puede encontrarse facilmente un modelo matematico en terminos 
de la resistencia y la capacitancia. En el presente analisis suponemos que el 
liquido que fluye de la valvula es turbulento. 

Definamos 

H = altura en estado estable (antes de ocurrir cualquier cambio), m 
h = pequefia desviacion de la altura de su valor en estado estable, m 
Q = razon de flujo en estado estable (antes de ocurrir cualquier cam¬ 
bio), m 3 /s 

< 7 , = pequefia desviacion de la raz 6 n de flujo de entrada de su valor en 
estado estable, m 3 /s 

q 0 = pequefia desviacion de la raz 6 n de salida de su valor en estado es¬ 
table, m 3 /s 

El cambio en el liquido almacenado en el tanque durante dt segundos es 
igual al flujo de entrada neto al tanque durante los mismos dt segundos y, 
por lo tanto, 

C dh = (q t — q 0 ) dt (4-16) 

donde C es la capacidad del tanque. 

La resistencia R del flujo liquido a traves de una valvula es, por defini¬ 
tion, 


donde, para el flujo turbulento, Q esta relacionado con H por 

Q = K a /H 

Puesto que la raz 6 n de flujo Q es proporcional a la raiz cuadrada de la altu¬ 
ra H, el valor de la resistencia R no es constante. En situaciones practicas, 
aunque la ecuacibn exacta que relaciona altura y raz 6 n de flujo puede no ser 
conocida, puede disponerse de una curva experimental que relacione altura 
y raz 6 n de flujo. Considerese la curva de altura contra razon de flujo 
mostrada en la Fig. 4-26(b), la cual puede ser o bien experimental o bien teb- 
rica. La resistencia R en el punto de operation (H = H,Q = Q) es igual a la 
pendiente de la curva en ese punto, la cual es igual a 2 H/Q. (Cuando el pun¬ 
to de operacibn se mueve, esta claro que el valor de la resistencia R cambia.) 

N 6 tese que si la condicibn de operacion varia un poco, esto es, si los 
cambios en altura y razbn de flujo son pequeftos durante el periodo de ope¬ 
racion considerado, entonces el valor de la resistencia R puede considerarse 
constante durante el periodo de operacibn entero y el sistema puede ser linea- 
lizado usando un valor de resistencia promedio. 

En el presente sistema definimos h y q 0 como pequeftas desviaciones de 
la altura en estado estable y de la razbn de cambio de salida en estado es- 
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table, respectivamente. Asi, 

dH = h, dQ = q 0 

Y la resistencia promedio R puede escribirse como 


„ dH_ _ h_ 
dQ~ q 0 

A1 sustituir q 0 =.h/R en la Ec. (4-16), obtenemos 


o bien 


„dh h 

C Tt =q, ~H 


RC^ + h = Rq, 


(4-17) 


Notese que RC tiene la dimension del tiempo y es la constante de tiempo del 
sistema. La ecuacion (4-17) es un modelo linealizado del sistema cuando h 
se considera la salida del sistema. Es v&lido tal modelo matem&tico linealiza¬ 
do con tal que los cambios en la altura y en la razon de flujo de sus respecti- 
vos valores en estado estable sean pequefios. 

Si q 0 (el cambio en la razon del flujo de salida) se considera la salida del 
sistema en vez de h (el cambio en altura), entonces se puede obtener otro: 
modelo matematico. Sustituyendo h = Rq 0 en la Ec. (4-17) da 


RC^ + q. = q, (4-18) 

la cual es tambien un modelo matematico linealizado del sistema. 

Observese que el sistema de nivel de liquido es analogo al sistema electri- 
co mostrado en la Fig. 4-27. Un modelo matematico para este ultimo es 

RC ilf + e ° = e ‘ (4_19) 


Fig. 4-27. Sistema electrico andlogo al 
sistema de nivel de liquido mostrado 
en la Fig. 4.26(a). 


R 



Comparando las Ecs. (4-18) y (4-19), vemos que son de la misma forma y 
por lo tanto, son an&logos. 


Ejemplo 4-3. En relation con el sistema de nivel de liquido de la Fig. 4-26(a), sup6n- 
gase que el tanque es circular con radio de 1.7 m y que la condition de operaciOn en 
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estado estable corresponde a 

H — 2 m, Q = 0.5 m 3 /min 

Cuando la razon de flujo de entrada se cambia de 0.5 rrf/min a 0.6 m 3 /min (o q t = 
0.1 mVmin), £cu&l es el cambio h en la altura como funcibn del tiempo? 

Puesto que Q ± H estan relacionadas por 

Q = K*J~H 

el coeficiente K se determina por 

0.5 = K«f2 


como 

K = 0.3536 

La nueva altura en estado estable H + h(oo ) debida al cambio en la razon de flujo de 
entrada puede encontrarse por 

Q + q t = H + h( oo) 

como 


H 



= 2.88 


De modo que la resistencia promedio R para el periodo transitorio es 


R - 


dH [H + h( oo)] - H _ 2.88 - 2 


= 8.8 min/m 2 


dQ (Q + q t ) - Q 0.6- 0.5 

La capacitancia C es la misma que el area de la superficie del tanque, 9.08 m 2 . El mo- 
delo matematico del sistema definido por la Ec. (4-17) se hace ahora 


o tambien 


8.8 x 9.08 + h = 8.8 x 0.1 

dt 


79.9 zn; + h = 0.88 
dt 


(4-20) 


Notese que la condicion inicial es /i(0) = 0. 

Definamos x = h — 0.88. Entonces la Ec. (4-20) se hace 


79.9 ^ + x = 0, 


jc(0) = -0.88 


Al suponer que la solucion x{t ) es 


obtenemos 


x(t) = Ae Xt 


19.9AXe Xt + Ae Xt — 0 
La ecuacion caracteristica es entonces 

79.9A + 1=0 



de la cual 
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Tambien, a partir de la condition inicial 


y se infiere que 


x(0) = A = -0.88 


*(/) = -0.88e~< I/79 - 9 >' 

En consecuencia, h(t) puede obtenerse como 

hit) = x(t) + 0.88 - 0.88[1 - fT^ 79 - 9 ”] 

Esta ecuacion da el cambio en altura como funcion del tiempo. Cuando t — oo , h{t) 
se aproxima a 0.88 m. (La altura total H + h se aproximara a 2.88 m.) 


*4-6 LINEALIZACION DE SlSTEMAS NO LlNEALES 

En esta section exponemos una tecnica de linealizacion aplicable a 
muchos sistemas no lineales. Es importante el proceso de linealizar sistemas 
no lineales, porque mediante la linealizacidn de ecuaciones no lineales, es 
posible aplicar numerosos metodos de analisis lineal que produciran infor¬ 
mation acerca del comportamiento de sistemas no lineales. El proceso de li¬ 
nealizacion que aqui se explica se basa en la expansion de la funcion no li¬ 
neal en series de Taylor en la vecindad del punto de operation y la retention 
s61o el termino lineal. Debido a que despreciamos los terminos de mas alto 
orden de la expansion en series de Taylor, estos terminos despreciados de- 
ben ser lo suficientemente pequeiios; esto es, que las variables se desvien s61o 
ligeramente de la condicion de operation. 

Linealizacion de z = /( x) alrededor de un punto (x, z). Considerese un 
sistema no lineal cuya entrada es x y cuya salida es z. Entonces, la relation 
entre z y x puede escribirse 

*=/(*) (4-21) 

Si la condicion de operation normal corresponde al punto (Jc, z), entonces la 
Ec. (4-21) puede expandirse en series de Taylor alrededor de este punto como 
sigue: 

2 = fix) = fix) + 4L{x ~ x) + jy - x) 2 + • • • (4-22) 

donde las derivadas dfjdx, d 2 fjdx 2 ,... estan evaluadas en el punto de opera- 
cidn, x =x, z = z. Si la variation x — x es pequefla, podemos despreciar los 
terminos de mas alto orden en x - x. Notese que z = fix), luego la Ec. 
(4-22) puede escribirse 

z — z = a(x — x) (4-23) 

♦Las secciones con asterisco tratan de tomar mas desafiantes que el resto del libro. De- 
pendiendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque importantes) pueden omitirse en 
las exposiciones de clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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donde 


a — 


d ± 

dx 


La ecuacion (4-23) indica que z — z es proporcional a x — x. Este es un mo- 
delo matematico lineal del sistema no lineal dado por la Ec. (4-21) cerca del 
punto de operation x = x, z = z. 


Linealizacion de z = fix , y) alrededor de un punto (i, y, z). A conti¬ 
nuation, considerese un sistema no lineal cuya salida z es una funcion de 
dos entradas jryj de modo que 


* = fix, y) (4-24) 

Con objeto de obtener un modelo matematico lineal para este sistema no li¬ 
neal alrededor del punto de operation (x, y,z), expandamos la Ec. (4-24) en 
una serie de Taylor alrededor de este punto. Entonces, la Ec. (4-24) se hace 


= fix , y) + y^ix - X) + |£(y - y)] 


+ 


l\ d JL(x - 


2lL^ 


d 2 f 


(x - x ) 2 + 2 -fr^fyix - xXy - y) 4- 


d 2 f 

w- 


(y - y) 2 


+ 


donde las derivadas parciales se evaluan en el punto de operation x = x, y = 
y, z = z. Cerca de este punto, los terminos de mas alto orden pueden des- 
preciarse. Observando que z = fix, y), un modelo matematico lineal de este 
sistema no lineal, cerca del punto de operation x = x, y = y, z = z, es 


z — z = a(x — x) + b(y — y) 


donde 

__ df 
a ~~ jz 

t/A x = jc,y=y, x=i 

b = d f 

dy x=X, y=y, z = 2 

Es importante recordar que en el presente procedimiento de linealiza¬ 
cion las desviaciones de las variables de la condition de operacibn deben ser 
suficientemente pequeflas. De otro modo no se aplica este procedimiento. 

Linealizaci6n de caracteristicas de las valvulas. La figura 4-28(a) 
muestra un servo hidraulico formado por una valvula de carretes de cuatro 
vias y un cilindro y pistdn de potencia. Aplicaremos la tecnica de linealiza- 
ci6n recien presentada para obtener un modelo matematico linealizado de la 
valvula de carretes de cuatro vias. La valvula, que se supone subtraslapada y 
simetrica, admite fluido hidraulico bajo presion en un cilindro de potencia que 
contiene un pistdn grande, de modo que se establece una gran fuerza hi- 
draulica para mover una carga. Suponemos que la inercia y la friccibn de la 




Scanned and Edited By YORCH® 


Sec . 4-6 LinealizaciOn de Slstemas no Lineales 207 

carga son pequeflas comparadas con la gran fuerza hidraulica. En el presen¬ 
te analisis, se supone que el fluido hidraulico es incompresible y la fuerza de 
inercia del piston de potencia, despreciable. Suponemos tambien, como 
usualmente es el caso, que el area del orificio (el ancho de la ranura en la 
manga de la v&lvula) en cada puerto es proporcional al desplazamiento x de 
la v&lvula. 


P 0 P s P 0 




X 

(b) 

Fig. 4-28. (a) Sistema servo hidraulico; (b) diagrama amplificado del 
Area del orificio de la v&lvula. 
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En la Fig. 4-28(b) tenemos un diagrama aumentado del drea del orificio 
de la valvula. Definamos las areas de los orificios de la valvula, de los puer- 
tos 1, 2, 3, 4 como A x , A 2 , A 3 A+ , respectivamente, y tambien definamos las 
razones de flujo a traves de los puertos 1,2, 3, 4 como q x , q 2 , < 73 , < 74 , respec¬ 
tivamente. Puesto que la valvula es simetrica, A t = A 3 y A 2 = A+. Supo- 
niendo que el desplazamiento jc sea pequefto, obtenemos 

A, = A, = k(* + x) 

A t =k(g- x) 

donde k es una constante. 

Ademas, supondremos que la presion de retorno en la linea de retor- 
no es pequena y, por lo tanto, puede despreciarse. Entonces, en relation con 
la Fig. 4-28(a), las razones de flujo a traves de los orificios de la valvula son 

q\ = \Ps ~ Pi) = C\JPs ~ Pi (y + *) 

Vi = c 2 A 2 ^f^(p s - p 2 ) = C 2 Jp s -p 2 (y - 

^3 = c x A^^(p 2 -p Q ) = C x Jp 2 ~Po(fj + V^(y + 

q 4 = c 2 A^^(p x —p 0 ) = C 2 Jp x —Po^j - 

donde C\ = c l k /y /2gjy y Q = c 2 k*y2gjy. Por eso, la razon de flujo q al lado 
izquierdo del piston es 

q = Pi - Pa = - Pi (y + *) — QVPi (y - ( 4 - 25 ) 

La razon de flujo del lado derecho del piston hacia el drenaje es el mismo 
que esta q y esta dada por 

q = 93 — <h = Cx v^(y + *) — c 2 Jp s —Pi(jr - 

Notese que el fluido es incompresible y que la valvula es simetrica. De 
modo que tenemos q x = q 3 y q 2 = q 4 . Al igualar q x y q 3 , obtenemos 


o tambien 


Ps ~ Pi — Pi 
Ps ~ Pi + Pi 


Si definimos la diferencia de presion a traves del piston de potencia como 
AP o 


N> = Pi - Pi 


entonces 


P, + Ap . 
2 


Pi 


Ps — ^P 
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Para la valvula simetrica mostrada en la Fig. 4-28(a), la presion a cada lado 
del piston de potencia es -jp s cuando no se aplica carga, o Ap - 0. A medida 
que se desplaza la valvula de carretes, la presion en una linea se incrementa 
y la presion en la otra linea decrece en la misma cantidad. 

En terminos de p s y Ap, podemos reescribir la razon de flujo q dada por 
la Ec. (4-25) como 

q = q,~q. = + *) - C^Px+Ap(^ - *) 

Observando que la presion de suministro p s es constante, la razon de flujo q 
puede escribirse como funcion del desplazamiento x de la valvula y de la di- 
ferencia de presion Ap, o bien 

q = C, + *) - C lA JeI+M(^- x) = f(x, Ap) 


A1 aplicar la tfccnica de linealizacibn explicada a este caso, la ecuacibn 
linealizada alrededor del punto x = x, Ap = Ap, q = qt s 


q — q = a(x — i) + b(Ap — Ap) 


(4-26) 


donde 


q = f(x, Ap) 


« = 5 £ 

ox 


x = X, Ap = Ap,q= 4 




b _ 5/ 

b ~d~Ap 


x = X, Ap-Ap, q = 4 


+ 


'_ C > - + x] 

.VT a/p, — Ap \ 2 / 

it?-*)] 


2 *Jp s + Ap 


< 0 


Los coeficientes a y b se llaman coeficientes de la valvula. La ecuacion 
(4-26) es un modelo matematico linealizado de la valvula de carretes de 
cuatro vias cerca de un punto de operacion x = x, Ap = Ap, q - q. Los va- 
lores de los coeficientes de la valvula ay b varian con el punto de operacion. 
Nbtese que df/d Ap es negativa y, por lo tanto, b es negativo. 

Puesto que el punto de operacion normal es el punto donde x = 0, Ap = 0, 
q = 0, cerca del punto de operacion normal, la Ec. (4-26) se hace 


q = K x x - K 2 Ap (4-27) 

donde 

K, = (C, + C 1 )^Bj- > 0 

= (C ' + Cz) vfe > 0 
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(Notese que Q = Q cuando jc = 0, A p = 0.) La ecuacion (4-27) es un mo- 
delo matem&tico linealizado de la valvula de carretes de cuatro vias cerca del 
origen (x = 0, Ap = 0, q = 0). Notese que la region cercana al origen es 
muy importante porque la operation del sistema usualmente ocurre cerca de 
este punto. Tal modelo matematico linealizado es util para analizar el fun- 
cionamiento de las valvulas de control hidraulicas. 

Conclusion. En este capitulo hemos expuesto brevemente material ba- 
sico de los sistemas hidraulicos y las tecnicas de elaboration de modelos ma- 
tem&ticos para tales sistemas. En el capitulo 8 se explican con mds detalle las 
valvulas de control hidraulicas, donde se tratan sistemas de control y 
controladores automaticos de diferentes tipos. 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problema A-4-1. Se comprime agua en un cilindro. Si el volumen del agua es 1 x 
10 -3 m 3 (1000 cm 3 ) a la presibn de 1.7 x 10 5 N/m 2 abs (170 kPa abs), £,cudl es el volu¬ 
men del agua cuando se aplica una presibn de 8 x 10 5 N/m 2 abs (800 kPa abs)? Su- 
pbngase que el mbdulo de dispersibn K del agua es 2.1 x 10 9 N/m 2 . 

Solucion. Puesto que el mbdulo de dispersion K esta dado por 

is = dp 

-dV>V 
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al sustituir los valores numericos dados, obtenemos 


o bien 


2.1 x 10 9 = 


(8 - 1.7) x 10 s 
-dV/( 1 x 10~ 3 ) 


6.3 x 10 2 
-dV 


-dV = 


6.3 x 10 2 
2.1 x 10 9 


= 3 x 10" 7 


Puesto que el volumen del agua a la presibn de 8 x 10 5 N/m 2 abs es 

(1 x 10“ 3 - 3 x Id" 7 ) m 3 = 999.7 x 10~ 6 m 3 - 999.7 cm 3 


Probema A-4-2. Si la viscosidad dinamica de un aceite basado en petroleo es 8 cP y la 
gravedad especifica es 0.83, determinese la viscosidad dinamica /i en unidades del SI y 
BES. Determinese tambien la viscosidad cinematica v en unidades del SI y BES. 


Solucibn. Puesto que n es 8 cP, n = 0.08 g/cm-s. Entonces, 

a = 0.008 — = 0.008 (unidad SI) 

^ m 2 m-s 

- 0.000167 ^ = 0.000167 ^ (unidad BES) 

La viscosidad cinematica v se obtiene de v = fi/p. Puesto que p = 830 kg/m 3 = 
1.610 slug/ft 2 , tenemos 

0.008 n1rt -* m2 

V = W = 9,64 x 10 T (unidad SI) 

0.000167 t in _ 4 ft 2 , .. , 

= - = 1.037 x 10 4 — (unidad BES) 

Problema A-4-3. Considerese el movimiento de balanceo del barco mostrado en la 
Fig. 4-29. La fuerza debida a la flotacibn es — w y la debida a la gravedad es w. Estas 
dos fuerzas producen un par que causa el movimiento de balanceo del barco. El pun- 
to donde la linea vertical que pasa por el centro de flotacion C' interseca la linea si- 

/ 

- W 



Fig. 4-29. Movimiento de ba¬ 
lanceo de un barco. 
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metrica a traves del centra de gravedad, la cual esta en el piano de la linea central del 
barco, se llama metacentro. El metacentro se muestra como el punto M. Defmase 

R = distancia del metacentro al centra de gravedad del barco = MG 
J = momento de inercia del barco alrededor de su eje centroidal longitudinal 

Derivese la ecuacion del movimiento de balanceo del barco cuando el angulo de ba- 
lanceo 6 es pequefio. 


Solution. De la Fig. 4-29, obtenemos 

J0 — —wR sen 6 


o tambien 


Jd + wi? sen 6 = 0 


Para un 6 pequeno, tenemos que sen 6 = 6. Por lo tanto, la ecuacidn del movimiento 
de balanceo del barco es 

JO + wRd = 0 

La frecuencia natural del movimiento de rotacion es wRjJ. N6tese que la distancia 
R ( = MG) se considera positiva cuando el par de peso y flotacion tiende a girar al 
barco a la posicion vertical. Esto es, R es positiva si el punto M esta sobre el punto G 
y negativa si el punto Me sta bajo el punto G. 


Problema A-4-4. Suponiendo que la unidad de potencia hidraulica mostrada en la 
Fig. 4-30 se usa como bomba y que el lado izquierdo del pistdn esta a la presion at- 
mosferica, muestrese que 

FpVp pQ p 

donde F p es la fuerza aplicada al pistdn, v p la velocidad del piston, p la presidn ma- 
nomdtrica del fluido en la c£mara de descarga y Q p la razdn de descarga. 



Fig. 4-30. Unidad de potencia hidraulica. 


Solution. Definase el area del piston como A. Entonces la presion p desarrollada en 
la camara de descarga es 

F„ 
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La raz6n de descarga Q p es 


asi 


Q p = Av p 


F p v p p Q p 

Asi pues, en una bomba hidraulica la potencia mecanicaFp^se transforma en la po- 
tencia hidraulica pQ p en ausencia de perdidas por friction. 


Problema A-4-5. Las valvulas de carretes reales son sobretraslapadas o subtrasla- 
padas a causa de las tolerancias de manufactura. Considerense las valvulas de carre¬ 
tes sobretraslapada y subtraslapada mostradas en la Fig. 4-31(a) y (b). Tracense cur- 
vas relacionando el area de la entrada no cubierta A contra el desplazamiento x. 


X 



Alta 

presion 


Baja 

presion 




*0 

2 \ 

i 1 

\ *0 
r 

-- 



1S 


1 


i 


Alta Baja 

presion presion 

Fig. 4-31. (a) Vcilvula de carretes sobre¬ 
traslapada; (b) v&lvula de carretes sub¬ 
traslapada. (b) 


Solucidn. Para la valvula sobretraslapada, existe una zona muerta entre -yxb y 
yjib, o - -jXo < x < yXb. El area A de la entrada no cubierta contra el desplazamiento 
x definen una curva como la mostrada en la Fig. 4-32(a). Tal valvula sobretraslapada 
es impropia como valvula de control. 

Para la valvula subtraslapada, el area A de la entrada contra el desplazamiento 
x definen una curva como la mostrada en la Fig. 4-32(b). La curva efectiva de la re- 
gi6n subtraslapada tiene una pendiente mas alta, lo que significa una sensibilidad 
mayor. Las valvulas usadas en los controles son usualmente subtraslapadas. 




Scanned and Edited By YORCH® 


214 Sistemas HidrAulicos Cap.4 




Fig. 4-32. (a) Curva del &rea A de la 
entrada descubierta contra el despla- 
zamiento x en una v&lvula sobretrasla- 
pada; (b) curva del irea A de la entra¬ 
da descubierta contra el desplazamien- 
to x en una valvula subtraslapada. 


Problema A-4-6. En la Fig. 4-3?el medidor de Venturi se utiliza para determinar la 
razon de flujo en un tubo horizontal. Supdngase que esta fluyendo agua. Supdngase 
tambien que el diametro en la seccion 1 es de 0.15 m y el de la seccion 2 es de 0.1 m. 
Encuentre la raz6n de flujo Q m 3 /s a trav6s del tubo cuando p x - p 2 = 0.1373 x 10 5 
N/m 2 (= 13.73 kPa). 



Fig. 4-33. Medidor de Venturi. 


Solucidn. De la ecuacion de Bernoulli, Ec. (4-6), 

V ' A. Pi _L _ _ V 2 I P2 . _ 


Puesto que zi = z 2 , tenemos 

P i ~ Pi = «| _ v? 

y 2 g 


(4-28) 
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De la ecuacion de continuidad, 

Q = A x v x = A 2 v 2 

donde A x y A 2 son las areas de las secciones trasversales en las secciones 1 y 2, respec- 
tivamente. 

Del enunciado del problema 


En consecuencia. 


De la Ec. (4-28) 



A 2 — 



n m 2 



2.25yi 


o bien 


= (225M _®f = 4 0625 |f 

7 2 g 2 g 


2 = 2g(Pi —P 2 ) _ 2(/?i - p 2 ) 

Vl y x 4.0625 “ p x 4.0625 

Por lo tanto, observando que p = yjg = 1 000 kg/m 3 , tenemos 


e = 2? = iJ67 x 10-2 

= 0.04594 m 3 /s 


/2 x 0.1373 x 10 5 
V 10 3 x 4.0625 


Problema A-4-7. Considerense el sistema de nivel de Hquido mostrado en la Fig. 
4-34. La razdn de flujo Q a traves del orificio es igual zcA^lgH = K*/H,d onde A 0 
es el irea del orificio, c es el coeficiente de descarga, g es la constante de aceleracibn 
de la gravedad, H es la altura sobre el centro del orificio y K = cA 0 ^/2g.La capaci- 
tancia del tanque es constante y es igual a C. Supongase que en t = 0 la altura es H 0 . 
Encuentrese el tiempo t necesario para abafir la altura de H 0 a H x (0 < H x < // 0 ), 
ambas alturas medidas desde el centro del orificio. 


Fig. 4-34. Sistema de nivel de 
liquido. 



Soluci6n. Supbngase que la raz6n de flujo Q esta medida en metros cubicos por se- 
gundo, la capacitancia en metros cuadrados y la altura en metros. Entonces, el liqui¬ 
do descargado desde el orificio en dt segundos es Q dt, el cual es igual a la reduccibn 
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en volumen en el tanque durante los mismos dt segundos. Por tanto, 


Y asi 


Qdt= -CdH 


dt = 



C 

Ka/H 


dH 


Supongamos que H = H x en t = t x . Se infiere que 


1 1 


r*. r 

JO Jifo 


2y/~H 


-C 

K s /H 

2C 
K 


dH 


_c_ r 

K k 


(sf7T 0 - v^hT) 




Asi pues, el tiempo necesario para abatir la altura de H 0 metros a Hi metros es 
(2C/K)'(\/Ho — y/Hi) segundos. 


Problema A-4-8. En el sistema de nivel de liquido de la Fig. 4-35 supongase que la 
razon de flujo de salida Q m 3 /s a traves de la valvula de salida esta relacionada con 
la altura H m por 

Q = KsfH = O.Ol^/S' 

Supdngase tambi6n que cuando la raz6n de flujo de entrada Q, es 0.015 m 3 /s, la altura 
permanece constante. En / = 0 la valvula de entrada de flujo se cierra y, por lo tanto 
no hay flujo de entrada para t > 0. Encuentrese el tiempo necesario para vaciar el 
tanque a la mitad de su altura original. La capacitancia del tanque es de 2 m 2 . 





Fig. 4-35. Sistema de nivel 
O de liquido. 


Soluci6n. Cuando la altura es estacionaria, la razon del flujo de entrada es igual a la 
raz6n del flujo de salida. Asi, la altura Ho en t = 0 se obtiene de 

0.015 =0.01V^ 

o bien 


H 0 = 2.25 m 

La ecuacidn del sistema para t > 0 es 

— CdH — Qdt 


dH _ Q -0.01 */H 

dt C " 2 


o bien 
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En consecuencia, 


Supongase que H 
ecuacion, tenemos 


~~ = —0.005 dt 

= 1.125 m en t = t x . Integrando ambos lados de esta ultima 


r 1125 

!.« -jh 


i 

Jo 


(-0.005)c* 


-0.005/, 


For lo tanto, se infiere que 


Xs/H 


1.125 

2.25 


= V 1.125 - 2^2.25 = -0.005/, 


obien 


/, = 176 s 


Problema A-4-9. Supdngase que el sistema de nivel de llquido mostrado en la Fig. 
4-35 se encuentra en estado estable con una razon de flujo de entrada igual a Q iriVs 
y altura igual a H m. En t = 0 la raz6n de flujo de entrada se cambia de Q a Q + 
0.001 mVs. Despues de transcurrido un tiempo suficiente, se alcanza el estado es¬ 
table con una nueva altura igual a H + 0.05 m. 

Suponiendo que el area de la seccion trasversal del tanque sea 2 m 2 , deterninese 
la resistencia promedio de la valvula de salida del flujo. i,Cual es la constante de 
tiempo del sistema? 

SoIuci6n. La resistencia promedio R de la valvula de salida del flujo esta dada por 

005 = 

dQ 0.001 ' 

La capacitancia C del tanque es 

C = 2 m 2 

Por lo tanto, la constante de tiempo T del sistema es 
T = RC - 50 x 2 = 100 s 


Problema A-4-10. Consid6rese el flujo de agua a traves de un tubo capilar mostra¬ 
do en la Fig. 4-36. Suponiendo que la temperatura del agua sea de 20°C y que el flujo 
sea laminar, obtengase la resistencia R del tubo capilar. 

Soluci6n. De la formula de Hagen-Poiseuille tenemos 


h = 


128vL 
g7CD* U 


Por lo tanto, la resistencia R se obtiene como 


dh = _ 128 vL 
dQ gJiD 4 


(4-29) 


Notando que la viscosidad cinematica v del agua a la temperatura de 20° C es de 
1.004 x 10" 6 mVs, obtenemos, al sustituir los valores numericos en la Ec. (4-39), 

128 x 1.004 x TCT-6 x 1 
9.81 x 3.14 x (3 ^ 10“ 3 ) 4 


R = 


5.15 x 10 4 s/m 2 


/ 
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Fig. 4-36. Flujo de agua a traves de un tubo capilar. 


Problema A-4-11. Considerese el sistema de nivel de Iiquido de la Fig. 4-37(a). La 
curva de altura contra raz6n de flujo se muestra en la Fig. 4-37(b). Supdngase que en 
estado estable la raz6n de flujo es 4 x 10 -4 irf/s y la altura en estado estable es 1 m. 
En t = 0, la valvula de entrada de flujo se abre algo mas y la raz6n de flujo de entra- 
da cambia a 4.5 x 10" 4 mVs. Determinese la resistencia promedio R de la valvula de 
flujo de salida. Tambien, determinese el cambio en altura como funcibn del tiempo. 
La capacitancia C del tanque es de 0.02 m 2 . 



Fig. 4-37. (a) Sistema de nivel de iiquido; (b) curva de altura contra 
razon de flujo. 


Solucibn. La razbn de flujo a traves de la valvula de flujo de salida se puede suponer 
como 

Q = K*JH 

A partir de la curva dada en la Fig. 4-37(b) vemos que 

4 x 10- 4 = K+fT 

o bien 

^ = 4x 10" 4 


/ 
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Por lo tanto, si la raz6n de flujo en estado estable se cambia a 4.5 x 10 -4 m 3 /s, en- 
tonces la nueva altura en estado estable puede obtenerse de 

4.5 x 10~ 4 = 4 x 1CT 4 *JH 

o bien 


H — 1.266 m 


Esto significa que el cambio en altura es 1.266 - 1 = 0.266 m. La resistencia prome- 
dio R de la valvula de flujo de salida es entonces 


n dlf 1.266 1 .An . rt . / n 

R== dQ = ( 4.5 - 4) x 10 -4 = 0,532 x 10 S ^ m 
Observando que el cambio en el liquido almacenado en el tanque durante dt se- 
gundos es igual al flujo de entrada neto al tanque durante los mismos dt segundos, 
tenemos 


C dh — (q t — q Q ) dt 

donde q t y q 0 son los cambios en la razon de flujo de entrada y la razdn de flujo de 
salida del tanque, respectivamente, y h es el cambio en altura. Asi 


puesto que 


se infiere que 


o tambien 


,, dh 

c si’ =q ' 


r-Jl 

do 


o 


dh 

dt 


RC 


dh 

dt 


- dt - 

+ h = 


h_ 

R 


Rq l 


Sustituyendo R = 0.532 x 10 4 s/m 2 , C = 0.02 m 2 , yq t = 0.5 x 10 4 m 3 /s en esta ul¬ 
tima ecuacidn da 


0.532 x 10 4 x 0.02 


dh 

dt 


h - 0.532 x 10 4 x 0.5 x 10~ 4 


o bien 


106.4 


dh 

dt 


h - 0.266 


Finalmente, resolviendo para h, 

hit) - 0.266(1 - e- f ' 106 - 4 )m 

Esta ultima ecuacion da el cambio en altura como funcion del tiempo. 


Problema A-4-12. En el sistema de nivel de liquido mostrado en la Fig. 4-38, la ra- 
z6n de flujo en estado estable a traves del tanque es Q y las alturas en estado estable 
del tanque 1 y el tanque 2 son H x y Hz, respectivamente. En / = 0 la razon de flujo de 
entrada se cambia de Q a Q + q, donde q es un cambio pequefto en la razon de flujo 
de entrada. Los cambios correspondientes en las alturas (h x y h 2 )y los cambios en la 
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5 +Q2 


Fig. 4-38. Sistema de nivel de liquido. 

razon de flujo {q y y q 2 ) se suponen pequeflos. Las capacitancias del tanque 1 y el tan- 
que 2 son Q y Q, respectivamente. La resistencia de la valvula entre los tanques es 
Ri y la correspondiente a la valvula de salida es R 2 . 

Suponiendo que q es la entrada y q 2 es la salida, obtengase el modelo matemati- 
co (ecuacion diferencial) del sistema. 


Soluci6n. Para el tanque 1, tenemos 


donde 


Asi pues 


Para el tanque 2, tomamos 


Ci dh x = (q — q j) dt 



r dh\ 
Cx ~dt 




donde 


Por lo tanto, 


C 2 dh 2 = (gi - q 2 ) dt 



c ^ _ i _ thu _ fh. 

2 dt R 2 ~ Ri 


A1 eliminar hi de las Ecs. (4-30) y (4-31), el resultado es 


RiCiR 2 C 2 ^ + (RiCi + R 2 C 2 + R 2 Ci) ^ + h 2 = R 2 q 
Observando que h 2 = R 2 qi, obtenemos 

RiCiR 2 C 2 ^i +(RiC x +R 2 C 2 + R 2 Ci)^f + q 2 =q 


(4-30) 


(4-31) 


Fsfe es el modelo matematico deseado o ecuacion diferencial que relaciona ^ y q. 
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Problema A-4-13. De acuerdo con el sistema de nivel de llquido de la Fig. 4-39, la 
raz6n de flujo de entrada en estado estable es Q, la razon de flujo entre tanque es cero 
y las alturas del tanque 1 y el tanque 2 son ambas H.En t = 0, la raz6n de flujo de en¬ 
trada cambia de Q a Q + q, donde q es un cambio pequefto en la raz6n de flujo de 
entrada. Los cambios resultantes en las alturas (h x y h 2 ) y las razones de flujo (q x y 
Qi) se suponen pequeflas. Las capacitancias del tanque 1 y el tanque 2 son Q y Q, 
respectivamente. La resistencia de la valvula entre los tanques es R\ y la de la valvula 
de salida de flujo es R 2 . 



0 + qz 


Fig. 4-39. Sistema de nivel de liquido. 

• Obtenganse los modelos matematicos del sistema cuando (a) q sea la entrada 
yji 2 la salida, (b) q sea la entrada y q 2 la salida, y (c) q sea la entrada y h x la salida. 

Soluci6n. Para el tanque 1, tenemos 

C, dh x = q x dt 


donde 


En consecuencia, 


Para el tanque 2, tomamos 


q\ 


h 2 - hj 
*1 


R\C X + h x — h 2 


donde 


se sigue que 


C 2 dh 2 ={q —q t — qz) dt 


h 2 — h 2 

= - R-r" = t 


R2C2 + ~R [^ 1 ^ ^2 — RiQ + 


A1 eliminar h x de las Ecs. (4-32) y (4-33), tenemos 


(4-32) 


(4-33) 
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Este es un modelo matem&tico deseado en el cual q se considera la entrada y h 2 la salida. 
Entonces la sustitucibn h 2 = RzQz en la Ec. 4-34 da 

R\CiR 2 Cz ^ + R 2 Cz + R 2 C,)^+q 2 = R i C i ^+q 

Esta ultima ecuacibn es tambien un modelo matematico deseado en el cual q se consi¬ 
dera la entrada y la salida. 

Finalmente, la eliminacion de h 2 de las Ecs. (4-32) y (4-33) da 

R\C\R 2 Cz + (RtCi +R 2 Cz +R 2 C 1 )^±+h 1 = R 2 q 

la cual es un modelo matematico del sistema en el cual q se considera la entrada y h 2 la 
salida. 

Problem a A-4-14. La razon de flujo Q y la altura H en el sistema de nivel de 
liquido de la Fig. 4-35 estan relacionadas por 

Q = KsjH 

Supongase que en el estado estable la altura es Hy la razon de flujo es Q = Q = Q. 
Encuentrese un modelo matematico linealizado que relacione la raz6n de flujo con la 
altura en la vecindad del punto en estado estable H = H, Q = Q. 

Solucion. Demostraremos dos enfoques para obtener el modelo matematico lineali¬ 
zado que relaciona la raz6n de flujo y la altura en la cercania del punto en estado es¬ 
table H = H, Q = Q. 

El primero consiste en encontrar la resistencia R de la valvula de salida del flu¬ 
jo. Puesto que la resistencia R esta dada por 


„ _ dH _ 1H 
dQ Q 

cerca del punto en estado estable H = H, Q = Q, 

dH H - H _ 2 H 

dQ Q-Q Q 

Por consiguiente 

Q — Q = - H) 

o bien 

\ Q - Q = ^(H - H) (4-35) 

\ 2 H 

Esta ecuacion es un modelo matematico linealizado que relaciona la raz6n de flujo Q 
y la altura H cerca del punto en estado estable H = H, Q = Q. 

El segundo enfoque consiste en expander la ecuacibn no lineal 

Q = kVh — fifl) 

en series de Taylor alrededor del punto H = H, Q = Q. 

Q=AH)=AH) + 4j(H-H) + ± l £f i (H-H) 1 + ■■■ 
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A1 despreciar los terminos de mas alto orden en H — H, tenemos 

Q-Q=a(H- H) 

donde 


Q = f{H) = kVh 


df_ 

dH 


K 


h=r,q=q 


2 */H 


= = _g 

2a/ H 2 H 


Se sigue 


Q - Q = - H) 


Esta ecuacion es identica a la Ec. (4-35) y es un modelo matematico linealizado que 
relaciona la razdn de flujo Q y la altura Hen la vecindad del punto en estado estable 
H = H, Q = Q. 


*Problema A-4-15. Encuentre la ecuacion linealizada de 

z = 0.4x 3 = f(x) 

alrededor del punto x = 2, z — 3.2. 


Solucion. La expansion en series de Taylor de/(x:) alrededor del punto (2, 3.2) es 

z — z — a{x — x ) 

donde 


d ± 

dx 


1 ,2x 2 


= 4.8 


Por lo tanto, una aproximacidn lineal de la ecuacion no lineal dada es 

z - 3.2 = 4.8(jc - 2) 


(4.36) 


La figura 4-40 representa una curva no lineal z = O.4.* 3 y la ecuacion lineal dada por 
laEc. (4-36). Notese que la aproximacidn en linea recta de la curva cubica es valida 
cerca del punto (2, 3.2). 




Fig. 4-40. Curva no lineal z = 
0.4jc 3 y su aproximacion lineal 
en el punto x - 2 y z = 3.2. 



1 


2 


3 


4 
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♦Problema A-4-16. Linealicese la ecuacibn no lineal 

z = xy 

en la regi6n 5<x<7,10<y< 12. Encuentre el error si la ecuacion linealizada se 
usa para calcular el valor de z cuando x = 5, y = 10. 


Solucibn. Puesto que la region considerada esta dada por 5 > x > 7, 10 > y > 12, 
escojasex = 6,y = 11. Entoncesz = xy = 66. Obtengamos una ecuacion linealiza¬ 
da para la ecuacibn no lineal cerca del punto x = 6, y = 11, £ = 66. 

Expandiendo la ecuacibn no lineal en series de Taylor alrededor del punto x = 
x, y = y, z = z y despreciando los terminos de mayor orden, tenemos 


donde 


z — z — a(x — x) + b(y — y) 


a — 


d(xy) 

dx 


U-J l,y-p t z = Z 


= y = ii 


b 


d(xy) 
dy x 


= x — 6 

Jc,y=p,x=I 


Por lo tanto, la ecuacibn linealizada es 


o bien 


z — 66 — ll(x — 6) + 6 (y — 11) 
z ~ 11 x 6y — 66 


Cuando x = 5, y = 10, el valor de z dado por la ecuacibn linealizada es 
z - llx + 6y - 66 = 55 + 60 - 66 = 49 

El valor exacto de z es z = x^ = 50. El error es por lo tanto 50 — 49 = 1. En termi¬ 
nos de porcentaje, el error es de 2%. 


♦Problema A-4-17. La figura 4-41 muestra un servo hidr&ulico que consta de una 
valvula de carretes y un cilindro y pistbn de potencia. Supbngase que la valvula de 
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carretes es simetrica y no tiene traslape, las areas de los orificios de la v&lvula son pro- 
porcionales al desplazamiento x de la valvula, y el coeficiente del orificio y la calda 
de presion a traves del orificio son constantes e independientes de la position de la 
valvula. Ademas, supdngase lo siguiente: la presibn de suministro es p s , la presion de 
retorno Po en la linea de retorno es pequefla y puede despreciarse, el fluido hidraulico 
es incompresible, la fuerza de inercia del piston de potencia y las fuerzas reactivas de 
la carga son despreciables comparadas con la fuerza hidraulica desarrollada por el 
piston de potencia, y el escurrimiento del flujo alrededor de la valvula de carretes 
desde el lado de la presibn de suministro al lado de la presion de retorno es despre- 
ciable. 

Obtengase un modelo matematico linealizado de la valvula de carretes cerca del 
origen. 

Solucibn. Definamos las areas de los orificios de la valvula en el puerto 1 y el puerto 
2comov4i y A 2 , respectivamente. Entonces^j = A 2 = kx, donde Ares unaconstan- 
te. En relation con la Fig. 4-41, las razones de flujo a traves de los orificios de la val¬ 
vula son 

<7i = cA^^ips - pi) = C*/p t - Pi x 

= cA 1/y J^-(p 2 - p 0 ) = C*/p 2 - po x = CaJ p 2 x 

donde C = ck*j2gjy. Puesto que sabemos que no hay escurrimiento de flujo alrede- 
dor de la valvula desde el lado de la presibn de suministro al lado de la presion de re¬ 
torno, estas dos ecuaciones son las unicas ecuaciones de razon de flujo que nos ata- 
fien en el presente analisis. 

Observando que q x = qi , tenemos 

Ps — Pi — Pi 

Definamos la diferencia de presibn a traves del piston de potencia como Ap o 

Ap = Pi - p 2 

Entonces Pi y pz pueden escribirse 

_ _p, + Ap _ _p s - Ap 
Pi - 2 -’ Pz - 2 — 

La razbn de flujo q x al lado derecho del piston de potencia es 

qi = CaJp, - Pi X = C A J Ps . 2 JC = fix, Ap) 

La ecuacibn linealizada cerca de un punto de operacibn x — x, Ap — Ap, q i = q x es 
qi — qi = a(x — x) + b(Ap — Ap) (4-37) 

_ df = c j p ’ ~ 

Ox x = Jt, Ap = Ap, qi - ^ i V ^ 


donde 
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b = 


df 


d Ap 


C 


U = £, Ap=A/S,9i = 4i 2/y PXfiJ p s — A P 

Cerca del origen (x — 0, Ap = 0, q x — 0) la Ec. (4-37) se hace 

<7i = Kix — K 2 A p 


= * <0 


donde 


K t = C 
K 2 = 


Ap 


2 

C 


= c 


|je=0, A£ = 0, $i = 0 


— A/5 L=0, Aj5 = 0,$i = 0 

Por consiguiente, 

la cual es un modelo matematico lineal cerca del origen de la valvula de carretes 
mostrada en la Fig. 4-41. 


*Problema A-4-18. Considerese otra vez el servo hidraulico mostrado en la Fig. 
4-41 y supdngase la entrada al servo es el desplazamiento x de la valvula de carretes y 
que la salida es el desplazamiento y del piston de potencia. Las direcciones positivas 
de x y y estan indicadas en el diagrama. Suponiendo incomprensible el fluido 
hidraulico, y la fuerza de inercia del pistdn de potencia y las fuerzas reactivas de la 
carga son despreciables comparadas con la fuerza hidraulica desarrollada por el pis¬ 
ton de potencia, obtengase un modelo matematico del sistema relacionando los 
desplazamientos x y y cuando x sea pequefla. 


Solucibn. Puesto que el fluido hidraulico es incompresible, tenemos 

Ap dy — qi dt 

donde A (m 2 ) es el area del piston de potencia, p (kg/m 3 ) es la densidad de masa del 
fluido, dy (m) es el desplazamiento del pistdn de potencia durante dt (s), y q 2 (kg/s) 
es la razdn de flujo del fluido en el lado derecho del piston de potencia. Esta ultima 
ecuacidn puede escribirse 

A P%-<1 1 (4-38) 


Para una x pequefla, un modelo matematico lineal de la valvula de carretes se obtuvo 
en el problema A-4-17 como 

qy = KiX ( 4 - 39 ) 


Asi, al eliminar q x de las Ecs. (4-38) y (4-39), tenemos 

Kx 


dy K i 

dt - Ap X 


donde K = K X /(AP). Si integramos ambos lados de esta ultima ecuacidn, el resul- 
tado es 


y = K J* x dt 

la cual es un modelo matematico del sistema relativo a los desplazamientos xy y. N6- 
tese que el desplazamiento de salida y es proporcional a la integral del desplazamien¬ 
to de la valvula x. 
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PO Ps PO 



Fig. 4-42. Sistema servo hidraulico. 


*Problema A-4-19. El sistema servo hidraulico de la Fig. 4-42 consta de una valvu- 
la de carretes, un cilindro y pistdn de potencia, y un elemento de carga (masa, fric- 
ci6n viscosa y resortes). Suponiendo que la fuerza de inercia del piston de potencia es 
despreciable y las fuerzas reactivas de la carga tambien son despreciables, obtengase 
un modelo matematico del sistema. Supongase tambien que la valvula de carretes es 
simetrica y que las areas de los orificios de la valvula son proporcionales al desplaza- 
miento x de la valvula. 

Soluci6n. Si la fuerza de inercia del pistdn de potencia y las fuerzas reactivas de la car¬ 
ga son despreciables, puede suponerse que el coeficiente de orificio y la caida de pre- 
si6n a traves del orificio son constantes e independientes de la posicidn de la valvula. 

Puesto que las &reas de los orificios de la valvula se suponen proporcionales al 
desplazamiento de la valvula, la razon de flu jo q (kg/s) puede escribirse 

q = Kix 

donde x (m) es el desplazamiento de la vdlvula y K l (kg/m-s) es una constante. 


Para el piston de potencia 

Ap dy = q dt 

donde A (m 2 ) es el area del piston de potencia y p (kg/m 3 ) es la densidad del aceite. 
Por lo tanto, 


dy 

dt 


(j 

Ap 



donde K = Ki(Ap). Integrando ambos lados de esta ultima ecuacidn da 

y — K J x dt 

Asi pues, el desplazamiento del pistdn de potencia >> es proporcional a la integral del 
desplazamiento x de la valvula. Las caracteristicas dinamicas del servo mostrado en 
la Fig. 4-42 son las mismas que aquellas del servo de la Fig. 4-41. 




Scanned and Edited By YORCH® 


228 Sistemas HidrAulicos Cap. 4 

Es importante puntualizar que el presente analisis se aplica solamente cuando 
las fuerzas reactivas de la carga y la fuerza de inercia del piston de potencia son 
despreciables. 

*Problema A-4-20. Otra vez, en relacion con la Fig. 4-42 y suponiendo que las 
fuerzas reactivas de la carga no son despreciables, obtengase un modelo matem&tico. 
Supongase tambien que la masa del piston de potencia esta incluida en la masa de la 
carga m. 

Solueion. A1 obtener un modelo matematico del sistema cuando las fuerzas reacti¬ 
vas de la carga no son despreciables, se deben tomar en cuenta efectos como la caida 
de presion a traves del orificio, el escurrimiento de aceite alrededor de la valvula y 
alredecor del piston y la compresibilidad del aceite. 

La caida de presion a traves del orificio es una funcidn de la presion de sumi- 
nistro p s y la diferencia de presion A p = p l — p^,. Asi pues, la razon de flujo q es una 
funcion no lineal del desplazamiento x de la valvula y de la diferencia de presion A p o 

q = f(x, A p) 

Linealizando esta ecuacion no lineal alrededor del origen (x = 0, Ap = 0, q = 0), 
obtenemos, en relacion con la Ec. 4-27), 

q = K[X — K 2 Ap (4-40) 

Puede considerarse que la razon de flujo q consiste en tres partes 

q — tfo + <7z + qc (4-41) 

donde 

<7o = razon de flujo util al cilindro de potencia que causa 
el movimiento del piston de potencia, kg/s 
q L = razon de flujo del escurrimiento, kg/s 
q c = razon de flujo de compresibilidad equivalente, kg/s 

Obtengamos expresiones especificas para q 0 , q L y q c . El flujo q 0 dt al lado izquierdo 
del piston de potencia causa que el piston se mueva a la derecha en dy. Por lo tanto, 
tenemos 

Ap dy — q 0 dt 

donde A (m 2 ) es el 4rea del pistbn de potencia, p (kg/m 3 ) la densidad del aceite y dy 
(m) el desplazamiento del piston de potencia. Entonces, 

q«= A P% (4-42) 

La componente de escurrimiento q L puede escribirse 

q L — L Ap (4-43) 

donde L es el coeficiente de escurrimiento del sistema. 

La raz6n de flujo de compresibilidad equivalente q c puede expresarse en termi- 
nos del m6dulo de dispersidn efectivo K del aceite (incluyendo los efectos del aire 
contenido, la expansidn de los tubos, etc.), donde 

K _ dAp 

—dV/V 
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(Aqui dV es negativo y, por consiguiente, -dVt s positivo.) Reescribiendo esta ulti¬ 
ma ecuacion da 

-dV=YdAp 

o bien 

-dV pVdAp 
P dt K dt 


Observando que q c = p( — dV/dt, encontramos 

pVdAp 
qc K dt 


(4-44) 


donde V es el volumen efectivo del aceite bajo compresion (esto es, aproximadamen- 
te la mitad del volumen total del cilindro de potencia). 

Utilizando las Ec.s (4-40) hasta (4-44), 

q = K x x - K 2 Ap = Ap4fc + L Ap -f BY c lA p . 

o bien 

Ap 7n + 1E^F + (L + Kl) Ap = K ' x (4-45) 


La fuerza desarrollada por el piston de potencia es A Ap, y esta fuerza se aplica a Ios 
elementos de carga. Asi, 

m W* + b 7fi A ' ky = A (4-46) 


Eliminando Ap de las Ecs. (4-45) y (4-46) resulta 

pVmd 3 y VpVb . (L 4 K 2 )ml d 2 y 
KA dt 3 + L KA + " A J dt 2 

I [in 1 pVti ! ^ + ^2)^1 dy 1 (L + Ki)k _ K 

+ Y AP + ~KA n A J di + - A - y ~ K ' X 

Este es un modelo matematico del sistema que relaciona el desplazamiento x de la 
v&lvula de carretes y el desplazamiento y del piston de potencia cuando las fuerzas re- 
activas de la carga no son despreciables. 


PROBLEMAS 

Problema B-4-1. Un liquido se comprime en un cilindro. Si el volumen del liquido 
esde2 x 10' 3 m 3 a lapresidn de 1 x 10 s N/m 2 abs (1 MPa abs) y 1.9995 x 10' 3 m 3 a 
la presibn de 1.5 x 10® N/m 3 (1.5 MPa abs), encuentre el mbdulo de dispersion de 
elasticidad. 

Problema B-4-2. La ley de Pascal establece que la presion en cualquier punto de un 
liquido estatico es la misma en cualquier direction y ejerce igual fuerza sobre 4reas 
iguales. En relation con la Fig. 4-43, si se aplica una fuerza P x al lado izquierdo del 
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piston, encuentre la fuerza P 2 que actua sobre el lado derecho del piston. Tambi&i, 
encuentre la distancia x 2 recorrida por el piston de la derecha cuando el de la izquier- 
da se mueve x x . 



Problema B-4-3. La Fig. 4-44 muestra un acumulador que usa un resorte. Obtenga 
la energia maxima que puede almacenar el acumulador. Suponga que la presion varia 
de p min a p mkx como se muestra en el diagrama y que el desplazamiento del resorte es 
x mix (x min ) cuando la presion p (presion manometrica) es p mix (p min ). 



0 ^ min P m6x P 


Fig. 4-44. Curva acumulador y su desplazamiento contra presion. 

Problema B-4-4. En la Fig. 4-45 un deposito de agua esta conectado mediante una 
tuberia larga a un sistema, generador hidraulico. La v&lvula en el extremo de la 
tuberia esta controlada por un gobernador de turbina y puede detener rapidamente 
el flujo de agua si el generador pierde su carga. Explique el papel del tanque de osci- 
lacibn en tal sistema. 
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Problema B-4-5. Considere la unidad de potencia hidraulica mostrada en la Fig. 
4-46. Cuando se usa como motor, muestre que 

PQm 

donde p es la presion manometrica del fluido de suministro, Q„, la razon del flujo al 
cilindro, v m la velocidad del piston y F m la fuerza aplicada a la carga. Suponga que el 
lado izquierdo del pistdn esta a la presion atmosferica. 


( X = v m ) 



Fig. 4-46. Unidad de potencia hi- I 

dr&ulica. 


/ 

Problema B-4-6. En relacion con el medidor de Venturi mostrado en la Fig. 4-33, 
encuentre la raz6n de flujo Q a trav6s el tubo cuando p v - p 2 = 1 x 10 4 N/m 2 (10 
kPa). Suponga que esta fluyendo aceite con una densidad de masa de 800 kg/m 3 . 

/ 

Problema B-4-7. En el sistema de nivel de liquido mostrado en la Fig. 4-47, supon¬ 
ga que en t = 0 la altura //esta a 5 m sobre el orificio. Encuentre la velocidad del flu¬ 
jo a traves del orificio en t = 0. Si la raz6n de flujo en t = 0 es 0.04 mVs, ^cuanto 
tardara en bajar la altura a 3 m sobre el orificio? Suponga que la capacitancia del 
tanque es de 20 m 2 . r 
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Fig. 4-47. Sistema de nivel de 
liquido. 


Problema B-4-8. Considere un sistema de nivel de liquido donde el tanque tiene un 
area de 4 m 2 en la seceidn trasversal a nivel del orificio. El area de la section trasver- 
sal varia linealmente con el nivel de modo que es de 2 m 2 a nivel de 5 m sobre el 
centro del orificio. Suponga que la raz6n de flujo del orificio es 


Q = cA 0 \/2gH = K\/H 


donde c = 0.62, A 0 = 0.01 m 2 , g = 9.81 m/s 2 , He s el nivel sobre el orificio en m,y 
K = cA^sflg. Encuentre el tiempo en segundos necesario para bajar el nivel de 5 m 
a 3 m sobre el orificio. 

PROBfoLfA B-4-9. En el sistema mostrado en la Fig. 4-48 la altura se mantiene a 1 m 
durante t < 0. La valvula de entrada de flujo se cambia en t = 0 y la raz6n de flujo 
de entrada es 0.05 mVs para t > 0. Determine el tiempo necesario para llenar el tan¬ 
que a un nivel de 2.5 m. Suponga que la raz6n del flujo de salida Q m 3 /s y la altura H 
estan relacionados por 


Q = 0.02 


La capacitancia del tanque es de 2 m 2 . 


0.05 m 3 /s 
' — 



Fig. 4-48. Sistema de nivel de 
liquido. 




Problema B-4-10. En relacion con la Fig. 4-49, suponga que la valvula de salida del 
flujo se ha cerrado durante t < 0 y que las alturas de ambos tanques son iguales, o 
sea, H x = H 2 . En / = 0 la valvula de salida de flujo se abre. Suponiendo que los flu- 
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jos a traves de las valvulas son laminares, obtenga un modelo matematico que rela- 
cione la altura del tanque 2 con el tiempo t. 


Fig. 4-49. Sistema de 
libido. 

Problem a B-4-11. 

mbstrado en la Fig. 


Tanque 1 


Tanque 2 


nivel de 



Qz 


Obtenga un sistema analogo del sistema de nivel de liquido 
4-26(a) y dado por la Ec. (4-18). 


Problema B-4-12. En estado estable la razdn de flujo a traves del sistema mostrado 
en la Fig. 4-50 es Q y las alturas del tanque 1 y el tanque 2_son H x y H 2 , respectiva- 
mente. en t - 0 la raz6n de flujo de entrada se cambia de Q a Q + q, donde q es un 
pequeflo cambio en la razdn de flujo de entrada. Los cambios resultantes en las altu¬ 
ras (h x y h 2 ) y las razones (q x y q 2 ) se suponen pequeftas. Las capacitancias del tanque 
1 y el tanque 2 son C, yQ, respectivamente. La resistencia de la valvula del flujo de 
salida del tanque 1 es R x y la del tanque 2 es R 2 . Obtenga un modelo matematico del 
sistema cuando q sea la entrada y q 2 la salida. 



c z 


Fig. 4-50. Sistema de nivel de liquido. 

/ 

, Problema B-4-13. Encuentre un sistema electrico analogo del sistema de nivel de 
liquido mostrado en la Fig. 4-50. 

Problema B-4-14. Obtenga un sistema electrico analogo del sistema de nivel de 
liquido mostrado en la Fig. 4-38 donde q es la entrada y q 2 la salida. 
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Problema B-4-15. Encuentre un sistema mecanico analogo del sistema de nivel 
liquido mostrado en la Fig. 4-38 cuando q es la entrada y q 2 la salida. 

Problema B-4-16. Considere el sistema hidraulico mostrado en la Fig. 4-51. Supo- 
niendo que el desplazamiento x del piston es la entrada y el desplazamiento y del ci- 
lindro es la salida, obtenga un modelo matematico del sistema. 



y Fig. 4-51. Sistema hidraulico. 


♦Problema B-4-17. Obtenga una aproximacidn lineal de 

Q - O.WH =f(H) 
alrededor de un punto H = 4, Q = 0.2. 

•Problema B-4-18. Encuentre una ecuacidn linealizada de 

z = 5x z 

alrededor de un punto x = 2, z = 20. 

•Problema B-4-19. Linealice la ecuacidn no lineal 

_ x_ 

z _ y 

en la regidn definida por 90 < x < 110, 45 < y < 55. 

•Problema B-4-20. Linealice la ecuacidn no lineal 

z = x 2 + 2 xy -f- 5 y 2 
en la regidn definida por 10 < x < 12, 4 < y < 6. 
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SISTEMAS NEUMATICOS 


5-1 INTRODUCC16N 

Los sistemas neumaticos son sistemas de fluido que utilizan el aire como el 
medio para la transmision de senates y de potencia. (Aunque el fluido mas co- 
mun en estos sistemas es el aire, otros gases pueden usarse del mismo modo.) 

Los sistemas neumaticos se usan extensamente en la automatization de 
maquinaria de production y en el campo de los controladores automaticos. 
Por ejemplo, circuitos neumaticos que convierten la energia del aire compri- 
mido en energia mecanica gozan de un considerable uso, y se encuentran di- 
ferentes tipos de controladores mecanicos en la industria. Ademas, desde el 
principio de los afios 60 los dispositivos neumaticos llamados fluidicos se 
han aplicado como elementos de decision o circuitos logicos en almacenaje 
automatico, secuenciamiento y operaciones similares. Debido a que los siste¬ 
mas neumaticos se encuentran con abundancia en la industria, los ingenieros 
deben estar tan familiarizados con los principios basicos de las componentes 
y sistemas neumaticos como con los correspondientes de los sistemas 
hidraulicos. 

Las figuras 5-1 a 5-3 ilustran tres ejemplos de utilization del aire. En la 
Fig. 5-1 tenemos un diagrama esquematico de una bomba elevadora de aire; 
la Fig. 5-2 muestra un colchon de aire en un sistema de volante y la Fig. 5-3 
un dedo mecanico. (En la Fig. 5-3, Ay B son eslabones y Cestd unido a la 
barra del piston. Cuando la barra del piston se mueve hacia arriba, el dedo 
mec&nico atrapa una pieza de trabajo. Cuando la barra del piston se mueve 
hacia abajo, aquel suelta la pieza de trabajo.) 


235 
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3. Se utiliza la fuerza debida al viento. (Yates, bombas elevadoras de 
aire, etc.) 

4. Se utiliza la energia del aire comprimido. (Frenos de aire, herra- 
mientas de aire comprimido, etc.) 

5. Se utiliza la compresibilidad del aire. (Colchones de aire) 

6. Uso de ciertos fenomenos debidos al flujo del aire. (Fluidicos) 

Comparacion entre sistemas neumaticos y sistemas hidraulicos. Como 
ya se ha notado, el fluido encontrado en los sistemas neumaticos es el aire; 
en los sistemas hidraulicos es el aceite. Y principalmente son las diferentes 
propiedades de los fluidos involucrados los que caracterizan las diferencias 
entre los dos sistemas. Estas diferencias pueden enlistarse como sigue. 

1. El aire y los gases son compresibles, en tanto que el aceite es in- 
compresible. 

2. El aire carece de propiedades lubricantes y siempre contiene vapor de agua. 
El aceite funciona como fluido hidraulico y tambien como lubricador. 

3. La presion de operacion normal de los sistemas neumdticos es 
mucho mas baja que la de los sistemas hidraulicos. 

4. Las potencias de salida de los sistemas neumaticos son considerable- 
mente menores que las correspondientes a los sistemas hidraulicos. 

5. Las exactitud de los actuadores neumaticos es escasa a bajas veloci- 
dades, en tanto que la exactitud de los actuadores hidrdulicos 
puede ser satisfactory a todas las velocidades. 

6. En los sistemas neumaticos el escurrimiento externo es permisible en 
cierta medida, pero el escurrimiento interno debe evitarse porque la 
diferencia de presion efectiva es mas bien pequena. En los sistemas 
hidraulicos el escurrimiento interno es permisible, pero el escurri¬ 
miento externo debe evitarse. 

7. No se necesitan tubos de retomo en los sistemas neumaticos cuando se 
usa aire, en tanto que siempre se necesitan en los sistemas hidraulicos. 

8. La temperatura de operacion normal para los sistemas neumaticos 
es de 5 a 60°C. El sistema neum&tico, sin embargo, se puede operar 
en la escala de 0 a 200°C. Los sistemas neumaticos son insensibles a 
los cambios de temperatura, en contraste con los sistemas hidr&uli- 
cos, donde la friccion del fluido debida a la viscosidad depende en 
gran medida de la temperatura. La temperatura de operacion nor¬ 
mal para los sistemas hidraulicos es de 20 a 70°C. 

Esquema del caphulo. La seccion 5-1 es una breve introduction a los 
sistemas neumaticos. En la Sec. 5-2 expondremos componentes y sistemas 
neumaticos, incluyendo bombas, actuadores y valvulas, seguido por las 
propiedades fisicas y termodinamicas del aire y otros gases en la Sec. 5-3. La 
seccion 5-4 describe el flujo de gases a traves de orificios, y la Sec. 5-5 la 
elaboration de modelos matematicos de los sistemas neumaticos. Despues 
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de cosiderar algunos materiales introductorios de los dispositivos fluidicos 
en la Sec. 5-6, concluimos el capitulo con una descripcion de fluldica digital 
y los circuitos logicos en la Sec. 5-7. 


5-2 SISTEMAS NEUMATICOS 

Las fuerzas neumaticas realizan diferentes funciones (empujan, jalan, 
atrapan, por ejemplo) como en los polipastos neumaticos, las herramientas 
neumaticas, los dedos neumaticos y dispositivos similares. En esta seccion 
exponemos los componentes neumaticos tales como compresores que pro- 
ducen air^ comprimido, actuadores neumaticos que convierten la energia 
neumatica en energia mecanica para realizar trabajo mecanico util, y valvu- 
las neumaticas que controlan la presion y/o el flujo. (Dispositivos neumati¬ 
cos como los dispositivos fluidicos se explican en la Sec. 5-6 y en la Sec. 5-7. 
Los controladores neumaticos convencionales se exponen en el capitulo 8.) 

La figura 5-4 muestra un diagrama funcional de un circuito neumatico 
simple cuyas mayores componentes son un compresor, un filtro, un lubrica- 
dor, valvulas y un actuador. En las paginas siguientes describiremos breve- 
mente cada uno de estos componentes. 



Fig. 5-4. Diagrama funcional de un circuito mecanico simple. 

Compresores. Como lo implica su nombre, los compresores son ma- 
quinas para comprimir aire o gas. Pueden clasificarse en dos tipos: de 
desplazamiento positivo y centrifugos. El tipo de desplazamiento positivo 
incluye todas las maquinas que operan tomando una cierta cantidad de aire 
o gas en un espacio cerrado donde su volumen se reduce y su presion se 
incrementa. Tales compresores pueden dividirse en compresores de movi- 
miento alternative (reciprocantes) y rotatorios. El segundo tipo, los 
centrifugos , tambien incluyen a los compresores axiales. En la Fig. 5-5 se 
muestran diagramas esquematicos de estos compresores. 

Los compresores centrifugos para presion inferior a 1 x 10 5 N/m 2 ma- 
nometrica (0.1 MPa manometrica) se conocen generalmente como soplado- 
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Fig. 5-5. Compresores. 

res o ventiladores. Cuando las presiones estan por arriba de 2 x 10 5 N/m 2 
manometrica (0.2 MPa manometrica) en compresores centrifugos, la 
energla cinetica se recupera como presion. En los sopladores y ventiladores, 
sin embargo, la energia cinetica usualmente se disipa en remolinos. Notese 
que para la conversion de presion de N/m 2 a kg/cm 2 o lb/m 2 , 

1 MPa = 10 6 N/m 2 = 10.197 k g/ /cm 2 = 145 lb/n. 2 = 145 psi 
0 N/m 2 manometrica = 0 kg/cm 2 manometrica = 0 psig = 1.0133 x 10 5 

N/m 2 abs 

= 1.0332 kg/cm 2 abs = 14.70 lby/in. 2 abs = 14.7 psia 

El tipo de compresor conocido como de movimiento alternativo puede 
producir alt a presion. Si las presiones estan entre 5 x 10 5 N/m 2 manometri¬ 
ca y 35 x 10 5 N/m 2 manometrica (0.5 MPa manometrica y 3.5 MPa mano¬ 
metrica), se usan compresores de dos etapas, y presiones hasta de 8 x 10 6 
N/m 2 (8 MPa) requieren compresores de tres etapas. Cuando la presion 
varia de 15 x 10 6 N/m 2 a 35 x 10 6 N/m 2 (15 MPa a 35 MPa) o aun mas 
alta, entonces son necesarios compresores de cuatro etapas. Con el objeto 
de obtener altas presiones, el aire (o gas) debe ser enfriado durante su paso de 
una etapa a otra. 

A causa de los compresores reciprocantes operan a velocidad constante, 
independiente de la demanda de aire comprimido, se han usado diferentes ti- 
pos de relevadores de carga para economizar. Cuando se excede la region pre- 
determinada, el relevador de carga evita mayor comprension del aire hasta 
que la presion disminuye a una cantidad predeterminada y en esa etapa el 
compresor reanuda la compresion del aire. 

En el compresor centrifugo, existen grandes separaciones entre el rotor 
y las partes estacionarias. Las unicas partes en rozamiento son los cojinetes. 
Puesto que el aire y los gases tienen bajas densidades, los compresores 
centrifugos se corren a alta velocidad. Ademas, mantienen una presion bas- 
tante constante dentro de una amplia escala de volumenes de entrada. Para 
cada velocidad, sin embargo, hay un cierto volumen de entrada por abajo 
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del cual la operacion se hara inestable. (A baja carga, puede ocurrir un fe- 
nomeno conocido como presion ondulatoria o pulsaciones por la compresi- 
bilidad del aire o gas. En esta situation, un ligero ajuste de la condition de 
operacion puede detener la pulsation.) 

Filtros y lubricadores neumaticos. El mayor problema en los sistemas 
neumaticos es el mantenimiento del suministro de aire limpio y seco a pre¬ 
sion constante. La humedad, los liquidos corrosivos o las particulas extra- 
fias arrastradas al sistema neumatico por el suministro de aire pueden 
causar problemas. A medida que el aire se comprime, la temperatura se ele- 
va y la humedad relativa disminuye. Cuando el aire comprimido es enfriado 
por un postenfriador del compresor y la humedad relativa se eleva, la hu¬ 
medad se condensara en el tanque de almacenamiento. Gran parte de la 
humedad del aire es removida en forma de agua condensada del tanque de 
almacenamiento. Cualquier humedad remanente y particulas extraftas 
pueden removerse mediante un filtro neumatico. Para asegurarse que la 
caida de presion resultante de la filtration sea pequefta, la capacidad del 
filtro neumatico debe ser lo suficientemente grande. 

Para los controladores neumaticos y los dispositivos fluidicos, el sumi¬ 
nistro de aire debe estar libre de aceite. Sin embargo, en otros equipos el su¬ 
ministro de aire debe contener aceite atomizado para lubricar el actuador 
neumatico. El lubricador es un dispositivo que atomiza aceite en el flujo de 
aire con el objeto de lubricar el actuador neumatico. Usualmente un filtro 
neumatico, una valvula de control de presion, y un lubricador estan combi- 
nados en una unidad, conocida como unidad de control de presion de aire, 
como se muestra en la Fig. 5-6. 
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Actuadores neumaticos. Los actuadores neumaticos, los cuales con- 
vierten la energia neumatica en energia mecanica, pueden dividirse en dos ti- 
pos: el cilindro neumatico (para movimiento lineal) y el motor neumatico 
(para movimiento rotatorio continuo). Los actuadores neumaticos mas co- 
munmente usados caen dentro del grupo de cilindro. Pueden obtenerse dife- 
rentes movimientos no lineales (tal como el movimiento rotatorio angular li- 
mitado) combinando los mecanismos apropiados de movimiento lineal del 
actuador del tipo de cilindro. 

Cilindros neumaticos. Los cilindros neumaticos pueden clasificarse 
como los del tipo de piston, del tipo de embolo sumergido (ariete) y del tipo 
de fuelle. En la Fig. 5-7, se dan diagramas esquematicos de cada uno de 
ellos. Los cilindros del tipo de fuelle no tienen partes en rozamiento, pero 
deben ser de carrera corta con gran diametro. 




Fig. 5-7. (a) Cilindro neumatico del 
tipo de piston: (b) cilindro neumatico (c) 
del tipo de embolo sumergido; (c) ci¬ 
lindro neumatico del tipo de fuelle. 



Los cilindros del tipo piston pueden adoptar diferentes configuraciones 
como se muestra en la Fig. 5-8. 

Cuando se usa aire como medio de transmision de potencia, es impor- 
tante reconocer el efecto de la compresibilidad sobre el funcionamiento del 
sistema. Considerese el sistema neumatico mostrado en la Fig. 5-9. Cuando 
el aire comprimido entra del puerto 1, la presion a la c&mara A se desarrolla 
hasta que la fuerza de presion excede la fuerza de friccion estatica maxima 
que existe entre la superficie del cilindro y la superFicie del piston. Este cre- 
cimiento de la presion es rapido, puesto que el volumen de la camara A es 
pequefto. A1 arrancar el movimiento, la friccion se reduce en forma abrupta 
porque la friccion deslizante es considerablemente menor que la friccion es- 
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Fig. 5-8. Cilindros del tipo de piston. 


tatica maxima. En consecuencia, el piston desplegara un movimiento impul- 
sivo y golpeara la abrazadera casi instantaneamente. Notese que inmediata- 
mente despues de arrancar el movimiento impulsivo del piston, el volumen 
de la camara A se incrementara rapidamente. Esta situacion causara una 
caida de presion subita en la camara porque el flujo de entrada de aire a la 
camara no se puede asimilar con el incremento en volumen de la camara. 
(En algunos casos, la fuerza de afianzamiento puede resultar insuficiente 
hasta que el aire comprimido ha llenado el volumen incrementado de la ca¬ 
mara A.) El aire comprimido suministrado a la camara A, una vez que el 
piston ha golpeado la abrazadera, hara menos trabajo util del que pudiera, 
puesto que el aire pronto sera purgado a la atmosfera a medida que la valvu- 
la opere y el piston se mueva a la izquierda. (Tal perdida de energia disminu- 
ye la eficiencia del sistema neum&tico.) Como resultado de esta situacion, es 
imposible un control de velocidad preciso del piston. 

En algunos equipos, si la carrera necesaria es muy corta, una valvula de 
control de velocidad para controlar la velocidad del piston sera impotente 
porque una carrera corta terminara antes de que la velocidad se haga uni¬ 
forme. Entonces, sera necesario utilizar un cilindro largo y reducir la carre¬ 
ra por medio de un mecanismo de enlace (Fig. 5-10). 



Fig. 5-9. Sistema neumatico. 


En muchos cilindros del tipo de piston, el control exacto del movimien¬ 
to de baja velocidad del piston es dificil. Con el objeto de obtener tal 
control, los cilindros neumaticos pueden combinarse con cilindros:hidrauli- 
cos como en la Fig. 5-11. (En cada diagrama una valvula de control de flujo 
controla el flujo hidraulico al cilindro hidraulico. Puesto que los pistones de 
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Fig. 5-11. Cilindros neumaticos com- 
binados con cilindros hidraulicos. 

ambos cilindros, el hidraulico y el neumatico estan conectados mecanica- 
mente, las velocidades de ambos pistones estan controlados de modo seme- 
jante.) 

Comentarios sobre los cilindros neumaticos. Es importante que se ten- 
ga el cuidado apropiado (tal como se enlista abajo) para tener buen exito en 
la operacion de los cilindros neumaticos sin problemas. 

1. La barra del piston debe estar libre de momentos de flexion. 

2. A1 manejar una carga de gran inercia, debe proveerse un tapon ade- 
mas del mecanismo de colchon del cilindro. 

3. Si un cilindro va a terminar su operacion, debe anadirse una canti- 
dad suficiente de aceite atomizado al aire limpio (libre de polvo y 
humedad) del cilindro. 
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Motores neumaticos. Hay dos clases de motores neumaticos , los de 
piston y los de aspa. La Fig. 5-12 muestra un ejemplo de los primeros. A1 
suministrar aire comprimido a los tres cilindros en el orden apropiado, el ci- 
gtienal puede hacerse girar en la direction deseada. Tal motor neumatico del 
tipo de piston gira a baja velocidad pero tiene un gran par de salida. 




Un motor neumatico del tipo de aspa se ilustra en la Fig. 5-13. Cuando 
se suministra aire comprimido a los compartimentos, el rotor gira a causa 
del desbalanceo de la fuerza aplicada a las aspas. Este tipo gira a alta veloci¬ 
dad, pero la potencia de salida es mas bien limitada. 

Los motores neumaticos encuentran un uso extenso en dispositivos ta¬ 
les como los taladros neumaticos y los esmeriles neumaticos, tanto como en 
muchas maquinas de mineria. Este uso difundido se basa en los siguientes 
factores. 
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1. Si el motor neumatico se sobrecarga, la fuerza de la presion del aire 
y la fuerza de la carga se balancean entre si y el motor simplemente 
se detiene sin sufrir dafto. 

2. El motor neumatico es a prueba de incendio y explosion. 

3. El motor neumatico tiene un gran par de arranque. 

4. Son posibles los arranques y paros rapidos. 

5. La reversion de la direction de la rotation es facil. 

6. El motor neumatico tiene un peso ligero comparado con el motor 
electrico de la misma capacidad de salida. 


Ejemplo 5-1. En el polipasto neumatico de tres poleas de la Fig. 5-14, supongase que 
el hrea A del piston del actuador neumatico es de 15 in 2 y que la presion de suminis- 
tro Pi del aire es de 70 psig. Encuentrese la masa m del peso maximo que puede ser le¬ 
vant ado. 



mg Fig. 5-14. Polipasto de tres poleas neumatico. 

Puesto que la tension F en el cable es la misma en su longitud entera y tres 
cables soportan el peso mg, obtenemos 

3F = mg 

La fuerza de elevacion es igual a la tension F. Por lo tanto, 

A{pi - p 2 ) = F= ^ 

o bien 

mg = 3 A(pi — p 2 ) — 3 X 15 X 70 = 31501b/ 
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Notese que la masa m en slugs es 


m 


3150 

32.2 


97.8 slugs 


Ejemplo 5-2 . Resuelvase el mismo problema del ejemplo 5-1 en terminos de unida- 
des SI. 

Puesto que 1 in 2 = 2.54 2 x 1CT 4 m 2 , el area A del piston es 
A = 96.77 x 10“ 4 m 2 
La diferencia de presion pi — p 2 es 


™ ]b f 

P i - Pi = 70 


70 x 4.448 N 
2.54 2 x 10~ 4 m 2 


48.26 x 10 4 


N 


En consecuencia, 

mg = 3 A(px -p 2 ) = 3 x 96.77 X 10~ 4 X 48.26 x 10 4 = 1.401 x 10 4 N 
La masa m del peso maximo que puede ser levantado es 


1.401 x 10 4 
9.81 


= 1428 kg 


Valvulas de control de presion. En un sistema neumatico cierta canti- 
dad de aire comprimido se almacena en un tanque. Cuando se presenta la 
necesidad, se toma aire comprimido del tanque y la presion se reduce por 
medio de una valvula de control de presion a un valor deseado para asegu- 
rar la operacion de los dispositivos neumaticos. Las valvulas de control de 
presion pueden dividirse en valvulas reductoras de presion y valvulas de 
alivio. 

Valvulas reductoras de presion. La figura 5-15 muestra una valvula re- 
ductora de presion de accion directa sin alivio. Cuando el resorte grande se 
abate por la rotacion del maneral, la barra de la valvula baja, permitiendo 
que el aire fluya del lado primario al secundario. Si la presion en el lado se- 
cundario se eleva, el diafragma sera empujado hacia arriba, en un paso que 
tiende a cerrar el conductor de aire. De esta manera, se controla el flujo de 
aire y la presion en el lado secundario se mantienen constante. 

En la Fig. 5-16 se representa una valvula reductora de presion actuada 
por piloto. Aqui el control de presion del lado secundario ocurre a traves de 
la presion del aire mas que a traves del resorte, como en el caso de la valvula 
de accion directa. El principio de operacion es el mismo de la valvula de ac¬ 
cion directa de la Fig. 5-15. 

Las ventajas de las valvulas actuadas por piloto son las siguientes. 

1. Las caracteristicas de flujo de la valvula actuada por piloto son su- 
periores a las de la valvula de accion directa. 
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2. El control de presion de un flujo de aire grande ocurre facilmente 
con valvulas actuadas por piloto. 

3. El control remoto es posible con valvulas actuadas por piloto, en 
tanto que es imposible con valvulas de accion directa. 


lado primario 



Fig. 5-15. Valvula reductora de presion de accion directa. 



Fig. 5-16. Valvuia reductora de presion actuada por piloto. 


Valvulas de alivio. En los circuitos neumaticos, la presion del aire en 
los tubos se controla por medio de valvulas reductoras de presion. La pre¬ 
sion del aire en el circuito puede, sin embargo, elevarse anormalmente como 
resultado del mal funcionamiento de algunas componentes del circuito. En 
este caso, se usa una valvula de alivio para liberar el exceso de aire a la at- 
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mosfera. Las valvulas de alivio son del tipo de accion directa o bien del tipo 
actuada por piloto. 

Un ejemplo de la valvula de alivio de accion directa aparece en la Fig. 
5-17. Estas valvulas de alivio de accion directa se encuentran instaladas en la 
mayor parte de los tanques de aire. 

La figura 5-18 muestra una valvula de alivio actuada por piloto. Cuan- 
do la presion del circuito se eleva sobre un valor predeterminado, la valvula 
auxiliar se abre y la presion posterior de la valvula principal se abate, en 
consecuencia, la valvula principal se retrae y permite que el aire escape a la 
atmosfera. Este tipo de valvula de alivio actuada por piloto es conveniente 
cuando la presion de ruptura es de 10® N/m 2 (1 MPa) manometrica (aproxi- 
madamente 10 kg 7 /cm 2 manometrica o 145 psig) o mayor. 



! 


Pig. 5-17. Valvula de accion Fig. 5-18. Valvula actuada por piloto 

directa de alivio. de alivio. 
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Valvulas de control de flujo. Las razones de flujo pueden ser controla- 
das por la valvula de control de flujo , las cuales vienen en forma de valvulas 
de movimiento vertical, valvula de aguja, etcetera. La figura 5-19 muestra 
una valvula de movimiento vertical. £sta se abre totalmente cuando el huso 
vertical baja alrededor de un cuarto del diametro del puerto. En general, este 
tipo tiene buenas caracteristicas. 

Valvulas de control direccional. Las valvulas que controlan la direc¬ 
tion del flujo se llaman valvulas de control direccional. Por ejemplo, son 
necesarias para cambiar la direction del movimiento del piston de potencia. 
Las valvulas de control direccional pueden clasificarse como valvulas desli- 
zantes y valvulas de carretes. 

En la figura 5-20 se muestran ejemplos de valvulas deslizantes. Este tipo 
es de larga vida y pueden hacerse de tamano pequefto, pero requieren de una 
fuerza mas bien grande para ser operadas. 


Fig. 5-20. Valvulas des¬ 
lizantes. 




La figura 5-21 muestra una valvula de carretes, la cual es una valvula 
balanceada que requiere una pequefla fuerza para ser operada. Puesto que 
ambas, la deslizante y la de carretes estan fabricadas con precision, el polvo 
en el suministro de aire no causara dificultades en la operation normal. 


Fig. 5-21. Valvula de 
carretes. 



Valvulas magneticas. Usadas extensamente para controlar flujos en 
sistemas neumaticos, las valvulas magneticas operan sobre el principio de 
encendido o apagado (abierto o cerrado). 

La figura 5-22(a) muestra una valvula magnetica de dos puertos de ac¬ 
tion directa en la cual el magneto esta en posicion de apagado y la valvula 
est& en posicion cerrada. La figura 5-22(b) muestra el magneto en la posi¬ 
cion de encendido y la valvula en la posicion abierta. (La posicion de la val¬ 
vula se cambia por medio de un solenoide.) 

Una valvula magnetica de tres puertos, dos posiciones, de accion direc¬ 
ta con magneto para encendido y apagado se ilustra en la F|g. 5-23(a) y (b), 
respectivamente. Estas valvulas se usan para control secuential, conmuta- 



Scanned and Edited By YORCH® 


250 Si stem as Nkumaticos 


Cap. 5 


cion de alta presion y baja presion y operaciones similares. En valvulas de 
gran capacidad se prefieren normalmente valvulas actuadas por piloto mas 
que valvulas de accion directa. 


Valvulas piloto neumaticas de tres puertos. La figura 5-24 muestra una 
valvula piloto neumatica de tres puertos que se usa para conmutar trayecto- 
rias de flujo. [La figura 5-24(a) corresponde a la posicion de cerrada y la fi¬ 
gura 5-24(b) a la posicion de abierta.] Diferente de las valvulas magneticas, 
esta clase no usa electricidad y por lo tanto puede usarse ventajosamente 
cuando la temperatura o la humedad son muy altas o cuando se manejan 
gases explosivos. 



Fig. 5-22. Valvula magnetica de accion directa, de dos puertos; 
(a) posicion de valvula cerrada (magneto apagado); (b) posicion de 
valvula abierta (magneto encendido). 

i i r~i 
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Valvulas de interfaz. Con el advenimiento de los dispositivos fluidicos 
la presion en la linea piloto se ha hecho mas y mas baja. La presion de salida 
de los dispositivos fluidicos es del orden de 1 x 10 4 N/m 2 manometrica 
(aproximadamente 0.1 kg y /cm 2 manometrica o 1.4 psig). Las valvulas piloto 
neumaticas usadas en conexion con los dispositivos fluidicos se llaman val- 


Presion de la 
linea piloto 
(baja) 


Presion de la 
linea piloto 
(alta) 




Fig. 5-24. Valvula piloto neumatica de ties puertos; (a) posicion de 
valvula cerrada; (b) posicion de valvula abierta. 


vula de interfaz . La presion en la linea piloto de la valvula de interfaz es 
muy baja, algo como 7 x 10 2 a 1 x 10 4 N/m 2 manometrica (aproximada¬ 
mente 0.007 a 0.1 kgy/cm 2 manometrica o 0.1 a 1.4 psig). 

En la Fig. 5-25(a), la cual muestra una valvula de interfaz, la presion 
aplicada al piston es atmosferica y la valvula principal esta en la posicion de 
cerrada. Cuando se aplica la presion de la linea piloto al piston como se 
muestra en la Fig. 5-25(b), el embolo sumergido cierra la tobera fuente. Este 
paso causa que la presion de la camara sobre el diafragma 1 se eleve, con el 
resultado de que el diafragma es empujado hacia abajo y la valvula princi¬ 
pal se abre y resulta el flujo del puerto A al puerto B. 
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Diafragma I 


A 


(b) 

Fig. 5-25. Valvula de interfaz; (a) position de valvula cerrada; (b) po¬ 
sition de valvula abierta. 

Valvulas de retencion. Una valvula de retencion (Fig. 5-26) permite al 
aire o gas fluir en una direccion solamente por medio de un resorte y una 
valvula. 


Fig. 5-26. Valvula de re¬ 
tencion. 

Valvulas de vaiven. La figura 5-27 muestra una valvula de vaiven, dis- 
positivo que, en esencia, es una combination de dos v&lvulas de retencion. 
La direccion del flujo puede ser de A a C o de B a C, pero no de A a if o de 5 
a A. 


B 


Fig. 5-27. Valvula de 
vaiven. 

Resumen sobre los sistemas neumaticos. Ya sea solos o combinados 
con sistemas hidraulicos o electricos, los sistemas neumaticos tienen un uso 
muy difundido en la industria. En particular, los sistemas neumaticos y 
electricos se emplean a menudo en control secuencial. Tales sistemas 
hibridos ofrecen las ventajas de los sistemas neumatico y electrico o 
hidraulico y las desventajas que pueden ser compensadas. 

Las ventajas de los sistemas neumaticos sobre otros sistemas se enlistan 
a continuacion. 

1. En el sistema neumatico la potencia de salida puede controlarse f£- 
cilmente. 

2. La rapidez del actuador puede variarse con la amplitud, aunque el 
control de velocidad exacto es dificil de alcanzar. 

3. La sobrecarga no perjudicara a los sistemas neumaticos. 
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4. Puesto que el aire comprimido se puede ^lmacenar en un tanque, el 
sistema neumatico puede responder a una fuerte deinanda ocasional 
aun si la compresora del sistema es de tamano pequeno. 

5. El sistema neumatico puede operarse en una escala amplia de tem- 
peratura y esta a prueba de incendio y explosion. 

Algunas desventajas de los sistemas neumaticos, en general, son los siguien- 
tes. 

1. El aire no tiene la capaciad de lubricar las partes moviles. 

2. La humedad y las particulas extraftas en el aire pueden causar difi- 
cultades en la operation normal de los sistemas neumaticos. 

3. La eficiencia de los sistemas neumaticos es generalmente baja (20 a 
30%). 

4. La compresibilidad del aire causa atraso en la respuesta. 

5-3 PROPIEDADES FISICAS Y TERMODINAMICAS 

DE LOS GASES 

En esta section revisaremos primero las propiedades del aire y despues 
expondremos brevemente las propiedades termodinamicas de los gases. 

Propiedades fisicas del aire. El aire que no contiene humedad se llama 
aireseco. La composition volumetrica del aire seco al nivel del mar es apro- 
ximadamente 


N 2 : 78% 

0 2 : 21 % 

Ar, C0 2 , etc.: 1% 

Las propiedades fisicas del aire y otros gases a la presion y temperatura es¬ 
tandar se muestran en la tabla 5-1. La presion estandar p y la temperatura t 
se definen como . 

p = 1.0133 x 10 s N/m 2 abs = 1.0332 kg^cm 2 abs 
= 14.7 Xbfl'm. 1 ab*s = 14.7 psia 
t = 0°C = 273 K = 32°F - 492°R 

La densiaad p , el volumen especificot?,y el peso especifico y del aire a 
la presion y la temperatura estandar son 

p = 1.293 kg/m 
v = 0.7733 m 3 /kg 
y = 12.68 N/m 3 




Scanned and Edited By YORCH® 


254 Sisn-MAS Neumaticos Cap. 5 


Tabla 5-1. Propiedades de los gases 


Gas 

Peso 

molecu¬ 

lar 

Constante del gas 

J^gas 

Calor especifi- 
co kcal/kg K o 
Btu/lb °R 

Relacion 
de calo- 
res espe- 
cificos 

CplCv 

N-m/kg K 

ft-lb//lb °R 

C P 

Cv 

Aire 

29.0 

287 

53.3 

0.240 

0.171 

1.40 

Hidrogeno (H 2 ) 

2.02 

4121 

766 

3.40 

2.42 

1.41 

Nitrogeno (N 2 ) 

28.0 

297 

55.2 

0.248 

0.177 

1.40 

Oxigeno (0 2 ) 

32.0 

260 

48.3 

0.218 

0.156 

1.40 

Vapor de agua 
(H 2 0) 

18.0 

462 

85.8 

0.444 

0.334 

1.33 


Unidades de calor. El calor es energia transferida de un cuerpo a otro 
por una diferencia de temperatura. La unidad de calor del SI es el joule (J). 
Otras unidades de calor usadas comunmente en calculos de ingeniena son la 
kilocaloria (kcal) y la Btu (British thernal unit). 

1 J = 1 N-m = 2.389 X 10~ 4 kcal = 9.480 x lO" 4 Btu 

1 kcal - 4186 J - Wh = 1.163 Wh 
0.860 

1 Btu - 1055 J = 778 ft-lb, 

Desde el punto de vista de la ingeniena, la kilocaloria puede conside¬ 
rate como la energia necesaria para elevar la temperatura de un kilogramo 
de agua de 14.5 a 15.5°C. La Btu puede considerarse como la energia re- 
querida para elevar una libra de agua un grado Fahrenheit a algun nivel de 
temperatura escogido arbitrariamente. (Estas unidades dan aproximada- 
mente los mismos valores que los definidos antes.) 

Lev del gas perfecto. Considerese un gas perfecto que cambia de un es- 
tado representado por p lt V\, 7\ a un estado representado por p 2 , V 2 , T 2 . Si 
la temperatura se mantiene constante en T pero la presion (presion absolu- 
ta) cambia de p x a p 2 , entonces el volumen del gas cambiara de a V de 
modo tal que 

p i V l =p 1 V' (5-1) 

Si la presion se mantiene constante pero la temperatura se incrementa de 7j 
a T 2 , entonces el volumen del gas llega a V 2 . Asi, 


Tj T 2 


(5-2) 
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A1 eliminar V' entre las Ecs. (5-1) y (5-2), tenemos 

P\V\ = PiVz 
T x T 2 

Esto significa que para una cantidad fija de un gas perfecto, sin importar 
los cambios fisicos que ocurran, p V/T sera constante. En consecuencia, po- 
demos escribir 


pV 

= constante 


En presiones bajas y temperaturas bastante altas todo gas se acerca a 
una condition tal que 


pV — mRT 


(5-3) 


donde p(N/m 2 ) es la presion absoluta del gas, E(m 3 ) el volumen del gas, 
w(kg) la masa del gas, T( K) la temperatura absoluta del gas, y /?(N-m/kg K) 
una constante del gas que depende del mismo. 

Si el volumen del gas corresponde a un peso molecular, la constante del 
gas es la misma para todos los gases. Asi que si definimos el volumen ocupa- 
do por un mole de gas como v (m 3 /kg mol), la ley del gas perfecto viene a ser 

pv = RT (5-4) 

donde R se llama la constante del gas universal. El valor de la constante del 
gas universal es 

R = 8314 N-m/kg-mole K - 1545 ft-lb^lb-mole °R 


El gas satisface la Ec. (5-4) se define como un gas perfecto. Los gases reales 
'por abajo de la presion critica y por arriba de la temperatura critica tienden 

aobedecer la ley del gas perfecto. 


Ejemplo 5-3. Hallese el valor de R Mtl . la constante del gas para el aire. 
DelaEc. (5-3) 


donde v = V/tn = volumen especifico. L;l volumen espeeifico del aire a la presion y 
la temperatura estandar es 

v - 0.7733 ~ YT93 m3/k8 

La presion y la temperatura estandar son 

p 1.0133 / 10 5 N/m 2 abs 
T — 273 K 

Entonces, se sigue que 

/?airc = T^TT7T = 287 N * m/k8 K = 2921 k e /-m/kg K 
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En terminos de las unidades BES, 

v = 12.39 ft 3 /lb 


Y asi, 


p ~ 14.7 lb//in. 2 abs 
T = 492°R 


R , 


14.7 x 144 x 12.39 
492 


= 53.3 ft-lby/lb °R 


Propiedades termo din arnicas de los gases. Si un gas adquiere calor de 
sus alrededores, una porcion de la energia se usa como una adicion a la 
energia interna (como elevacion de la temperatura) y el resto como un traba- 
jo externo (como expansion del volumen). Asi pues, el calor puede conver- 
tirse en trabajo y viceversa. 

Aun cuando la energia se transforme de una forma a otra, no puede ser 
creada ni destruida. A este hecho se refiere la primera ley de la termodina- 
mica. 

Entre el trabajo mecanico L(N-m) y la energia calorifica Q(kcal), existe 
la siguiente relacion 

L = JQ o Q = AL 

donde 

J = equivalente mec&nico del calor = 4186 N-m/kcal 
= 426.9 k g/ -m/kcal = 778 ft-lb/Btu = 4.186 J/cal 
A = equivalente termico del trabajo 

= — = redproco del equivalente mecanico del calor 

Como se observo, si de los alrededores se aumenta un calor Q a un sistema, 
entonces una porcion de calor se almacena como energia interna en forma de 
elevacion de la temperatura y el resto se transforma en trabajo externo. Asi, 

Q = u 2 ± + AL 

donde 

U x = energia interna en el estado inicial 
U 2 = energia interna en el estado final 
AL = calor transformado en trabajo mecanico 

Citlores especfficos. El calor especlfico de un gas se define como la re¬ 
lacion entre la cantidad de calor requerida para elevar la unidad de masa del 
gas un grado, y la requerida para elevar la unidad de masa del agua un gra- 
do a alguna temperatura especificada, utilizanrio ei mismo sistema de uni¬ 
dades. Generalmente se usan para los gases doo oalores especificos: uno a 
presibn constante ( c p ) y otro a volumen constante (c v ). 

Cambios de estado en el gas perfecto. Un proceso se llama proceso re¬ 
versible si tanto el sistema como sus alrededores pueden volver a sus estados 
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originates; de otro modo se le define como irreversible. Todos los procesos 
reales con irreversibles. 

Expongamos brevemente los cambios de estado en un gas perfecto. La 
figura 5-28 muestra curvas presion-volumen de un gas perfecto. En el si- 
guiente analisis, los subindices 1 y 2 se refieren a los estados inicial y final, 
respectivamente. 


1. Cambio de estado a volumen constante (p 2 /pi = T 2 /T l ). Esto 
corresponde al cambio de estado cuando el volumen se mantiene constante 
como se muestra en la curva 1 de la Fig. 5-28. El calor Q v kcal anadido al sis- 
tema de m kg de gas de los alrededores se suma a la energia interna, puesto 
que el volumen permanece constante, no se hace trabajo externo. Por lo 
tanto, 

L = 0 

y 

U 2 — U x = Q v = mc v {J 2 — r,) kcal 


Fig. 5-28. Curvas presion-volumen de 
un gas perfecto. 



2. Cambio de estado apresion constante (V 2 /V\ = T 2 /T i). Correspon¬ 
de al cambio de estado cuando la presion se mantiene constante como lo 
muestra la curva 2 de la Fig. 5-28. Si se afiade un calor Q p kcal al sistema de 
m kg de gas de los alrededores, una porcion de el se usa para expandir el vo¬ 
lumen y el resto se conserva como una adicion a la energia interna. En rela¬ 
tion con la Ec. (5-3), 

L = p(V 2 - K,) = mR(T 2 - T t ) N-m 
U 2 — U x — Q p — AL — mc p {T 2 - T x ) - AmR(T 2 - T x ) 

= m(c p - AR)(T 2 - T x ) kcal 


3. Cambio de estado a temperatura constante ( Isotermico) ip 2 /p\ = 
V\/V 2 ). Esta situacion corresponde al cambio de estado cuando la tempera¬ 
tura se mantiene constante como lo muestra la curva 3 en la Fig. 5-28. Aqui, 
el calor Q T kcal afiadido al sistema de los alrededores se usa como trabajo 
externo (no hay incremento en la energia interna porque no hay cambio en 
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la temperatura. Por lo tanto, U 2 — U 2 = 0 y el trabajo realizado es 

L - f p dV — mRT In N-m 
Jv 1 M 


y 

AL — Q t kcal 

4. Cambio de estado adiabatico reversible (Isentropico) {p\V{ — p 2 V k 2 ). 
El cambio de estado adiabatico se refiere al estado en el cual no se transfiere 
calor al o del sistema. El cambio de estado adiabatico reversible (adiabatico 
sin friccion) se llama cambio de estado isentropico. El cambio adiabatico se 
muestra en la curva 4 de la Fig. 5-28. La relacion entre la presion p y el volu- 
men V es 

pV k -= const ante 

donde k se llama exponente adiabatico. Para un gas perfecto, es lo mismo 
que c f) /c\, o bien 

k = ^ = 1.40 

c v 

En el cambio de estado adiabatico el calor Q kcal transferido al sistema o 
del sistema es cero. Asi, 

Q = o 

Y por lo tanto, el trabajo L hecho por el gas es igual al cambio en la energia 
interna o 

AL = U,-U 2 = mc£T , - T z ) = jppXi - P 2 V 1 ') kcal 

Notese que la compression o expansion del aire en el cilindro neumatico es 
casi adiabatica. 

5. Cambio de estado politropico (p 2 V{ - PzV^). El cambio de estado 
real de un gas real cualquiera, no cae exactamente en ninguno de los cuatro 
casos antes enlistados. Este puede representarse escogiendo apropiadamen- 
te el valor de n en la ecuacion 


pV>< = constante 

El cambio de estado dado por esta ultima ecuacion se llama politropico y el 
exponente n se llama exponente politropico. El cambio de estado politropico 
es bastante general en el sentido de cubrir los cuatro cambios de estado an¬ 
tes mencionados escogiendo apropiadamente el valor d e n. De hecho, dan- 
do al exponente politropico diferentes valores, los cambios precedentes 
pueden ser casos especiales del cambio politropico; esto es, para n = 1, n = 
0 , n = oo y n = k, el cambio de estado es isotermico, a presion constante, a 
volumen constante e isentropico, respectivamente. 
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*5-4 FLUJO DF GASES A TRAVES DE ORIFICIOS 

Puesto que el gas es compresible, el flujo de gas a traves dc tubos y ori¬ 
ficios es mas complicado que el flujo de liquidos. En esta seccion se expone 
el analisis del flujo de gas a traves de un orificio. En sistemas de presion 
neumatica industrial, el flujo laminar ocurre rara vez; en consecuencia, aqui 
estamos interesados en el flujo turbulento a traves de tubos, orificios y val- 
vulas. 

Comenzaremos obteniendo ecuaciones del flujo de gas a traves de un 
orificio y mostraremos que en ciertas condiciones la velocidad del gas a tra¬ 
ves suyo llega a ser igual a la velocidad del sonido. Despues obtendremos 
para la razon de flujo de masa del gas que fluye a traves de un orificio. Fi- 
nalmente, se obtendran ecuaciones de la razon de flujo de masa para cir- 
cuitos neumaticos. 

Flujo de gas perfecto a traves de un orificio. El flujo de un gas real a 
traves de orificios y toberas puede aproximarse mediante un flujo isentropi- 
co (adiabatico sin friccion) si los efectos de la friccion y la transferencia de 
calor son despreciables. 

Consideremos el flujo estable de un gas perfecto a traves de un orificio 
como en la Fig. 5-29. Aqui la seccion transversal ! se ha tornado corriente 
arriba del orificio. La seccion transversal en la vena contracta (donde el area 
del chorro emitido llega ser minimo) se denota como seccion 2. 



1 | 2 


_1 



^0 

1 V 


A 2 

-< 

I 

Fig. 5-29. Flujo permanente de un gas 
perfecto a traves de un orificio. 

1 

J 

1 V 

X 

[) 


El area de corriente A 2 del chorro emitido es menor que el area del ori¬ 
ficio A 0 . La relacion de A 2 y A 0 es el coeficiente de contraction C c o 

A 2 = C c Aq 

Tas secciones marcadas con asterisco tratan temas mas desafiantes que e! resto del libro. 
Dependiendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque son importantes) pueden omi- 
tirse de la exposition en clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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En relacion con la Fig. 5-29, el estado del gas en la seccion 1 es p Xt v u 
7\ y la correspondiente a la seccion 2 es p 2 , v 2 , T 2 . Las velocidades en la sec¬ 
cion 1 y la seccion 2 estan denotadas por w x y w 2 , respectivamente. Las pre- 
siones p x y p 2 son presiones absolutas. 

Para el cambio de estado isentropico, tenemos 

PiV * = p 2 v 2 = constante 

Notando que el volumen especifico v es el reciproco de la densidad, 


v = 


_ 1 _ 

P 


Por lo tanto, 


Pi = P k \PiPi k (5-5) 

En la Sec. 4-4, derivamos la ecuacion de Euler, entonces la Ec. (4-4) reescri- 
ta es 

w dw + ^ + g dz — 0 

donde w se usa para la velocidad. Despreciando el cambio en elevation, la 
ecuacion de Euler se hace 

w dw = 0 

P 


Entonces, diferenciando la Ec. (5-5) con respecto a p x y advirtiendo que 
PiPi k — constante, tenemos 

dp i = MT‘ dp x p 2 pi k (5-6) 

La ecuacion de Euler en la seccion 1 es 


w, dw x + = o 

Pi 

Sustituyendo la Ec. (5-6) en esta ultima ecuacion da 
H ’i dtw x + p 2 p 2 k kp k r 2 dpi = 0 

Observando otra vez que p 2 p 2 k = PiPT k = constante e integrando esta ul¬ 
tima ecuacion, encontramos 

-y + P 2 p 2 k k~—^ = constante 

o bien 

w] . k Pi . ^ 

2 k — 1 Pi 


Por lo tanto, obtenemos 

, k Pi w\ k p 2 
2 ^ k-\ Pi 2^ k-\p 2 


(5-7) 


De la ecuacion de continuidad 


Pl W 1-^1 — p2^2^2 
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se tiene que 


w, 


P 2 . 

PiAi 


© 


i/k 


*2 


^1 


(5-8) 


Si sustituimos la Ec. (5-8) en la Ec. (5-7) y simplificamos, el resultado es 

k (Pi _ Pj\ 
k-\\p x pj 


W 2 
2 


i _ (Ei\ lk (di\ 

\pj \ A l) 


(5-9) 


Si el area A 2 es suficientemente pequena comparada con el area A x y obser- 
vando entonces que pt/p\ < 1, podemos suponer 

•-tew* 1 

Con esta suposicion, la Ec. (5-9) se simplifica a 

k 


W 2 


/£i _ M 
1\/>1 Pi) 


2 — k 

La sustitucion de p 2 — (p 2 lp i y ,k p x en esta ultima ecuacion da 

k p, f, 


W 2 


1 


f 1 - (£1 

L \Pi 


) 


0 bien 


W- 


2 k p x 


k — \ Pi 
La razon de flujo de masa G es 


-(£) 


<fc~ 1 )/k' 


(5-10) 


G — />2 H '2 / ^2 : — Pl A 2\ 77 


2k 


Eh 


k — 1 Pii 


(Pi) 

\Pil 


(k - 1 )/k- 


Puesto que p 2 = (pi/pi) 1 ' k p x y A 2 = C (J 4 0 * esta ultima ecuacion puede escri- 
birse 




A1 obtenerla, no se consideran los efectos de la friccion debidos a la viscosi- 
dad del gas. Incluyendo tanto los efectos de la friccion que fueron despre- 
ciados y el coeficiente de contraction C c , podemos introducir un coeficiente 
de descarga c (cuyo valor exacto puede determinarse experimentalmente) y 
escribir la razon de flujo de masa como 


G — cA 0 , 




(5-H) 


Observando que p x = P : RT X , la Ec. (5-11) puede modificarse en la siguiente 
forma 


G - 


A „ / 2k 

cA °P'y k~- 


RT X 




Ik \ 1 )/k 
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cA f 


Pi_ 


2k 1 

~(Pi\ Vk (P 2 V* +1,a 1 

k - 1 R 

-\pj \pJ J 


(5-12) 


Presion critica, velocidad critica y razon de flujo de gas maxima. Para 
valores dados de p\, p\, A 0 y c, la razon de flujo de masa G se hace una fun- 
cion solamente de p 2 . En la Fig. 5-30 se muestra una curva que relaciona a G 
y a p 2 . La razon de flujo de masa se hace maxima en el punto B. El valor 
particular de la presion p 2 que corresponde al punto B puede obtenerse como 
la presion p 2 para la cual 


dG 
dp i 


0 


En relacion con la Ec. (5-12), esta condition puede modificarse a 


la cual resulta en 



= 0 


_ k + VPi\ Wk ( l 
k\pj \pj k \pj \p 1 


- 0 



Fig. 5-30. Curva de relacion entre la ra¬ 
zon de flujo de masa G y la presion pi- 


Al denotar este valor particular de p 2 como p c , tenemos 

(Pc\ k ~ 1)/k = 2 

\Pi) k + 1 

o bien 

/ 9 \ k/Uc - 1 ) 

p ‘ = (f+i) p ' (5 - |3) 

La presion p t . dada por la Ec. (5-13) se llama presion critica. 

La razon maxima de flujo de masa G mkx que ocurre cuando p 2 =p c se 
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obtiene sustituyendo p 2 = p c en la Ec. (5-11). 


c.„ - - (S . '•] 




<Jc+ i)/(k-ir 


(5-14) 


Puesto que el valor de cA 0 es constante y el valor de k para un gas dado es 
tambien una constante, la razon de flujo de masa maxima G max depende so- 
lamente de la condition en la section 1. 

Velocidad critics. Sustituyendo pz = p c en la Ec. (5-10) da la velocidad 
critica m> 


—st- - (Sr)—] 

-VASO-rfi) 

- ,/ ^ Pl 

~ V k + i pt 

Notese que para el cambio de estado isentropico 

Px - Pc 


P\ 


Pc 


De la Ec. (5-13) tenemos 


-k!(k- 1 ) 


p '= p {kT~\) 

Y asi, usando las Ecs. (5-16) y (5-17), encontramos 


(5-15) 

(5-16) 

(5-17) 


p\„ 

_ E±n k ~ l 

— n k ~ i 

( 2 1 

~ k -p!( 

f 2 \ 

~p\ 

p 1 p ' 

” P k / C 

\k + \) 

Pc 

\k -j- 1/ 


o bien 


i = M-V Es. 
i \k 4- 1/ p c 


A1 sustituir esta ultima ecuacion en la Ec. (5-15), la velocidad critica w c se da 
como 


Notese que c - \fkRT es la velocidad del sonido. (Refiriendose al problems 
A-5-9.) Por lo tanto, la velocidad w c es igual a la velocidad del sonido. (La 
velocidad del sonido en un gas depende de la naturaleza del gas y de su tern- 
peratura absoluta.) 
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Resumen del flujo de gas a traves de un orificio. La relacion entrela 
razon de flujo de masa de gas a traves de un orificio y la caida de presion no 
pueden expresarse mediante una sola ecuacion porque hay dos tipos distin- 
tos de condiciones de flujo, la sonica y la subsonica. En la condicion de flu¬ 
jo sonica p 2 en la vena contracta permanece a la presion critica p v , indepen- 
dientemente de la presion corriente abajo. Asi, la falta de efectos corriente 
abajo se reflejara posteriormente en la presion p 2 . 

En relacion con la Fig. 5-30, si el valor de p 2 se hace variar de un valor 
muy pequeno (comparando con p{) al valor igual a pi, entonces la razon de 
flujo de masa G sigue la curva ABC. La razon de flujo de masa es constante 
en G milx hasta que p 2 se incrementa y se hace igual a p ( . y de alii en adelantela 
razon de flujo de masa decrece y finalmente se hace cero cuando p 2 alcanza 
P\. El flujo de gas es sonico entre los puntos A y B y subsonico entre los 
puntos B y C. 


Formas alternatives de las ecuaciones de razon de flujo de masa. La 

razon de flujo de masa para la condicion de flujo subsonico esta dada porla 
Ec. (5-11) o la Ec. (5-12). Introduzcamos el factor de expansion e : 


r t P \ |7 p 2 y /k _ (Pi\ k+Wk ' 

yk - i p % {p x -p 2 )WpJ \pj 

la cual tambien puede escribirse 


-V 


1 


k — 1 (pjp 2 ) — 1 \/?2 


(£) [(£) 


(/c-n/fc 


(5-18) 


El valor del factor de expansion e depende de los valores de k y p 2 /p\ . Sin 
embargo, esto es aproximadamente constante para p\ > p 2 > p c . 

En terminos de este factor de expansion, la Ec. (5-12) puede escribirse 

G = cA 0 eJVPiiPi - Pi) ( 5 - 19 ) 

La ventaja de introducir el factor de expansion e consiste en que para 
A\, donde las areas A\ y A 2 estan definidas en la Fig. 5-29, las ecuaciones 
exactas para la razon de flujo de masa pueden ser aproximadas por expre- 
siones mas simples a expensas de introducir un error de solo un bajo porcen- 
taje. 

La razon de flujo de masa para la condicion de flujo sonico esta dada 
por la Ec. (5-14). A continuacion aparecen dos formas alternativas deesta 
ecuacion. Al sustituir p\ - p^RT^ en la Ec. (5-14), encontramos 


- A n ( 2 yv ( *-D /2kRT l 

Gw* cA 0pl ^ k + jj V/t+l 

Sustituyendo p x - p\/(RT\) en la Ec. (5-14) da 
G m , 


-r 


)Hk- 1) 


(5-20) 



Scanned and Edited By YORCH® 


Sec, 5-4 


Fl ujo de Gases a Travesde Orific ios 265 


Las Ecs. (5-19) y (5-20) sirven como ecuaciones basicas para los calcu- 
los de la razon de flujo de masa en el flujo de gas a traves de un orificio. 


Flujo de aire a traves de un orificio. El analisis precedente puede apli- 
carse al analisis del flujo de aire en un controlador neumatico, del flujo de 
aire del suministro al cilindro de potencia, etc. En el siguiente material ob- 
tendremos las ecuaciones de razon de flujo de masa para el aire mediante la 
sustitucion de los valores apropiados de las constantes k y R en las Ecs. 
(5-19) y (5-20). 

Considerese el flujo de aire a traves de un orificio. (Consulte la Fig. 
5-29.) Notese primero que de las Ecs. (5-16) y (5-17) tenemos 


( 2 V"*-” 

Pi ~ \k + 1/ 

Tambien 

T c __ Pc P\ _ 2 

T ! Pi Pc k\\ 


(5-21) 

(5-22) 


Para el aire, k - 1.40. Asi que usando las Ecs. (5-13), (5-21) y (5-22) obte- 
nemos 


n / 9 \k/Uc- 1 ) 

Pc. = {—±-A - 0.528 para k= 1.40 

/?! \k + 1 / 

n / 7 \i/<*-n 

Pc. = f-i—-) = 0.634 para k = 1.40 

Pi \k + 1/ 

= -———— = 0.833 para k = 1.40 

r, k + l 


En relacion con la Fig. 5-29, las tiltimas tres ecuaciones muestran que la pre- 
sion critica para el flujo de aire es 52.8°/o de la presion en la seccion 1, la 
densidad se reduce en 37°/o y la temperatura absoluta cae alrededor de 17% 
de la seccion 1 a la seccion 2. 


Ecuacion de la razon de flujo de masa para el aire cuando p 2 > 0.528/?i. 
Cuando la condicion de presion a traves del orificio es tal que p 2 > 0.528 <p u la 
velocidad del flujo de aire a traves del orificio es subsonica y la razon de flujo 
de masa se puede obtener sustituyendo R = R^ re en la Ec. (5-19) como sigue: 

G'aire = ^\! ~p Tf, *JPl^P\ Pi) (5-23) 

Al suponer que A 0 se mide en m 2 , p\ y p 2 en N/m 2 abs, y T\ en K y sustitu¬ 
yendo i R aire = 287 N-m/kg K en esta ultima ecuacion, tenemos 

G aire == 0.0835^^06--^= JHhkPi - Pi) kg/s (5-24) 

donde el valor del factor de expansion € dado por la Ec. (5-18) puede ser 
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aproximado para k = 1.40 y 1 > p 2 /p\ ^ 0.528 mediante la ecuacion lineal 

e = 0.97 r 0.0636^ - 0.528^ (l > ^ > 0.528^ (5-25) 

El valor de € varia linealmente de 6 = la p 2 /p\, a e = 0.97 a p 2 /p\ = 0.528. 

Puesto que el valor de e es casi constante para 1 > p 2 /p\ ^ 0.528, al 
usar un valor promedio de 0.985 para e, la razon de flujo de masa G aire esta 
dado por 

G„„= 0.0&22cA c -j= - Pl ) kg/s ( X ^J> O' 528 ) (5-26) 

donde A 0 se mide en m 2 , p\ y p 2 en N/m 2 abs, y T\ en K. Esta es una 
ecuacion aproximada de la razon de flujo de masa para el flujo de aire a tra¬ 
ves de un orificio cuando p 2 > 0.528/?i y A\ <C^4i- La razon de flujo de ma¬ 
sa G aire depende del valor de c, A 0 , la temperatura corriente arriba T ly la pre¬ 
sion absoluta corriente arriba p x y la presion absoluta p 2 . Mientras sea p 2 > 
0.528 pi, la velocidad del flujo de aire es subsonica y la Ec. (5-26) da la razon 
de flujo de masa. 

Ecuacion de la razon de flujo para el aire cuando p 2 < 0.528pi. Cuan¬ 
do la condicion de presion a traves del orificio es tal que p 2 < 0.528/?i, el 
flujo del aire a traves del orificio se produce a la velocidad del sonido y la 
razon de flujo de masa no esta influida por la-presion posterior del orificio. 
La razon de flujo de masa para esta condicion se obtiene al sustituir k = 
1.40 y R = 287 N-m/kg K en la Ec. (5-20); esto es, 

G,= 0.0404 cAc-j= kg/s (£| < 0.528) (5-27) 

donde A 0 se mide en m 2 , pi en N/m 2 abs, y 7\ en K. La razon de flujo de 
masa maxima G ajre mix depende de los valores de c, /lo, la temperatura 
corriente arriba T x y la presion absoluta corriente arriba p u pero es indepen- 
diente de la presion absoluta p 2 . Mientras sea p 2 < 0.528/?i, la velocidad del 
flujo es sonica y la razon de flujo de masa permanece constante en G^ nix . 

Notese que las Ecs. (5-24) y (5-27) dan la misma razon de flujo de masa 
cuando p 2 = 0.528pi. Para verificar esta declaracion, adviertase primero 
que de la Ec. (5-25) tenemos € = 0.97 para p 2 /p\ = 0.528. Entonces, susti- 
tuyendo € = 0.97 y p 2 = 0.528pi en la Ec. (5-24) da 

G aire = 0.0835 X 0.97c^ 0 ——= /V /0.528 J p 1 (l - 0.528)p x = 0.0404c^ # -^= 

la cual es la misma que la Ec. (5-27). 


Ejemplo 5-4. En relacion con la Fig. 5-29, supongase que = 3 x 10~ 4 m 2 , c = 
0.68, pi — 2.5 x 10 5 N/m 2 abs, y 7\ = 273 K. Suponiendo tambien que fluye aire, 
calculense las razones de flujo de masa para los dos casos siguientes. 
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(a) La presion p 2 es 2 x 10 5 N/m 2 abs y la condicion de flujo es subsonica. 

(b) La condicion de flujo es sonica; esto es, p 2 ^ 0.528p l5 donde p x y p 2 son 
presiones absolutas. 


Para las condiciones de flujo subsonicas, se aplica la Ec. (5-26); para las condi- 
ciones de flujo sonicas puede usarse la Ec. (5-27). 


(a) La razon de flujo de masa se obtiene sustituyendo los valores numericos da¬ 
dos en la Ec. (5-26) como 

1 


G aire = 0.0822 x 0.68 x 3 x x 10 5 (2.5 x 10 s - 2 x 10 5 ) 

= 0.101 kg/s 

(b) La razon de flujo de masa se obtiene sustituyendo los valores numericos da¬ 
dos en la Ec. (5-27) como 

2 5 x 10 5 

Gaire,ma*x - 0.0404 x 0.68 x 3 x = 0.125 kg/s 


Ejemplo 5-5. Considerese el sistema neumatico de presion mostrado en la Fig. 5-31 y 
suponga que, para t < 0, la presion absoluta de aire en el sistema es P. En t =0 la 
presion en el lado izquierdo del orificio se cambia dePaP + p,, donde p , puede ser 
positiva o negativa. (En el presente analisis, suponemos que p, es positiva. Si p, fuera 
negativa, la direction del flujo se invertiria.) Entonces, la presion de aire en el reci- 
piente cambiara dePaP + p 0 . Suponemos que los cambios en la presion (tanto p, 
como p 0 ) son suficientemente pequenos comparados con la presion absoluta P. Su- 
poniendo que la temperatura del sistema permanece constante, muestrese que la ra¬ 
zon de flujo de masa q es aproximadamente proporcional a la raiz cuadrada de la di- 
ferencia de presion Ap = p, — p 0 . Tracese una curva tipica de Ap contra q. 


Fig. 5-31. Sistema de presion 
P + P) neumatfta. 

Puesto que tanto p, como p # son suficientemente pcquenas comparadas con P, 
la condicion del flujo es subsonica [P + p 0 > 0.528(P + p,)] y la Ec. (5-23) se aplica 
aeste caso. A1 sustkuir p x = P + p, y p 2 = P + p# en la Ec. (5-23), tcnemos 



^ ^aire C/4 q 


^airc T i 


V(P + PoKPi - Po) 


2 P 


1 + y V Pi - p. 


— cAq €/ 


R iiie T i 


(5-28) 
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Dado que se supuso que p 0 es suficientemente pequena comparada con P, conio una 
primera aproximacion tenemos 


V 


1 + 



1 + 


1 P_o 

2 P 


1 


Entonces, la Ec. (5-28) puede simplificarse a 

q = K*JPi — p a = K\/ A p (5-29) 

donde 


/ 2 P IP 

K = cA q €,\! - — =- = 0.985c^o v 5 —sr — constante 

V .tire 7 1 V ^aire 1 1 

Ap = Pi - Po 

Asi pues, la razon de flujo de masa q es proporcional a la raiz cuadrada de la diferen- 
cia de presion A p = p t — p 0 si p 0 es suficientemente pequena comparada con P, don¬ 
de P es la presion absoluta del aire en estado estable. La figura 5-32 representa una 
curva tipica A p contra q basada en la Ec. (5-29). 


A p 


0 


Fig. 5-32. Curva de diferencia de 
^ presion contra razon de flujo de 

<7 masa. 



Observese que si la razon de flujo de masa q del sistema neumatico de presion 
mostrado en la Fig. 5-31 se mide experimentalmente y la diferencia de presion Ap se 
traza contra la razon de flujo de masa q, entonces puede obtenerse una curva no li¬ 
neal similar a la que se muestra en la Fig. 5-32. Tal curva desempefta un papel impor- 
tante en la determinacion del modelo matematico del sistema neumatico mostrado en 
la Fig. 5-31. (Veanse detalles en la Sec. 5-5.) 


Areas efectivas de secciones transversales en componentes neumati- 
cas. A1 obtener las Ecs. (5-26) y (5-27), se supuso que el aire fluye a traves 
de un orificio. Sin embargo, estas dos ecuaciones pueden servir como ecua- 
ciones basicas para el calculo de la razon de flujo de masa para el flujo de 
aire a traves de valvulas y otros dispositivos restrictores del flujo en cir- 
cuitos neumaticos, si el flujo a traves de una componente neumatica que 
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incluya ^.una valvula u otro dispositivo restrictor del flujo puede considc- 
rarse equivalente al flujo a traves de un orificio. 

Aunque el area A 0 puede no estar definida para una valvula u otro dis¬ 
positivo restrictor de flujo, seria posible definir un area de orificio equiva¬ 
lente para una componente neumatica dada, que incluya los mismos dispo- 
sitivos. Tal area de orificio equivalente puede determinarse corno siguc. 
Apliquese la presion p x a la entrada de la componente neumatica. Entonces, 
aparecera la presion p 2 a la salida de la componente. Para una presion dada 
Pu si medimos la temperatura T x , la razon de flujo de masa G, y la presion 
p 2 , entonces se puede estimar un area de orificio equivalente cA 0 usando la 
Ec. (5-26) o la (5-27). (Las presiones p x o p 2 se miden en N/m 2 abs y la tem¬ 
peratura T x en K.) Este tipo de area de orificio equivalente cvl 0 con frecuen- 
cia se llama area de section transversal efectiva de una componente neumati¬ 
ca. El concepto de area de seccion transversal efectiva es util para calcular la 
razon de flujo de masa en componentes neumaticas. 

Flujo de aire a traves de una valvula en un circuito neumatico. Si se 

abre una valvula en un circuito neumatico, la relacion de presiones pz/p\ 
(donde p x y p 2 son las presiones absolutas corriente arriba y corriente abajo 
de la valvula) inicialmente puede ser pequefia ip 2 /p x < 0.528) de modo que 
el flujo de aire a traves de la valvula se hace flujo sonico y la razon de flujo 
de masa puede darse mediante la Ec. (5-27) donde el area de seccion transver¬ 
sal efectiva de la valvula se usa en cA$. Al trascurrir el tiempo y la relacion 
de presion p 2 /p x se incremente y se haga p 2 /p x > 0.528, el flujo de aire a tra¬ 
ves de la valvula se hace subsonico y la razon de flujo de masa se determina 
de acuerdo a la Ec. (5-26), donde el area de seccion transversaJ efectiva de la 
valvula se usa en cA 0 . 


5-5 ELABORACION DE MODELOS MATEMATICOS (MODELADO 

MATEMATICO) DE SISTEMAS NEUMAtICOS 

Como en los sistemas mecanicos, electricos e hidraulicos, tres tipos de 
elementos (resistivos, capacitivos y de inertancia) constituyen los elementos 
basicos de los sistemas neumaticos. Los modelos matematicos de estos siste¬ 
mas pueden escribirse en terminos de los tres. 

Comenzaremos esta seccion obteniendo expresiones especificas de los 
elementos basicos de los sistemas neumaticos basadas en las definiciones ge¬ 
nerates de la resistencia, la capacitancia y la inertancia expuestas en la sec¬ 
cion 4-5, seguidas por la derivacion de un modelo matematico de un sistema 
de presion neumatica consistente en un recipiente y un tubo con un orificio. 

Resistencia. La resistencia al flujo de aire en tubos, orificios, valvulas 
y cualesquiera otros dispositivos restrictores de flujo puede definirse como 
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el cambio en la presion diferencial (existente entre la corriente arriba y la 
corriente abajo de un dispositivo restrictor de flujo)(N/m 2 ) necesaria para 
hacer un cambio unitario en la razon de flujo de masa (kg/s) o 


cambio en la presion diferencial 

Resistencia R = -p--;-;— 3 — 7 t ~-—3 - 

cambio en la razon de flujo de masa 


N/m 2 

kg/s 


r N-s 

o tambien -- —z 

kg-nr 

Por lo tanto, la resistencia R puede expresarse como 

R = (5-30) 

dq 

donde d{Ap) es un cambio en la presion diferencial y dq es un cambio en la 
razon de flujo de masa. 

En flujo estable, donde Ap = constante = Ap y q = constante = q, la 
resistencia R en esta condicion de operacion puede obtenerse facilmente si 
se dispone de una curva experimental que relacione Ap y q. En relation con 
la Fig. 5-33, considerese un pequeno cambio d(Ap) cercano a la condicion 
de operacion Ap. El pequeno cambio correspondiente dq alrededor de la 
condicion de operacion q puede encontrarse en la curva Ap contra q. La re¬ 
sistencia R es entonces d(Ap)/dq y es igual a la pendiente de la linea que 
aproxima a la curva cerca del punto de la condicion de operacion Ap = Ajp, 
q = q como se muestra en la figura. Notese que el valor de la resistencia R 
del flujo de aire no es constante, sino que varia con el cambio en la condi¬ 
cion de operacion. 


Fig. 5 -33. Diagrams que muestra la 
resistencia R como la pendiente de una 
curva de diferencia de presion contra 
razon de flujo de masa, en el punto de 
operacion. 



Ejempio 5-i. Considerese un flujo de aire a traves de una valvula y supongase que la 
presion absoluta corriente arriba es p x y la presion absoluta corriente abajo es p 2 . Su¬ 
pongase tambien que la presion diferencial Ap = p x — p 2 es lo suficientementc pc- 
quefia comparada con p x y que la razon de flujo de masa a traves de la valvula es q. 
Determinese la resistencia R de la valvula. 

Cuando la caida de presion en un dispositivo restrictive del flujo (como un ori- 
ficio y una valvula) es lo suficientemente pequena, la razon de flujo de masa q es pro- 
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porcional a la raiz cuadrada de la calda de presion Ap ~ p x - p 2 . [Consulte la Ec. (5- 
29).] Asi, 

q = KVAp (5-31) 

donde K es una constante. Entonces, en relacion con la Ec. (5-30), la resistencia R en 
cualquier punto de operacion Ap = Ap, q = p se encuentra como 


R = 


d(Ap) 

dq 


\Ap = Ap, q= Q 


2 Ap 


q 


\Ap = Ap, q = Q 


2 A p 
q 


(5-32) 


Notese que la Ec. (5-32) es una ecuacion aproximada, puesto que esta basada en la 
Ec. (5-31), la cual es valida cuando Ap es pequefia comparada con la presion absolu- 
ta p\. 

Los sistemas neumaticos pueden operar en tal forma que el flujo promedio o en 
estado estable a traves de la valvula sea cero; esto es, que la condicion de operacion 
normal sea Ap — 0, p — 0. Si la condicion de operacion normal es Ap - 0, q — 0 y 
las escalas de Ap y q son - A/?, < Ap < A p x y - q y < q < q x , respectivamente, en¬ 
tonces, para propositos practicos, la resistencia promedio R puede aproximarse me- 
diante la pendiente de la linea que conecta el punto Ap = Ap x , q = q x y el punto Ap = 
- Api, q = — q r como se muestra en la Fig. 5-34. 



A1 modelar matematicamente un sistema neumatico, es siempre deseable tcner 
una curva experimental que relacione Ap y q para las escalas de operacion completas, 
dispuesta de modo que la resistencia R pueda determinate graficamente con exacti- 
tud razonable. 


CsfMcitMCM. En un recipiente de presion neumatica, la capacitancia 

puede definirse como el cambio en la masa de aire (kg) en el recipiente, re- 

querido para hacer un cambio unitario en la presion (N/m 2 ) o 

_ . . ^ cambio en la masa de aire kg kg-m 2 

Capacitancia C = -—---—- ——r o ——— 

cambio en la presion N/nr N 
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la cual puede expresarse como 

^ dm y dp kg 
dp ~~ dp N/m 2 

donde 


m = masa del aire en el recipiente, kg 
p = presion absoluta del aire, N/m 2 
V = volumen del recipiente, m 3 
p = densidad de masa del aire, kg/m 3 


(5-33) 


Tal eapacitancia C puede calcularse mediante el uso de la ley del gas perfecto. 
Como se establecio en la section 5-3, para el aire tenemos 


pv = 


P_ 

P 





(5-34) 


donde 

p - presion absoluta del aire, N/m 2 
v - volumen especifico del aire, m 3 /kg 
M - peso molecular del aire por mol, kg/kg-mol 
R = Constante del gas universal, N-m/kg-mol K 
R. urc = constante de gas del aire, N-m/kg K 
T = temperatura absoluta del aire, K 


Si el cambio de estado del aire es entre isotermico y adiabatico, entonces el 
proceso de expansion puede expresarse como politropico y puede darse me¬ 
diante 

■P- — constante (5-35) 

P n 

donde 

n ■ - exponente politropico 


Puesto que dpjdp puede obtenerse de la Ec. (5-35) como 

d p ^ P_ 
dp np 

al sustituir la Ec. (5-34) en esta ultima ecuacion, tenemos 


dp _ 1 

dp ~nR ain T 


(5-36) 


Por tanto, la eapacitancia C de un recipiente se encuentra de las Ecs. (5-33) 
y (5-36) como 


V kg 
nR mc T N/m^ 


(5-37) 


Observese que si un recipiente se llena con un gas a presion diferente del 
aire, la eapacitancia C esta dada por 

V kg 

nR iis T N/m 2 


C = 


(5-38) 
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donde /? gas es la constante del gas particular involucrado. 

Del analisis precedente, esta claro que la capacitancia C de un recipien- 
te a presion no es constante, sino que depende del proceso de expansion in¬ 
volucrado, la naturaleza del gas (aire, N 2 , H 2 , etc.), y la temperatura del gas 
en el recipiente. El valor del exponente politropico n es aproximadamente 
constante (« — 1.0 a 1.2) para gases en recipientes metalicos no aislados. 


Ejemplo 5-7. Encuentrese la capacitancia C de un recipiente a presion de 2 m 3 que 
contiene aire a 50°C. Supongase que la expansion y la compresion del aire ocurren 
lentamente y que hay suficiente tiempo para que el calor se transfiera hacia y desde el 
recipiente de modo que el proceso de expansion pueda considerarse isotermico, es 
decir, n = 1. 

La capacitancia C se encuentra sustituyendo V = 2 m?, /? A1RE = 287 N-m/kg K, 
T = 273 + 50 = 323 K, y n = 1 en la Ec. (5-37) como sigue: 

C = nR~f = 1 x 287 x 323 = 2,16 X 10 5 k S’ m2 / N 

Ejemplo 5-8. En relacion con el ejemplo 5-7, si el mismo recipiente de presion se Me¬ 
na con hidrogeno (H 2 ) en lugar de aire, <,cual es la capacitancia? Supongase que la 
temperatura del gas es de 50°C y que el proceso de expansion es isotermico o n = 1. 
La constante del gas para el hidrogeno es 

R„, = 4121 N-m/kg K 

A1 sustituir V = 2 m 3 , R Hi = 4121 N-m/kg K, T = 273 + 50 = 323 K, y n = 1 en la 
Ec. (5-38), tenemos 

C = nR Hi T = 1 X 4121 x 323 = 1,50 X 10 6 k 8' m2 / N 


Inertancia. La inertancia en un sistema neumatico se refiere al cambio 
de presion (N/m 2 ) requerido para hacer un cambio de razon unitario en la 
razon de flujo de masa (esto es, el cambio en la razon de flujo de masa por 
segundo) (kg/s 2 ) o 


Inertancia / = 


cambio en la presion 

cambio en razon de flujo de masa por segundo 


N/m 2 J_ 
kg/s 2 m 


El aire (o el gas) en tubos puede presentar vibraciones sostenidas (reso- 
nancia acustica) porque el aire (o el gas) tiene inercia y mas aun, es elastico. 
Notese que la combinacion inertancia-capacitancia en un sistema neumatico 
actua como una combinacion masa-resorte en un sistema mecanico, causan- 
do vibraciones. 
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Ejemplo 5-9. Considerese un flujo de aire en un tubo y obtengase la inertancia del 
flujo de aire. 

La inertancia del flujo de aire puede obtenerse como la diferencia de presion 
entre dos secciones del tubo, requerida para causar un cambio de razon unitario en la 
razon de flujo. Es similar a la inertancia del flujo liquido presentada en el ejemplo 4-2. 

Supongase que el area de la section trasversal de un tubo es constante e igual a 
A m 2 y que la diferencia de presion entre dos secciones del tubo es A p N/m 2 . Enton- 
ces la fuerza A A p acelerara el aire entre las dos secciones de acuerdo con la segunda 
ley de Newton o 

M^ = AAp (5-39) 

donde M kg es la masa del aire en el tubo entre dos secciones y v m/s es la velocidad 
del aire. Observando que 

M = pAL 

donde p kg/m 3 es la densidad del aire y L m es la distancia entre dos secciones, la Ec. 
(5-39) puede escribirse 

pAL — = A Ap 

En terminos de la razon de flujo de masa Q = pAv kg/s, esta ecuacion puede escri¬ 
birse 

Entonces la inertancia / del flujo de aire se obtiene como 

Inertancia del flujo de aire I = r^rr ° “ 

_ dQjdt A kg/s 2 m 


Elaboration de modelos matematicos de un sitema neumatico. El sis- 
tema neumatico de presion mostrado en la Fig. 5-35(a) consiste en un reci- 
piente a presion y un tubo de conexion con una valvula. En la figura, 

P = presion en estado estable del sistema, N/m 2 
p, = pequeno cambio en la presion del flujo de entrada, N/m 2 
p 0 = pequeno cambio en la presion de aire en el recipiente, N/m 2 
V = volumen del recipiente, m 3 
m - masa del aire en el recipiente, kg 
q - razon de flujo de masa, kg/s 

Obtengamos un modelo matematico de este sistema neumatico de presion. 
Supongase que el sistema opera de tal modo que el flujo promedio a traves 
de la valvula es cero, o que la condition de operation normal corresponde a 
Pi ~ Po = 0, q = 0, y que la condition del flujo es subsonica en la escala 
completa de operation. 

En relation con la Fig. 5-35(b), la resistencia promedio R de la valvula 
puede escribirse 

R ^ Pt-Po 

q 
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Resistencia R 



Capacitancia C 



(a) 



(b) (0 

Fig. 5-35. (a) Sistema neumatico de presion: (b) curva de diferenda 

de presion contra razdn de flujo de masa; (c) sistema electrico analogo. 


Y en relation con la Ec. (5-33), la capacitancia C del recipiente a presion 
puede escribirse 

r _ dm 
d Po 

o bien 


C dp a — dm 

Esta ultima ecuacion establece que el producto de la capacitancia C veces el 
cambio de presion dp 0 (durante dt segundos) es igual a dm, el cambio de la 
masa de aire en el recipiente (durante dt segundos). El cambio en la masa 
dm es igual al flujo de masa durante dt segundos, o q dt. Por lo tanto, 


C dp 0 = q dt 


Al sustituir q = (p, 


Reescribiendo 


Po)/R en esta ultima ecuacion, tenemos 

Cdp.-P-i^bdt 

RC^+p^p, 


(5-40) 
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La ecuacion (5-40) es un modelo matematico del sistema mostrado en la Fig. 
5-35(a). 

Notese que el sistema de presion neumatica considerado aqui es analogo 
al sistema electrico mostrado en la Fig. 5-35(c), cuyo modelo matematico es 

RC lit + = 

Notese tambien que en los modelos matematicos de los dos sistemas, RC tiene 
la dimension del tiempo y es la constante de tiempo del sistema respectivo. 

Comentarios. Los controladores neumaticos industriales pueden con- 
sistir en fuelles, toberas, orificios, valvulas y tubos de conexion de estos ele- 
mentos. Los materiales presentados en esta seccion son aplicables al mode- 
lado matematico y al analisis de los controladores neumaticos. Puesto que 
los controladores neumaticos se describen en detalle en el capitulo 8, se pos- 
pone hasta entonces una discusion adicional sobre sistemas de presion 
neumatica 


*5-6 INTRODUCTION A LOS DISPOSITIVOS FLUIDICOS 

Los dispositivos fluidicos a traves de los cuales el aire (o los gases o los 
liquidos) fluyen por canales intrincados y precisos, y realizan sensibiliza- 
cion, logica, amplificacion, control, procesamiento de information, etcete¬ 
ra, se llaman dispositivos fluidicos. Estos no tienen partes moviles y estan 
hechos de vidrio, plastico, aluminio, bronce o acero inoxidable. La fluidica 
es el estudio general de los dispositivos y sistemas fluidicos. 

Un sistema de control fluidico es aquel en el cual se usan dispositivos 
fluidicos (amplificadores de flujo, dispositivos de interfaz, etc.) para 
controlar un sistema. El control fluidico puede ser digital o analogico. 

Amplificador de fluido. El elemento basico que controla el flujo de un 
fluido es el amplificador de fluido, el cual permite que se controle un fluido 
o presion mediante una o mas senales de entrada de un valor menor de pre¬ 
sion o flujo que el fluido que se esta controlando. Los amplificadores de 
fluido utilizan una variedad de principios basicos en su operacion que se 
pueden clasificar como 

1. Amplificadores de la atraccion de pared 

2. Amplificadores de turbulencia 

3. Amplificadores de interaccion de inyeccion 

4. Amplificadores de vortice 

*Las secciones con asterisco tratan ternas mas desafiantes que el resto del libro. Depen- 
diendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque importantes) pueden omitirse de las 
exposicione^ de clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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La mayor parte de los amplificadores de fluido disponibles comercialmente 
caen dentro de estas cuatro categorias o algunas combinaciones de ellas. 

Definiciones. Antes de exponer los dispositivos fluidicos, definamos 
cierta terminologia. 

Serial de entrada. Una senal de entrada en un dispositivo fluidico es 
una presion o flujo dirigido hacia un puerto de entrada de un elemento o 
de una funcion logica. 

Serial desalida. Una senal de salida de un dispositivo fluidico es la presion 
o flujo que sale por el puerto de salida de un elemento o de una funcion logica. 

Respiradero. Un respiradero es un puerto que permite al fluido descar- 
garse a una presion de referencia o del ambiente. 

Fan-in . El fan-in se refiere al numero de entradas separadas dispo¬ 
nibles en un elemento. 

Fan-out. El fan-out significa el numero de elementos similares que 
pueden operarse en paralelo desde un elemento fluidico simple. Aqui “simi¬ 
lar” se refiere a la impedancia y no a dispositivos que realicen la misma fun¬ 
cion. 

[Como en el caso de los sistemas electricos, la restriction total al flujo en el 
circuito, representada por la resistencia, la capacitancia y la inertancia, 
combinadas en una resultante, se llama impedancia fluidica. (La impedan¬ 
cia es un cambio en la presion dividido entre un cambio en el flujo.)] 

Transductor fluidico. Un transductor fluidico es un dispositivo que usa 
un fenomeno de la dinamica del fluido en su operation de convertir una se¬ 
rial de un medio (p. ej., presion de aire) a una senal en otro medio (p. ej., 
voltaje electrico). 

Efecto de la atraccion de pared. El liquido que fluye de un grifo atrae- 
ra el aire de su alrededor y hara que se mueva en la misma direction. En la 
Fig. 5-36 un suministro de aire adecuado puede ser atraido en el mayor es- 
pacio a la derecha de la corriente para reemplazar al extraido por la action 
de la corriente. Sin embargo, el lado izquierdo tiene un espacio limitado y es 
dificil para el aire reemplazar al que fue atraido hacia afuera. A la izquierda 
se forma un vacio parcial, y la corriente se mueve hacia la pared para recu- 
perar las perdidas. Ayudada por la presion atmosferica, la corriente se acer- 
ca mas a la pared y dado el caso se adhiere a ella. Alii permanecera adherida 
hasta que se le perturbe. Este fenomeno se llama efecto de pared . 

Un chorro fluido puede ser desviado de la trayectoria normal de su flu¬ 
jo introduciendo otro chorro (chorro de control) perpendicular al primero 
como se muestra en la Fig. 5-37. Si el chorro de fluido entra a una camara 
relativamente estrecha y el chorro toca una pared, se adhiere a la pared como 
se muestra en la Fig. 5-38. Es posible romper tales efectos de pared si la 
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Fig. 5-36. Flujo de liquido en un 
grifo. 


corriente o el chorro aplica a la region de baja presion por abajo del punto 
donde el chorro toca la pared. Este hecho hace posible diseftar un dispositi- 
vo biestable, o flip-flop, proveyendo chorros de control a cada lado del 
chorro principal. Un dispositivo biestable es aquel que tiene dos salidas po- 
sibles y que alternara de una salida a la otra al recibir seftales de entrada 
correctamente en fase. Tal dispositivo biestable fluidico, llamado amplifica¬ 
dor digital fluidico , es adecuado para operaciones logicas que usen seftales 
binarias. (Un amplificador digital es un elemento que opera por el principio 
de “todo o nada”. Dara una salida completa o no dara salida alguna, de- 
pendiendo de la entrada o seflal de control aplicada.) 


up 

m 


Fig. 5-37. Chorro de fluido des- Fig. 5-38. Fenomeno de 

viado de su trayectoria normal la atraccion de pared, 

por un chorro de control. 




potencia 


Amplificadores de ia atraccion de pared. Los amplificadores fluidicos 
cuyo principio de operacion esta basado en el fenomeno de la atraccion de 
pared se llaman amplificadores de la atraccion de pared. Un ejemplo de uno 
de ellos aparece en la Fig. 5-39. Es un amplificador fluidico biestable o flip- 
flop y opera como sigue. 
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1. Una serial de control en “a” proporciona flujo de salida en el Puer¬ 
to A. 

2. La remocion de la presion de control no cambia el flujo (se pega a la 
pared C). 

3. Una senal en “b” desvia el flujo al puerto B. 

As! pues, este dispositivo tiene una memoria. Tal amplificador biestable o 
flip-flop sirve como banco de memoria en un sistema fluidico. 

En los dispositivos fluidicos una representacion porcentual de la salida 
captada en relacion con el suministro, tal como la presion de salida contra 
presion de entrada, comunmente se usa para indicar el grado de recupera- 
cion. En el amplificador biestable considerado aqui, la presion de salida 
maxima es alrededor de 35970 de la presion de suministro, en tanto que el 
flujo maximo de salida es alrededor de 50% del flujo de suministro. El 50% 


B A 



Fig. 5-39. Amplificador de la atrac- 
cion de pared. 


restante del flujo de suministro saldra a traves de los respiraderos de escape. 
(La potencia recuperada es normalmente alrededor de 15% de la potencia 
suministrada.) La presion de control minima que se necesita para causar la 
conmutacion es alrededor de 10% de la presibn de suministro. El fan-in del 
amplificador de la atraccion de pared es alrededor de cuatro. 

Amplificadores de turbulencia. Otro tipo de dispositivo fluidico es el 
amplificador de turbulencia, el cual depende del cambio en las condiciones 
del flujo que resultan en un cambio de flujo laminar a turbulento en una 
corriente fluida. La Fig. 5-40 muestra un diagrama esquematico de un 
amplificador de turbulencia. Un fluido puede hacerse fluir en una corriente 
laminar recta a traves de un claro para producir una salida, o puede ser im- 
pedido de hacerlo mediante un pequeiio chorro que hace turbulenta la 
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Sin chorro de control 


Chorro de 
potencia 



Receptor 


Serial de 

salida 

recibida 


Chorro de control 


Chorro de 
potencia 



r iti/irix Serial de 
salida 
recibida 

Receptor 


Fig. 5-40. Amplificador de turbulencia. 


corriente. Si un tubo liso de orificio pequeno se alimenta con aire a baja pre- 
sion, es posible emitir una corriente laminar. Esta corriente permanecera la¬ 
minar en una distancia considerable antes de hacerse turbulento. (La 
corriente laminar que sale de un tubo capilar de diametro d puede permane- 
cer laminar durante aproximadamente lOOr/.) Por lo tanto, si un tubo de sa¬ 
lida se coloca en linea con el tubo de suministro antes del punto de turbulen¬ 
cia, la corriente de fluido cruzara el claro para fluir hacia aquel, y resultara 
una salida. Una senal de control de entrada colocada en angulo recto res- 
pecto al chorro principal mueve el punto de turbulencia, disminuye el flujo 
hacia el tubo de salida, y de hecho, evita una senal de salida. La potencia en 
la serial de entrada necesaria para interrumpir el chorro laminar y hacerlo 
turbulento es extremadamente pequena. Asi que tal dispositivo ofrece una 
gran ganancia en la presion. El fan-out de los amplificadores de turbulencia 
es alrededor de ocho, el cual es dos veces mayor que el de los amplificadores 
de la atraccion de pared. Notese que mientras mayor sea el fan-out, mas fa- 
cil es interconectarlo y construirlo en un sistema. En el amplificador de tur¬ 
bulencia, se pueden posicionar varios chorros de entrada alrededor de la 
corriente, haciendo posible combinar muchas seftales de entrada en un ele- 
mento. Asi que el fan-in puede hacerse razonablemente alta (por ejemplo, 
cinco a seis). 

Amplificadores de interaction de inyeccion. Aunque los amplificado¬ 
res de la atraccion de pared son dispositivos biestables basicamente, pueden 
cambiarse en dispositivos proporcionales ampliando los conductos siguien- 
tes de la tobera donde ocurre la adherencia a la pared, como se muestra en 
la Fig. 5-41, el flujo del chorro principal se distribuye entre los dos conduc¬ 
tors de salida de acuerdo con el balance de chorros de control. Este tipo de 
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amplificador fluidico se llama amplificador de interaction de inyeccion. Es 
un amplificador proporcional. 

El principio de operacion de los amplificadores de interaccion de in¬ 
yeccion no depende del fenomeno de la atraccion de pared sino de la inter¬ 
accion directa entre el chorro de control y chorro de potencia principal. En 
relation con la Fig. 5-41, la serial de entrada es la presion diferencial que exis- 
te entre los puertos “ a ” y “6”. La salida es la presion diferencial que existe 
entre los canales “A” y “B”. Por lo tanto, es una unidad analogica. (Sin 
embargo, si el suministro de control se hace lo suficientemente grande, la 
salida se desvia completamente y el amplificador se hace un elemento logico 
digital.) 

Para tener alguna idea de la ganancia de tal amplificador, notese que es 
posible una ganancia de presion de 10 y una ganancia de potencia de 100 por 
etapa. Si se ponen en cascada dos de tales dispositivos (vease la Fig. 5-42), 
entonces las ganancias resultan multiplicadas. 


B A 





Chorro de 
potencia 

Fig. 5-41. Amplificador de interac¬ 
cion de inyeccidn. 



potencia 

Fig. 5-42. Amplificador de interaccion de in¬ 
yeccidn en cascada. 


Amplificadores de vortice. La figura 5-43 es un diagrama esquematico 
de un amplificador de vortice que consiste en una camara de vortice cilindri- 
ca, un puerto de spniiqittro, un puerto de control y un puerto de salida co- 
nectada a un tubo receptor. Como esta explicado abajo, un amplificador de 
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vortice actua como una valvula que controla el flujo mediante un vortice 
restringido. (Se usa un chorro de control para generar un vortice o flujo en 
espiral.) Como medio de trabajo se pueden usar aire, gases o liquidos. 

En relation con la Fig. 5-43, el chorro de potencia (flujo de potencia 
principal) es admitido a traves del puerto de suministro. Si no esta presente 
un chorro de control, hay un chorro uniforme en estado estable que deja el 
puerto de salida y entra al tubo receptor. Cualquier flujo en exceso pasa al 
respiradero y se descarga a la atmosfera si el medio fluido es aire o a un de- 
posito de baja presion si se usan gases (diferentes del aire) o liquidos. 


Puerto de suministro 



Camata de vortice 

Fig. 5-43. Amplificador dc vdrtice. 


La razon de flujo de salida esta determinada por el area del puerto de 
salida y la presion de suministro. Puesto que el puerto de suministro se hace 
mas grande que el puerto de salida, si no esta presente un chorro de control, 
la presion en la camara del vortice es constante y es igual a la presion de su¬ 
ministro. Cuando se admite el chorro de control a traves del puerto de 
control tangencial, se mezcla con el chorro de potencia y genera un vortice 
en la camara. Por la conservation de la cantidad de movimiento angular, a 
medida que el radio decrece, la velocidad tangencial se incrementa y la pre¬ 
sion en el vortice disminuye. Debido al gradiente de la presion radial en el 
vortice controlaran el flujo desde la salida plena hasta alrededor de 10% 
te. De hecho, a medida que el vortice se hace mas fuerte la mayor parte del 
flujo se descarga por el respiradero y un poco fluye a traves del receptor. 
Por lo tanto, un amplificador de vortice actua esentialmente como una val¬ 
vula de partes fijas fluidicas y ofrece medios simples y confiables de contro- 
lar el flujo de fluidos. En la mayoria de los equipos, los amplificadores de 
vortice controlaran el flujo desde la plena salida hasta alrededor de 10% 
de la salida plena. ■>: s ■ ;; • . v . , 

Las ventajas del amplificador de vortice utilizado como una valvula de 
control de fluido sobre la valvula,de control con vention ales son (a) la con- 
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fiabilidad es buena porque no se incluyen partes en movimiento y (b) no hay 
histeresis en las curvas caracteristicas de la valvula. 

Las desventajas se pueden establecer como: (a) la razon de flujo de la 
salida no puede ser reducido a cero exactamente, (b) la presion de control 
debe ser 30 a 70% mayor que la presion de suministro, y (c) el consumo de 
potencia puede ser alto, aunque los amplificadores de vortice pueden recu- 
perar hasta 40% de la potencia que se les suministra. 

Si se usa aire como medio fluido, la presion de suministro es normal- 
mentel.4 x 10 1 2 3 4 5 hasta 7 x 10 s manometrica (aproximadamente 2.3 a 101.5 
psig, la cual corresponde aproximadamente a 1.43 hasta 7.14 kg^/cm 2 ma¬ 
nometrica), pero en algunos casos especiales la presion de suministro puede 
hacerse mucho menor o mucho mayor. 

Velocidad de respuesta de los dispositivos fluidicos. Por lo que respec- 
ta a la velocidad de respuesta de los dispositivos fluidicos, estos son compa¬ 
rables a los dispositivos neumaticos e hidraulicos o a los relevadores electro- 
mecanicos. Estos significa que la velocidad de respuesta de los dispositivos 
fluidicos es mucho mas lenta que la de los dispositivos electronicos. Las res- 
puestas electronicas generalmente se expresan en terminos de microsegun- 
dos (10“ 6 segundo) o nanosegundo (1CL 9 segundo)), mientras que las respues- 
tas fluidicas se expresan en terminos de milisegundos (10~ 3 segundo). 

Ventajas de los dispositivos fluidicos. Las ventajas de los dispositivos 
fluidicos sobre otros tipos de dispositivos que realizan funciones semejantes 
pueden resumirse como sigue. 

1. Por la ausencia de partes moviles mecanicas, los dispositivos 
fluidicos son robustos. 

2. Los dispositivos son simples; de tamano pequeno; altamente con- 
fiables; muy duraderos; pueden operarse con aire, gas o cualquier 
liquido de baja viscosidad; y requieren muy poco mantenimiento. 

3. Son a prueba de incendio y explosion si se usa aire (o cualquier otro 
fluido no combustible) como el medio fluido. 

4. Las conexiones pueden cambiarse mientras el sistema fluidico esta 
energizado sin el riesgo de choques inherentes en los sistemas electri- 
cos y electronicos. 

5. Los dispositivos fluidicos no se ven afectados por alta o baja tempera- 
tura (si se usa aire o gas como medio fluido), vibration, fuerza G (ace- 
leracion), campo electrico o magnetico, y radiation nuclear, todos los 
cuales invalidan a las componentes electricas. (Asi que pueden realizar 
funciones de control y computation en ambientes adversos y son idea- 
les para operaciones en lugares riesgosos, tales como minas, refinerias y 
plantas quimicas, en las cuales pueden fallar otros dispositivos.) 

6 . ' S'i se producen masivamente, son baratos. 
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Desventajas de los dispositivos fluidicos. Las desventajas de los dispo- 
sitivos fluidicos se enlistan a continuation. 

1. Los dispositivos fluidicos requieren fluido muy limpio, especial- 
mente en circuitos amplificadores. 

2. Su respuesta es mucho mas lenta que la correspondiente a los dispo¬ 
sitivos electronicos. 

3. Consumen potencia relativamente alta. (Mientras esta operando un 
dispositivo fluidico, hay un constante flujo de fluido a traves suyo. 
El consumo de alta potencia puede ser una indudable desventaja en 
ciertas instalaciones donde la potencia disponible es bastante limita- 
da, tal como en un sistema satelite.) 

4. El diseno de dispositivos de interfaz adecuados se encuentra retrasado. 

*5-7 FLUIDICA DIGITAL Y CIRCUITOS LOGICOS 

Muchos de los circuitos electronicos usados en equipo de computo fun- 
cionan como conmutadores de alta velocidad. La operacion que realizan se 
puede manejar tambien mediante dispositivos fluidicos pero a velocidades 
mucho mas bajas. A causa de que los circuitos de commutation fluidicos 
producen seftaies de salida solamente cuando existen condiciones de entra- 
da, se les denomina circuitos logicos o elementos de decision. 

Despues de revisar primero la logica matematica, describiremos los cir¬ 
cuitos logicos fluidicos y luego expondremos procedimientos generales para 
construir los circuitos logicos deseados usando elementos NOR. 

Fluidics digital. Los dispositivos de flufdica digital son aquellos com- 
ponentes fluidicos que realizan funciones logicas. (Una funcion 16gica es un 
conjunto de elementos logicos que puede producir un efecto deseado cuan¬ 
do se satisfacen ciertas condiciones.) 

Una compuerta es un dispositivo o circuito que permite solo el paso de 
una seftal si se han satisfecho ciertos requisitos de control. Como veremos, 
las compuertas logicas fluidicas se pueden construir en circuitos digitales fa- 
miliares. 

Adicionalmente a la realization de las mismas funciones logicas que sus 
contrapartidas electronicas, la fluidica digital ofrece una alta confiabilidad. 
Aunque su velocidad de operacion es mucho menor que la de los dispositi¬ 
vos electronicos, cuando la confiabilidad en condiciones extremosas del am- 
biente (por ejemplo, alta temperatura o alta radiation) es mas importante 
que la rapidez de la operacion, son muy superiores y, en algunos casos, 

•Las secciones con asterisco tratan temas mas desaflantes que el resto del libro. Depen- 
diendo de los objetivos del curso, estas secciones {aunque importantes) pueden omitirse de la 
exposition en clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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pueden ser la unica solucion. Los componentes fluidicos de la actualidad 
que son capaces de proporcionar funciones logicas estan disponibles comer- 
cialmente. Algunas aplicaciones del presente de la fluidica digital ocurren 
con frecuencia en el almacenaje automatico, la alimentation, secuenciacion 
y manejo de maquinas, y operaciones similares. 

Logica matematica. Las funciones logicas se escriben con frecuencia 
en la notacion funcional del algebra booleana, un tipo de algebra particular - 
mente adecuado a la description y disefio de circuitos de conmutacion. 

La logica es esencialmente bivaluada; esto es, o verdadero o falso. La 
convencion es que el 1 (UNO) representa el “si” y el 0 (CERO) representa el 
“no” de una proposition. La misma convencion se aplica en este libro, y 
el simbolo “1” denota la presencia de una seftal (seftal positiva o declaracion 
verdadera) y el simbolo “0” denota la ausencia de una senal (senal cero o 
declaracion falsa). 

En cualquier sistema de control la funcion del conjunto de circuitos 16- 
gicos es aceptar la informacion de entrada (sefiales), tomar decisiones basa- 
das en esa informacion, e inicializar sefiales para la action de control. A1 to¬ 
mar estas decisiones, los operadores logicos basicos definen las relaciones 
deseadas entre la informacion recibida y asi determinan la decision que se 
toma. 

En el siguiente material las sefiales de entrada se denotan mediante las 
letras A, B, C, y asi sucesivamente y las sefiales de salida por las letras que 
ocupan el final del alfabeto, X, Y, Z. Los signos entre las letras muestran 
sus relaciones. 

• denota “y” 

+ denota “o” 

Asi que A • B se lee A y B. Como en otros tipos de notacion algebraica, el 
punto como signo puede omitirse y se puede escribir AB. Similarmente, 
A + B se lee A o B. Si se coloca una barra sobre una letra significa su 
complemento o valor logico negativo. Asi que si A = 1, entonces A = 0. 


Funciones logicas basicas. Tres de las funciones logicas basicas son 
AND, OR y NOT. Sus simbolos se repiten abajo. 


AND: 

A y B y C = 

OR: 

A o B o C - 

NOT: 

No A = A 


Notese que hay dos relaciones OR: la OR INCLUSIVA y la OR EXCLUSI- 
VA. La diferencia entre las dos puede verse de las siguientes interpreta- 
ciones de A o B. 
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OR INCLUSIVA: A o B o ambas A y B 
OR EXCLUSIVA: A o B, pero no ambas A y B 

La funcion OR EXCLUSIVA (frecuentemente llamada el medio sumador) 
entrega una senal de salida solamente cuando sus dos senales de entrada son 
diferentes. El circuito medio sumador se usa a menudo como un compara- 
dor y proporciona una forma conveniente de realizar la adicion binaria de 
dos senales de entrada. En este libro OR se refiere a la OR INCLUSIVA a 
menos que se establezca especificamente de otro modo. 

Hay dos funciones logicas ademas de AND, OR y NOT. Tales fun- 
ciones, sin embargo, pueden construirse de combinaciones de las tres. Por 
ejemplo, considerese la OR EXCLUSIVA. La expresion matematica para la 
OR EXCLUSIVA es 

(A + B)AB 

la cual se interpreta como A o B pero no ambas A y B. Considerese otro 
ejemplo, el INHIBIDOR. “A es inhibido por significa que^l ocurre si B 
no esta presente. La expresion logica matematica para el INHIBIDOR es 

AB 

Identidades y leyes basicas de la logica matematica. Primero, presenta- 
mos las identidades basicas 

,40 = 0 
1A = A 
AA = 0 
AA = A 
A -\- A — A 
0 + A = A 
1+^ = 1 
■ A + A= 1 
A = A 

Las leyes basicas que siguen a todas las expresiones logicas son 
La ley conmutativa: 

A B — B -\- A 
AB - BA 

La ley asociativa: 

A + (B -\- C) — {A + B) -f C 
A(BC) = ( AB)C 

La ley distributiva: 

‘ - A(B - C) AB ~ AC ' ^. V 

(A + B)(C + D) = AC + BC + AD + BD 
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La tabla 5-2 muestra algunas identidades utiles para las ecuaciones logicas. 
(En la tabla 5-2, las identidades 15, 16, 19, 20, 21 y 22 se prueban en el 
problema A-5-15.) 

Circuitos logicos basicos. La mayor parte de los operadores funda¬ 
mentals que forman las funciones logicas son 

OR, AND, NOT, NOR, NAND, FLIP-FLOP 

Estos operadores se describen abajo, junto con sus respectivas tablas de ver- 
dad. (Una tabla de verdad es una correlation tabular de relaciones de entra- 
da y salida de elementos logicos.) Se vera que los dispositivos fluidicos digi- 
tales pueden operar por compuerta o inhibir la transmision de sefiales me- 
diante la aplicacion o remocion de las seftales de entrada. 

Circuito OR. La figura 5-44(a) muestra un circuito OR de dos entradas 
y su tabla de verdad. Este circuito tiene dos entradas y produce una salida 
cuando la seflal de entrada se aplica a una o a ambas terminales de entrada. 
Si el circuito tiene mas de dos terminales de entrada, la aplicacion de una 
cualquiera o mas de un numero de senales de entrada da una seflal de salida 
positiva. Esto es, el circuito OR realiza la operation logica de producir una 
salida verdadera (“1 ”) cuando una cualquiera o mas de las entradas es ver- 
dadera (“1”), y una salida falsa (“0”) cuando ninguna de sus entradas es 
verdadera. En la Fig. 5-44(b) un analogo electrico del circuito OR de dos 
entradas se muestra. A1 cerrar uno o am bos interruptores se origina una seflal 

A 

B 


A 

B 

X 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 


-° X= A + B 



(C) . 



d + B + C 


Fig. 5-44. (a) Circuito OR de dos 
entradas y su tabla de verdad; (b) ana- 
logo electrico; (c) circuito OR de tres 
entradas. 
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Tabla 5-2. Algunas identidades utiles para las ecuaciones l6gicas 


1 

© 

!! 

o 

2 

1A = A 

3 

AA = 0 

4 

il 

5 

A + A = A 

6 

0 + A = A 

7 

1 f A = 1 

8 

A + A = 1 

9 

li 

10 

A + B = B 4- A 

11 

AB = BA 

12 

A+ (B + C) = (A + B) + C = A + B + C 

13 

A(BC) = ( AB)C = ABC 

14 

A(B + C) = AB + AC 

15 

A(A + B + C) = A 

16 

A + BC = (A + B)(A + C) 

17 

A + B = AB 

18 

AB = A + B 

19 

A -f- AB = A 

20 

A + AB = A + B 

21 

AB + AB = (A + B)(A + B) 

22 

(A + B)(A + B) = AB + AB 


Cap. 5 
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que sera llevada a X. La figura 5-44(c) ilustra un circuito OR de tres entradas. 
La salida X es A + B + C. Lo anterior se lee: X es igual a^lofioC. 

Circuito AND. El circuito AND tiene dos o mas entradas y una salida. 
Una caracteristica de este circuito es que produce una salida solamente 
cuando todas las entradas se aplican simultaneamente. En otras palabras, la 
funcion AND requiere que todas las senales de entrada esten presentes si¬ 
multaneamente antes de entregar una senal de salida. La figura 5-45(a) 
muestra un circuito AND de dos entradas (con las entradas designadas como 
A y B) y su tabla de verdad. En la salida X aparece una senal positiva sola¬ 
mente cuando haya senales presentes en las dos entradas A y B. La salida es 
X - AB. Esto se lee: X es igual a A y B. En la Fig. 5-45(b) tenemos un ana- 
logo electrico de un circuito AND de dos entradas. Ambos interruptores de- 
ben cerrarse antes de que aparezca una senal positiva en X. La Fig. 5-45(c) 
muestra un circuito AND de tres entradas. 


Circuito NOT. El circuito NOT Fig. 5-46(a) realiza la funcion de nega¬ 
tion. Se le llama “inversor” porque la aplicacion de una senal de entrada 



Fig. 5-45. (a) Circuito AND de dos entradas Fig. 5-46. (a) Circuito NOT: (b) analogo 

y su tabla de verdad; (b) analogo electrico; electrico; (c) combinacion de circuitos 

(c) circuito AND de tres entradas. AND y NOT. 
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elimina la salida. Este circuito no produce salida cuando la entrada esta 
presente. Si la senal de entrada se remueve, la salida sera positiva L Si se de- 
signa A a la terminal de entrada y X a la salida, entonces X - A. Esto se 
lee: X no es igual a A. La figura 5-46(b) representa un analogo electrico del 
circuito NOT. La aplicacion de la serial A interrumpe el circuito y la salida 
X cesara. (Notese que cerrar el interruptor corresponde a A = 1, lo cual 
implicaque^4 = 0. Un interruptor abierto corresponde a A - 0o^4 = 1.) 

En la Fig. 5-46(c) se muestra una combination de los circuitos AND y 
NOT. La salida es X = ABC. Si se aplica una entrada a la terminal C(C = 




Interruptor abierto A — 0, B — 0 
Interruptor cerrado: -4 = 1, 0 = 1 



Fig. 5-47. (a) Circuito NOR y su 
tabla de verdad; (b) analogo elec¬ 
trico; (c) circuito consistente en 
dos elementos NOT y un elemento 
AND y su tabla de verdad; (d) dia- 
grama simplificado del circuito 
NOR. 
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1), entonces no habra salida del circuito NOT y por lo tanto no habra entra- 
da por una de las terminales AND y no habra salida en X(X = 0). La pre- 
sencia de una entrada en el circuito NOR inhibe el circuito y por lo tanto no 
se produce salida. (La salida de este circuito ocurre solamente cuando la 
entrada C esta ausente, y A y B ocurren simultaneamente. Tal circuito se 
llama circuito inhibidor. Utiliza una serial de entrada suplementaria para 
inhibir o apagar la salida. Asi que ocurrira una salida del circuito solamente 
cuando la sefial inhibidora este ausente. Esta caracteristica es util en cir- 
cuitos digitales si deseamos obtener una salida solamente cuando se hayan 
satisfecho ciertas condiciones en otras componentes del sistema. 

Grcuito NOR. El circuito NOR es una combinacion de un circuito OR y 
un circuito NOT. La figura 5-47(a) ilustra el circuito NOR y su tabla de ver- 
dad. La funcion NOR requiere que todas las seflales de entrada sean removi- 
das ant es de ha cer posible una salida. Asi que en la Fig. 5-47(a) la salida X es 
igual a A + B. No pueden estar presentes A ni B si la salida X se requiere. 

La figura 5-47(b) muestra un analogo electrico del circuito NOR. La 
operation de un interruptor abrira el circuito y evitara la salida positiva en X. 

Notese que la tabla de verdad para el circuito mostrado en la Fig. 
5-47(c), el cual consiste en dos elementos NOT y un elemento AND, es la 
misma que la del circuito mostrado en la Fig. 5-47(a). La salida X en el cir¬ 
cuito mostrado en la Fig. 5-47(c) es X = AB. Puesto que las tablas de ver¬ 
dad de los dos circuitos son las mismas, obtenemos 

A+~B = AB 

Esta relacion conserva su validez para circuitos con muchas entradas, y la 
expresion general es 

A + B + C + • • = ABC ■ • • 

Esta relacion se llama la ley de la adicion de De Morgan. 

El elemento NOR es importante en los circuitos logicos. Aunque puede 
construirse mediante otros elementos logicos (tales como los elementos OR 
y NOT), este elemento puede considerarse una funcion logica primaria y 
como tal puede usarse como un bloque de construction basico del cual se 
genere cualquier otra funcion logica- Expondremos este tema en detalle pos- 
teriormente. El diagrama simplificado del circuito NOR consiste en un trian- 
gulo, terminales de entrada y terminal de salida, como se muestra en la Fig. 5- 
47(d) y puede usarse provechosamente en el trazo de diagramas logicos. 

Circuito NAND. La funcion NAND es la inversa de la funcion AND. 
El circuito NAND es una combinacion de un circuito AND y un circuito 
NOT. La fi gura 5-48(a) muestra un circuito NAND y su tabla de verdad. La 
salida X es AB. En el circuito NAND todas las seflales de entrada deben es¬ 
tar presentes antes que la salida cese. Asi que ambas Ay B deben aplicarse 
para parar la salida. 
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La figura 5-48(b) muestra un analogo electrico del circuito NAND. 
Aqui los interruptores normalmente cerrados deben abrirse todos antes que 
la senal en X cese. 

Notese que el circuito mostrado en la Fig. 5-48(c), el cual consiste en 
dos elementos NOT y un elemento OR tiene la misma tabla de verdad que el 
de la Fig. 5-48(a). Puesto que la salida del circuito de la Fig. 5-48(a) es X = 
AB y que en la Fig. 5-48(c) es X = A + B, vemos que 

AB = A + B 

Esta relacion conserva su validez para el caso de muchas entradas, y la 
expresion general es 

ABC ••• = A B A- C A- • • * 

Esta relacion se llama la ley de la multiplication de De Morgan. 

FLIP-FLOP. El flip-flop es una funcion de memoria. En la Fig. 
5-49(a) se representa un circuito flip-flop que consta de dos elementos 
NOR. La salida de un elemento NOR se alimenta a la entrada del otro ele¬ 
mento NOR. 

Si una senal de entrada breve (tal como una serial de pulso) se aplica a 
una de las terminales de entrada, este circuito convierte la senal de entrada 
breve en una seflal sostenida. Esta sefial sostenida puede removerse al apli- 
car una segunda seflal de entrada breve por la otra terminal de entrada. 



A 

8 

X 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 



Interruptor abierto : 4=0, 8 = 0 
Interruptor cerrado A = 1, 8=1 



A 

8 

X 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

'l 

0 


Fig. 5-48. (a) Circuito NAND y su 
tabla de verdad; (b) analogo elec¬ 
trico; (c) circuito consistente en dos 
elementos NOT y un elemento OR y 
su tabla de verdad. 
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En la Fig. 5-49(b) aparece un analogo electrico del circuito flip-flop. En 
este circuito una operation momentanea del contacto normalmente abierto 
A causa que se energice la bobina del solenoide, la cual, a su vez, cierra el 
contacto C. Asi que la corriente continuara fluyendo a traves del contacto C 
al solenoide, manteniendo de ese modo la condition y proporcionando una 
serial a X. Si el contacto normalmente cerrado B se abre momentaneamente, 
se interrumpira el flujo de corriente al solenoide, se abrira el contacto C y 
la salida X cesara. 



(b) 


Fig. 5-49. (a) Circuito flip-flop; 
(b) analogo electrico. 



Ejemplo 5-10. Con el objeto de ilustrar las propiedades de toma de decisiones de los 
circuitos logicos, se daran aqui dos ejemplos. Considerense los circuitos mostrados 
en la Fig. 5-50(a) y (b). Cada circuito reconoce ciertas Condiciones de entrada y pro¬ 
duce una salida cuando estas condiciones de entrada existen. 

El circuito mostrado en la Fig. 5-50(a) produce una salida en X ya sea que C es¬ 
te presente o que Ay B ocurran simultaneamente, o ambas. Asi que X = AB + C. 

En el circuito de la Fig. 5-50(b), tres circuitos AND de dos entradas detectan las 
tres combinaciones de las dos entradas: A y B, A y C, y B y C. Si la combination de 
(A y B), o (A y C), pero no (By C) ocurre, el circuito produce la salida. Asi que la sa¬ 
lida X es igual a (AB + AC)BC = ABC + ABC, como puede verse del hecho que 

(AB + AC)BC - (AB + AC)(B + C) 

= ABB + ACB + ABC + ACC 

Puesto que BB — 0, CC = 0, tenemos 

(AB + AC)BC = ABC + ABC 
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(a) 



■o X = AB + C 


(b) 



{AB + AC) BC 
ABC + ABC 


En este circuito logico la combination de B y C se detecta por uno de los circuitos 
AND. Esta serial, actuando a traves del inversor, inhibe la salida. (Si B y C ocurren 
simultaneamente, no hay salida.) 


Construction de circuitos logicos mediante el uso de elementos NOR. 

A continuation se mostrara que los elementos NOR pueden usarse para 
construir cualesquiera circuitos logicos. En la Fig. 5-51 aparecen diagramas 
esquematicos de un tipo de elemento NOR fluidico. Este tipo de elemento 
NOR se llama amplificador de flujo controlado. Es un amplificador de tur- 
bulencia y su operation se ilustra en la figura. Pueden armarse veinte o mas 
de tales elementos NOR en un tablero, y estos elementos pueden conectarse 
para producir las senales logicas deseadas. 


El amplificador de flujo controlado tiene varias ventajas. Permite una 
conmutacion de alta velocidad, mientras que, al mismo tiempo, es insen¬ 
sible a la vibration; puede combinarse en circuitos con sintonia; y es insen¬ 
sible a las variaciones de carga. 
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Serial de control "encendido" 

Fig. 5-51. Amplificador de control de flujo. 


Construccion de circuitos OR, AND, NAND mediante el uso de elemen- 
tos NOR solamente. Se muestra en la Fig. 5-52(a) un diagrama de un ele- 
mento NOR y su salida. Con el objeto de construir un circuito OR, necesita- 
mos dos elementos NOR como en la Fig. 5-52(b). Un circuito AND puede 
construirse mediante el uso de tres elementos NOR como en la Fig. 5-52(c). 
En forma similar, se puede construir un circuito NAND mediante el uso de 
cuatro elementos NOR como en la Fig. 5-52(d). 



Fig. 5-52. Construccion de circuitos logicos mediante el uso de elementos NOR sola¬ 
mente; (a) circuito NOR; (b) circuitos OR; (c) circuito AND; (d) circuito NAND. 
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Procedimientos generates para construir circuitos logicos deseados me- 
diante el uso de elementos NOR. Supongase que deseamos obtener un cir- 
cuito logico para el sistema cuya tabla de verdad se da en la tabla 5-3. La 
condicion de A , B, y C bajo la cual X se hace ‘ ‘ 1 ” es A = 1, B - 0, C = 1. 
Por lo tanto, 


X = ABC = A + B + C 

El circuito logico de esta expresion logica aparece en la Fig. 5-53. 



FigjS-53. Circuito logico. 


A continuacion, considdremos otro problema. Supongase que desea¬ 
mos construir un circuito logico que de la tabla de verdad mostrada en la 
tabla 5-4. Con el objeto de encontrar la expresion logica de X que sea 


Tabla 5-3. Tabla de verdad Tabla 5-4. Tabla de verdad 


A 

B 

c 

X 

1 

1 

l 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 


A 

B 

c 

X 

1 


1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

l 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

_ 

0 

0 

J 


equivalente a la informacion dada en esta tabla, determinamos las condi- 
ciones en las columnas del lado izquierdo en las cuales aparece un “1” en 
cada elemento de la columna X. En este problema estan incluidas seis expre- 
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siones logicas y la expresion logica matematica para esta salida es 

X = ABC + ABC -1 ABC + ABC + ABC f ABC 
Esta expresion puede simplificarse usando las formulas dadas en la tabla 5-2. 
X = AC{B + B) + ABC + ABC + AB(C f C) 

= AC f ABC - r ABC + AB 
= A(C + BC) + A{BC 4 B) 

- A{C 4 B) 4 - A(B |- C) 

= (A + A)B 4- AC !- AC 
■m B 4 - AC x AC 
= B -f A -VC + A 4 - C 

La figura 5-54 muestra este circuito logico. En forma analoga, se puede 
construir cualquier circuito logico mediante el uso de elementos NOR sola- 
mente. 

Notese que puede obtenerse el mismo resultado mucho mas facilmente 
si escribimos la expresion logica de A\ (Puesto que el numero de elementos 
“0” en la columna X es mucho menor que^el numero de elementos “1” en 
la misma columna, la expresion logica de X es mucho mas simple que la de 
X.) Las condiciones en las columnas del lado izquierdo en las cuales aparece 
un “0” en cada elemento de la columna X son ABC y ABC. Obtenemos en- 
tonces 

X - ABC 4- ABC 
= B(AC f- AC) 

- B(A 4- C)(A -V C) 

Y asi 

X = B(A 4 - C)(A -V C) = B + A 4 - C + A -\ C 

El circuito logico de esta expresion es el mismo que el mostrado en la Fig. 
5-54. 



Fig. 5-54. Circuito logico. 
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Ejemplo 5-11. Construyase un circuito logico que de las salidas de la tabla de verdad 
de la tabla 5-5. 

Puesto que el numero de elementos “0” en las columnas X y Y es mucho menor 
que el numero de elementos “1”, escribiremos las expresiones logicas de X y Y. 

X = ABC 
Y = ABC + ABC 


Tabla 5-5. Tabla de verdad 


A 

B 

C 

X 

y 

1 

1 

1 

1 

l 

1 

1 

0 

1 

l 

1 

0 

1 

1 

l 

1 

0 

0 

1 

l 

0 

1 

1 

1 

l 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 


Estas dos expresiones se pueden escribir como 

X = ABC = A + B + C = A + B + C (5-41) 

Y = Y = ABC + ABC = AC{B + B) = AC = T+T = A + C (5-42) 
El circuito logico que dara estas expresiones logicas se muestra en la Fig. 5-55. 



Fig. 5-55. Circuito logico. 

Observese que el mismo resultado pudo obtenerse, por supuesto, obteniendo 
las expresiones logicas de X y Y y simplificandolas. 

X = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC (5-43) 
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Y = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC (5-44) 

Las ecuaciones (5-43) y (5-44) pueden ser reducidas a las Ecs. (5-41) y (5-42), respecti- 
vamente. Los pasos de reduction se muestran a continuation. 

X = AB[C + C) + AB(C + C) + AB{C + C) + ABC 
— AB + AB + AB + ABC 
= A(B + B) + A{B + BC) 

= A + A(B + C) = (A + AB) + (A + AC) 

= A-hB + A + C = A+ B + C 
Y = AB(C + C) + AB{C + C) + AC(B + B) 

= AB + AB + AC = A(B + B) + AC 
= A+AC = A + C 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problema A-5-1. Considerese el sistema neumatico mostrado en la Fig. 5-56. La 
carga consta de una masa m y friccion. Se supone la fuerza friccional /dV = itmg. Si 
m = 1000 kg, n = 0.3, ypi -p 2 = 5 x 10 5 N/m 2 , encuentrese el area minima de pis¬ 
ton necesaria para mover la carga. 



Fig. 5-56. Sistema neumatico. 
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Solucion. Supongase que el area minima del piston es A m 2 . Entonces la fuerza 
minima necesaria para mover la masa de la carga es 

F = A(p t - p 2 ) = jxmg 


Por lo tanto, 


a __ F m S 0.3 x 1000 x 9.81 
Pi ~Pz ~~~ 5 x 10 5 

Asi que el area minima del piston es 58.9 cm 2 . 


0.00589 m 2 


Problema A-5-2. En el sistema mostrado en la Fig. 5-57, supongase que la fuerza 
de friction que actua sobre la masa es fiN. Encuentrese la diferencia de presion 
minima Ap -■ p x - p 2 necesaria para mover la carga m. El area del piston es A. 



Solucion. La fuerza minima F necesaria para mover la carga es 

F = A(p x - p 2 ) = - y-pmg 

r 2 r 2 

En consecuencia, 

A 

Problema A-5-3. En la Fig. 5-58 se muestra un polipasto de seis poleas. Si el area 
del piston A es de 30 x 10 -4 m 2 y la diferencia de presion p\ — p 2 es de 5 x 10 5 
N/m 2 , encuentrese la masa m de la maxima carga que pueda levantarse. 


Solucion. La fuerza neumatica sobre el piston es 

A{pi - p 2 ) = 30 x 10“ 4 x 5 x 10 5 - 1500 N 

Observese que en este sistema el piston jala seis cables. Puesto que la tension en el 
cable es la misma en toda su longitud, obtenemos 

6 F= 1500 N 

donde Fes la tension en el cable y tambien la fuerza elevadora. Esta fuerza debe ser 
igual a mg. Asi que, 


o bien 


F- mg 


1500 
9.81 X 6 


= 25.5 kg 


m -- 
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Problema A-5-4. Si la presion es de — 30 mm Hg manometrica y la presion atmos- 
ferica es 755 mm Hg, £,cual es la presion absoluta en N/m 2 , kg/Ycm 2 , y lb^/in 2 ? 



Solution. La presion absoluta p es 


Puesto que 


obtenemos 


p — 755 — 30 = 725 mm Hg 
1 N/m 2 = 7.501 x 10 -3 mm Hg 
1 kgy/cm 2 = 735.6 mm Hg 
1 Ibfl'm. 1 = 51.71 mm Hg 

P = 7,50i 7 x 5 10-3 = 9.665 X 10* N./m 2 abs 


P = 


725 

735.6 


= 0.986 kg^cm 2 abs 


p = jptj = 14.02 lb//in. 2 abs 
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Problema A-5-5. Un cuerpo con masa de 50 kg es levantado 30 m. Encuentrese el 
trabajo realizado en terminos del calor Q en kcal. 


Solucion. El trabajo realizado L es 


L = 50 x 9.81 x 30 - 1.47 x 10 4 N-m 


Puesto que el equivalente mecanico del calor es J = 4186 N-m/kcal, el calor 
kcal es 



1.47 x 10 4 
4186 


= 3.51 kcal 


Q en 


Problema A-5-6. La figura 5-59 muestra una valvula de seguridad de una caldera. 
La masa m del peso es de 20 kg. Despreciando el peso de la valvula y la palanca, 
determinese la distancia OC donde la presion de disparo sea de 6 x 10 s N/m 2 mano- 
metrica (la cual es igual a 6.12 kgy/cm 2 manometrica o 87 psig). El area A de la valvu¬ 
la es de 15 x 10"* m 2 . 



Fig. 5-59. Valvula de seguridad 
para una caldera. 


Solucion. La ecuacion de balance de pares es 

A Ap x OB = mg x OC 


donde Ap es la diferencia de la presion dentro del tanque y la presion atmosf6rica. 
Asi que Ap = 6 x 10 5 N/m 2 . Se sigue que 


OC = 


AAp x OB 15 x 10~ 4 x 6 x 10 s x 0.1 
mg 20 x 9.81 


0.459 m 


Problema A-5-7. Supongase que un cilindro contiene 0.5 kg de aire a la presion de 
2 x 10 s N/m 2 abs y a la temperatura de 20°C. Si el aire se comprime isentropicamente 
a 4 x 10 s N/m 2 abs, encuentrese la temperatura final y el trabajo hecho sobre el gas. 

Solucion. Para el cambio de estado isentropico, 

PtVS^PzVi 

Observando qu tp x V x /T x = PiV 2 /T 2 , tenemos 

7-z = = ^ k ~ Wk 
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o bien 


n (Pi 




(273 + 


20 ) ( 


4 x 10 5 \ (1 - 4_1)/1 - 4 
2 x 10V 


= 293 x 2°- 28S7 = 293 x 1.22 = 357 K = 84°C 


Puesto que el cambio de estado es isentropico, el trabajo realizado sobre el gas debe 
igualar al valor negativo de su incremento en energia interna. Asi que el trabajo reali¬ 
zado AL por m kg masa del aire es 


AL= Ui - U 2 = mc v {T\ - T 2 ) 


Por lo tanto, 


AL = 0.1 x 0.171 x (293 - 357) = -l.lOkcal 


Problema A-5-8. Se comprime aire en un tanque cuyo volumen es de 2 m 3 . La pre- 
sion del aire comprimido es de 5 x 10 5 N/m 2 manometrica y la temperatura es de 
20°C. Encuentrese la masa del aire en el tanque. Tambien, encuentrese el volumen 
especifico y el peso especifico del aire comprimido. 


Solution. La presion y temperatura son 

p = (5 + 1.0133) x 10 s N/m 2 abs 


T = 273 + 20 = 293 K 

En relacion con el ejemplo 5-3, la constante de gas del aire es fl ai] 
Por lo tanto, la masa del aire comprimido es 


_PV 6.0133 x 10 s x 2 
/? aire T 287 x 293 


14.3 kg 


El volumen especifico v es 

v = — = —m = 0.140 m 3 /kg 
m 14.3 


287 N-m/kgK. 


El peso especifico y es 


mg 14.3 x 9.81 

y = -y =- 2 - 


= 70.1 N/m 3 


Problema A-5-9. El sonido es un fenomeno de onda longitudinal que representa la 
propagacion de ondas de compresion en un medio elastico. La rapidez c de la propa- 
gacion de las ondas sonoras es la raiz cuadrada de la relacion entre el modulo elastico 
E y la densidad p del medio, o sea, 

[E 

C= H 


Para gases 



Muestrese que la rapidez c del sonido puede tambien darse por 


c = *JkRT 
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donde 

k = relation de calores especificos, c p /c v 
R = constante del gas 
T - temperatura absoluta 


Solution. Puesto que los cambios de presion y temperatura debidos al paso de una 
onda sonora son despreciables, el proceso puede considerarse isentropico. Entonces, 

= constante 

P k 

Por lo tanto, 

dp kp 
dp~ p 

Puesto que p = pRT, obtenemos 

‘ - V7 - ^ 


Para un gas dado, los valores de k y R son constantes. Por lo tanto, la rapidez del so- 
nido en gas solamente es funcion de su temperatura absoluta. 


Pkoblema A-5-10. Encuentrese la rapidez del sonido en el aire cuando la tempera¬ 
tura es de 293 K. 

Solution. Observando que para el aire 

k = 1.40 

R ane = 287 N-m/kg K 

tenemos 

c = */kR~J = Vl.40 x 287 x 293 = 343.1 m/s 
= 1235 km/h = 1126 ft/s = 768 mi/h 


Probi.ema A-5-11. Al ocuparse de los sistemas gaseosos, se encuentra conveniente 
trabajar en cantidades molares porque un mol de gas contiene el mismo numero de 
moleculas. Asi que un mol ocupa el mismo volumen si se mide bajo las mismas con- 
diciones de presion y temperatura. 

A la temperatura y presion estandar (1.0133 x 10 5 N/m 2 abs y 273 K, o 14.7 
psia y 492°R), un kg mol de cualquier gas se encuentra ocupando 22.4 m 3 (o 1 lb mol 
de cualquier gas se encuentra ocupando 359 ft 3 ). Por ejemplo, a la presion y tempe¬ 
ratura estandar, el volumen ocupado por 2 kg de hidrogeno, 32 kg de oxigeno o 28 
kg de nitrogeno es el mismo, 22.4 m 3 . Este volumen se llama volumen modal y se de- 
nota por v. 

Si consideramos una mol de gas, entonces 

pv = RT (5-45) 

El valor de R es el mismo para todos los gases en todas las condiciones. La constante 
R es la constante del gas universal. 

Encuentrese el valor de la constante del gas universal en unidades SI y BES. 
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Solution. A1 sustituir p = 1.0133 x 10 5 N/m 2 abs, v = 22.4 m 3 /kg-mol, y T = 273 K 


en la Ec. (5-45), obtenemos 

S _ pv 1.0133 x 10 s x 22.4 
T ~ 273 


8314 N-m/kg-mol 


K 


Esta es la constante del gas universal en unidades SI. 

Para obtener la constante del gas universal en unidades BES, sustituyase p -- 
14.7 psia = 14.7 x 144 lfy/ft 2 abs, v = 359 ft 3 /lb-mol, y T = 492°R en la Ec. (5-45). 


n _ pv _ 14.7 x 144 x 359 

T ~ 492 

= 1.985 Btu/lb- mol °R 


1545 ft-lby/lb-mol °R 


Problema A-5-12. El peso molecular de una sustancia pura es el peso de una molecu- 
la de la sustancia comparada con el peso de un atomo de oxigeno, cuyo valor se toma 
como 16. Eso es, el peso molecular del dioxido de carbono (C0 2 ) es 12 + (16 x 2) = 
44. Los pesos moleculares del oxigeno (molecular) y el vapor de agua son 32 y 18, res- 
pectivamente. 

Determinese el volumen especifico v de una mezcla que consta de 100 m 3 de 
oxigeno, 5 m 3 de dioxido de carbono, y 20 m 3 de vapor de agua cuando la presion y la 
temperatura son 1.0133 x 10 5 N/m 2 abs y 294 K, respectivamente. 

Solution. El peso molecular promedio de la mezcla es 

M = (32 x jg) + (44 x jIj) + (18 X -g) = 30.24 


Asl, 


RT 8314 x 294 

Mp 30.24 x 1.0133 x 10 s 


0.798 m 3 /kg 


Problema A-5-13. En relation con el sistema neumatico de presion mostrado en la 
Fig. 5-35(a), supongase que el sistema se encuentra en estado estable durante t < 0 y 
que la presion en estado estable del sistema es P = 5 x 10 s N/m 2 abs. En t = 0 la 
presion de entrada se cambia subitamente de Pa P + p n dondep, es un cambio en 
forma de escalon con una magnitud igual a 2 x 10* N/m 2 . Este escalon causa que el 
aire fluya en el recipiente hasta que sea igual a la presion. Supongase que la razon de 
flujo inicial es <y(0) = 1 x 10" 4 kg/s. A1 fluir el aire dentro del recipiente, la presion 
seeleva deFaF + p 0 . Determinesep 2 como una funcion del tiempo. Supongase que 
el proceso de expansion es isotermico (n = 1), que la temperatura del sistema entero es 
constante en T = 293 K y que el recipiente tiene una capacidad de 0.1 m 3 . 


Solution. La resistencia promedio de la valvula es 


R 


A p 


q 1 X 10 
La capacitancia del reciepiente es 

V 0.1 


2 x 10* ~ ^ m8 XT . 

zj = 2 x 10 8 N-s/kg-m 2 


C = 


nR aire T 1 x 287 x 293 


= 1.19 x 10- 6 kg-m 2 /N 
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Un modelo matematico de este sistema se obtiene de 


donde 


Asi, 


C dp 0 — q dt 

_ A p _ Pi —po 


R 


R 


RC + Po — Pi 

A1 sustituir los valores de R, C, y /?, en esta ultima ecuacion, tenemos 
2 x 10 8 x 1.19 x 10“ 6 ^-f^ 0 =2xl0 4 

o bien 


238 + Po = 2 X 10^ (5-46) 

Definamos 

x(t) = p 0 (t ) - 2 x 10 4 (5-47) 

Entonces, al sustituir la Ec. (5-47) en la Ec. (5-46), obtenemos una ecuacion diferen- 
cial en X como sigue 

238 ~ 4- x = 0 (5-48) 


Notando que />o(0) = 0, la condicion inicial para 40 es 

40) = /? 0 (0) - 2 X 10 4 = -2 x 10 4 

Al suponer la solution exponencial x = Ke Xl y sustituirla en la Ec. (5-48), encontra- 
mos la ecuacion caracteristica 

238A + 1-0 

de la cual 

X = -0.0042 

Pdr lo tanto, 40 puede escribirse 

40 = Ke~° - 0042 ' 

donde K es una constante que puede determinarse a partir de la condicion inicial. 

40) = K = -2 x 10 4 

Asi, 

40 = -2 X 10 4 e~ 0 0042f 

La sustitucion de esta ultima ecuacion en la Ec. (5-47) da 

Po(!) = 40 + 2 x 10 4 - 2 x 10 4 (1 - e-° ° 042 r) 



Scanned and Edited By YORCH® 


Cap. 5 


Ejemplos de Probi.emas y Soluciones 307 


Puesto que la constante de tiempo del sistema es RC = 238 segundos, tarda aproxi- 
madamente 950 segundos antes que la respuesta se modere dentro de un 2% del cam- 
bio total. 

*Problema A-5-14. La figura 5-60 es un diagrama esquematico de un dispositivo 
fluidico. Es una version ligeramente modificada del amplificador de la atraccion de 
pared mostrado en la Fig. 5-39. A1 ventilar un lado, en ese lado existe una alta pre- 
sion. El chorro principal esta en el puerto X si no existe una senal de entrada en “A” 
o (La salida est& en el punto Y si est& presente una seftal de entrada en “ A” o 
Cuando la seflal de entrada esta apagada, el chorro principal se conmuta del 
puerto Y a el puerto X.) 

Construyase una tabla de verdad para este dispositivo. (A y B corresponden a 
las entradas y Xy Y corresponden a las salidas.) iQue funcion logica realiza este dis¬ 
positivo? 



Solution. La tabla de verdad para este dispositivo se muestra en la tabla 5-60. En la 
tabla puede verse que el puerto X actua como un dispositivo NOR y el puerto Y como 
un dispositivo OR. 


A 

B 

X 

- 

Y 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 


Tabla 5-6. Tabla de verdad 
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♦Problema A-5-15. 

Pruebese las siguientes identidades de la logica matematica. 

1. 

A(A + B + C) = A 

2. 

A + BC = (4 4- B)(A + C) 

3. 

A |- AB -- A 

4. 

A -f AB — A + B 

5. 

AB -f AB = (A 4- B)(A + B) 

6. 

(A + B)(A 4 - B) - AB + AB 


Solution. 

1. Si A es 1, entonces A(A + B + C) - 1 independientemente de B y Cy siA. 
es 0, entonces A(A + B + C) = 0, prescindiendo de B y C. Por lo tanto 


A(A + B + C) = A 

2. (A -h B)(A + C) = AA + BA + AC + BC 

= A(A +B + C) + BC = A + BC 

3. A + AB = A( 1 +B) = A 1 = A 

4. A + B = (A + A)(A -|- B) = AA + AA + ^5 + 

= ^(/l 4- B) 4- AB = + -4B 

5. (/4 + B)(/i 4- B) = A A 4- BA + AB -f BB - /IB + AB 

6 . (/I + B)(/ + B) AA + BA + AB BB = AB + AB 


*Problf.ma A-5-16. Considerese el circuito logico mostrado en la Fig. 5-61 y en- 
cuentrese la expresion logica de X. Construyase una tabla de verdad para este cir¬ 
cuito. Muestrese que la senal de entrada C actua como una senal de supresion. 



Solucion. La salida del elemento NOR H 3 es AB y la salida del elemento NOR # 4 es 
A B + C. Por lo tanto, la salida X es igual a AB + C. De esta expresion vemos que 
siempre que C = 1, la salida es X — 1. Por lo tanto, la senal C es de supresion. Esta 
activara el circuito sin importar que valores tengan A y B. La tabla de verdad de este 
circuito se muestra en la tabla 5-7. 
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Tabla 5-7. Tabla de verdad 


A 

B 

c 

X 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 


Tabla 5-8. Tabla de verdad 


A 

B 

c 

X 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 


♦Problema A-5-17. Obtengase un circuito logico que realice la funcion logica 
mostrada en la tabla 5-8. 

Solution. La expresion logica de X es 

X = ABC + ABC + ABC 
= AB + ABC 
— A B -\r A T B C 

El circuito logico para esta expresion se muestra en la Fig. 5-62. 



Fig. 5-62. Circuito logico. 
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♦Probiema A-5-18. Obtengase un circuito para la siguiente expresion logica. Usen- 
se solamente elementos NOR. 

X = (A -|- BC)(A 4 B ) 4 A(A 4 B + C) 

Solueion. La expresion logica puede simplificarse como sigue 
X = AA f BCA + AB + BCB + A 
= (A f ABC) 4 AB 
= A 4 BC 4- AB 
= 4(1 + B ) 4 BC 
= 4 4- BC 
= 4 + B + C 

En la Fig. 5-63 se da un circuito logico para esta expresion simplificada. 



* Problem a A-5-19. Obtengase la expresion logica para el circuito mostrado en la 
Fig. 5-64. Construyase una tabla de verdad para ese circuito. 



Solueion. Del diagrama obtenemos 

X = ABC + BC + AC 
= C AB + 4)C + BC 
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= (A f B)C + BC 
= AC + BC + BC 

En la tabla 5-9 se muestra una tabla de verdad de este circuito logico. 
Tabla 5-9. Tabla de verdad 


A 

B 

C 

X 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

J 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 


♦Probiima A-5-20. Una linea de production automatizada realiza una serie de cuatro pruebas 
sobre un producto manufacturado. Diseflese un circuito logico que pueda examinar simulta- 
neamente todos los resultados de las cuatro pruebas y decida en cual de tres tolvas caera la 
pieza. Si esta pasa dos o tres pruebas, esta abierta la tolva # 2. Si pasa una o ninguna de las 
pruebas, va a la tolva # 3. La tolva # 1 acepta solamente unidades perfectas. 

Solution. Aqui las cuatro pruebas pueden considerarse como entradas al sistema, y 
las tolvas #1, #2 y #3 consideradas como salidas. Definiendo las cuatro pruebas como 
las entradas A , B, C y D, y las tolvas # 1, # 2 y #3 como las salidas X, Y y Z, respec- 
tivamente, podemos construir una tabla de verdad para este problema como se 
muestra en la tabla 5-10. Las expresiones logicas de X, Y y Z pueden obtenerse de es¬ 
ta tabla. Puesto que el numero de ceros es menor que el numero de unos en la colum- 
nas Y, es mejor obtener la expresion logica deseada de Y si comenzamos con Y. De la 
tabla 5-10. 

X - ABCD 

Y = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD 

Z - ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD 
Por lo tanto, 

X - ABCD = A + B + C + D 
X = X=A+B+C+D 
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Tabla 5-10. Tabla de verdad 


A 

B 

c 

D 

X 

Y 

z 

1 

1 

A 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

i 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

l 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

l 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 


A continuacion, simplificamos la expresion logica de Z. 

Z = A BCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABC 5 
= (ABCD + ABCD) + (A BCD + ABCD) 

+ (ABCD + ABCD) + (ABCD + ABCD) 

= ABC(D + D) + BCD(A + A) 

+ABD(C + C) + ACD(B -f B) 

- ABC + BCD + ABD + ACD 


= A+ B-\-C + B+ C+ D + A^B~D + A + C+ D 
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Observando que 

Y = ABCD + Z 

obtenemos 

Y = ABCD - Z = A + B + C + D + Z 
= A+B + C + D +A+B+C + B + C + D -\-A^-B+D + A+ C+D 
En la Fig. 5-65 se muestra un circuito logico de este sistema. 



Fig. 5-65. Circuito logico. 


PROBLEMAS 

Probijema B-5-1. Encuentre la diferencia de presion p\ - p 2 necesaria para mantener la barra 
sin masa AB horizontal en d sistema mostrado en la Fig. 5-66. Suponga que mg - 1000 N y A = 
5 x Kb 3 m 2 . 

Probiema B-5-2. En el sistema de la Fig. 5-67 se empuja la masa m hacia arriba a lo largo del 
piano inclinado mediante el dlindro neumatico. La fuerza de friccion gN esta actuando en opo- 
sidon a la direcdon del movimiento o donde se intenta el movimiento. Si se va a mover la car- 
ga, muestre que el area A del piston no debe ser menor que 

mg sen (9 + ft) 

(P\. ~ Pi) cos 0 

donde 6 - tan' 1 gy «es el angulo de inclinacion del piano. 
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APB 



Fig. 5-66. Sistema neumatico. 



Problkma B-5-3. La figura 5-68 muestra una junta de codillo. Pruebe que 

F — lb-R 
‘2 


Probijma B-5-4. El sistema mostrado en la Fig. 5-69 consiste en un cilindro de potenria y un 
mecanismo de cremallera y pinon para impulsar la carga. El piston D mueve la cremallera C, la 
cual, a su vez, causa que el piston B gire sobre la cremallera A. Encuentre el despla- 
zamiento y de la salida cuando el desplazamiento del piston de potencia es x. 

Problema B-5-5. Si la presion atmosferica es de 758 mm Hg y la presion medida es 
de 25 mm Hg manometrica, i,cual es la presion absoluta en N/m 2 , kgy/cm 2 , y lb/in 2 ? 

Problem a B-5-6. Una masa de 100 kg se levanta verticalmente 10 m. Encuentre el 
trabajo realizado en terminos de calor en kcal. 
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Problema B-5-7. Se comprime aire dentro de un tanque de 10 m 3 de volumen. La 
presion es de 7 x 10 5 N/m 2 y la temperatura es de 20°C'. Encuentre la masa del aire 
en el tanque. Si la temperatura del aire comprimido se eleva a 40°C, ^cual es la pre¬ 
sion manometrica en N/m 2 , kg ; /cm 2 , y lb//in 2 ? 

PROBI.EMA B-5-8. Exprese /? ain ., la constante del gas del aire en terminos de 
kilocalorias por kilogramo kelvin. 


Probi.ema B-5-9. Un cilindro contiene 0.1 kg de aire. Suponga que cuando el aire se 
comprime con 1.2 x 10 4 N-m de trabajo realizado, se disipa a los alrededores una 
cantidad de calor de 2 kcal. Encuentre ei incremento en energia interna del aire por 
kilogramo. 

Probeema B-5-10. La ecuacion para la velocidad del sonido en un gas esta dada por 

c = fiP. 

V dp 

Muestre que tambien puede darse por 



donde K es el modulo de elasticidad de dispersion del gas. 
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Problema B-5-11. Obtenga la capacitancia C de un recipiente de presion neumatica 
que contiene 10 m 3 de aire a la temperatura de 20°C. Suponga que el proceso de ex¬ 
pansion es isotermico. 

Problema B-5-12. El sistema neumatico de presion mostrado en la Fig. 5-70(a) 
consta de un recipiente de presion y un tubo con un orificio. Suponga que el sistema 
se encuentra en estado estable durante t < 0 y que la presion en estado estable es P , 
donde P = 2 x 10 5 N/m 2 abs. En t = 0 la presion se cambia de P a P + p,, en un 
paso que causa que la presion en el recipiente cambie de P a P + p Q . Suponga tambifcn 
que la escala de operacion de la diferencia de presion Ap = p, — p 0 se encuentra 
entre —3 x 10 4 N/m 2 y 3 x 10 4 N/m 2 . La capacidad del recipiente es de 1 x 10 -4 
m 3 , y la curva Ap contra q (razon de flujo de masa) se da en la Fig. 5-70(b). La tem¬ 
peratura del sistema completo es de 30°C, y el proceso de expansion se supone isoter¬ 
mico. Obtenga un modelo matematico del sistema. 


T = 30° C 



P+P, 


(a) 



Fig. 5-70. (a) Sistema de presion neumatica; (b) curva de diferencia 
de presidn contra razdn de flujo de masa. 


Problema B-5-13. Considere el sistema neumatico de presion mostrado en la Fig. 5-71. 
Durante t < 0, la valvula de entrada esta cerrada, la valvula de salida est& totalmente 
abierta a la atmosfera, y la presion p 2 en el recipiente es la presion atmosferica. en / = 0 
la valvula de entrada se abre totalmente. El tubo de entrada esta conectado a una fuente 
de presion que suministra aire a la presion constante de p u donde P\ = 0.5 x Iff N/m 2 
manometrica. Suponga que el proceso de expansion es isotermico (n = 1) y que la tempe¬ 
ratura del sistema completo permanece constante. 

Determine la presion en estado estable p 2 en el recipiente despues que la valvula 
de entrada se haya abierto completamente, suponiendo que las valvulas de entrada y 
salida son identicas; es decir, ambas valvulas tienen identicas caracteristicas de flujo. 

♦Problema B-5-14. Explique como el circuito mostrado en la Fig. 5-72 actua como 
un circuito de memoria. 
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Fig. 5-71. Sistema neumatico de presion. 



Fig. 5 -72. Circuito de memoria electrica. 

♦Problema B-5-15. La figura 5-73 es un diagrama esquematico de un dispositivo 
fluidico. iQue funcion realiza este dispositivo? 



♦Problema B-5-16. Obtenga un circuito logico para la siguiente expresion logica 
usando solamente elementos NOR. 

X = A(B + C)(A + C) 

Problema B-5-17. Obtenga un circuito logico que realice la funcion logica mostra- 
da en la tabla 5-11. 

♦Problema B-5-18. Construya un circuito logico que de la tabla de verdad mostra- 
da en la tabla 5-12. 
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Tabla 5-11. Tabla de verdad Tabla5-12. Tabla df verdad 


A 

B 

C 

X 

1 

1 

1 

0 

1 

1 


1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 


1 

0 

1 

D 

0 

0 

1 

8 

0 

0 

0 

■ 

1 

0 

0 


1 


A 

B 

c 

X 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

.. 

1 

0 

0 

0 

0 

0 


*Problema B-5-19. En el circuito logico mostrado en la Fig. 5-74, obtenga la expre- 
sion logica para X y Y. Construya una tabla de verdad para este circuito. 



*Probi,ema B-5-20. Usando solarnente elernentos NOR, construya un circuito logi¬ 
co que reprcsente la siguiente declaracion. Una compuerta esta normalmente en posi- 
cion de cerrada. La compuerta se abre si los conmutadores A y B son ambos abiertos 
y/o se abre el conmutador de emergencia C. 
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TRANSFORMADA DE LAPLACE 


6-1 INTRODUCCION 

El metodo de la transformada de Laplace es un metodo operacional que 
puede usarse ventajosamente en la solucion de ecuaciones diferenciales linea- 
les, invariantes en el tiempo. Su ventaja principal es que la diferenciacion de la 
funcion del tiempo corresponde a la multiplication de la transformada por 
una variable compleja 5, y as! las ecuaciones diferenciales en el tiempo se ha- 
cen ecuaciones algebraicas en 5 . La solucion de la ecuacion diferencial 
puede, por tanto, encontrarse mediante el uso de una tabla de transforma- 
das de Laplace o por la tecnica de expansion en fracciones parciales. Otra 
ventaja del metodo de la transformada de Laplace es que, al resolver la 
ecuacion diferencial, las condiciones iniciales quedan automaticamente 
incluidas y tanto la solucion particular como la solucion homogenea pueden 
obtenerse simultaneamente. 

En este capitulo no se hace enfasis en el rigor matematico sino en los 
metodos de aplicacion a problemas asociados con el analisis y el diseno de 
sistemas lineales. 

El esquema del resto del capitulo es como sigue. La seccion 6-2 trata de 
los numeros complejos, las variables complejas y las funciones complejas, los 
cuales normalmente se incluyen en los cursos de matematicas requeridos por 
los estudiantes de ingenieria del nivel de segundo grado. La seccion 6-3 defi¬ 
ne la transformada de Laplace y deriva transformadas de Laplace en fun- 


319 
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ciones del tiempo simples, y en la seccion 6-4 se dan teoremas utiles sobre la 
transformada de Laplace. La transformada inversa de Laplace, o sea el pro- 
ceso matematico de obtener funciones del tiempo de expresiones de variable 
compleja, transformadas de Laplace, se cubre en la Sec. 6-5. La seccion fi¬ 
nal, Sec. 6-6, expone la solution de ecuaciones diferenciales lineales e inva- 
riantes en el tiempo a traves del metodo de la transformada de Laplace. 


6-2 NUMEROS COMPLEJOS, VARIABLES COMPLEJAS 

Y FUNCIONES COMPLEJAS 

Puesto que esta seccion es una revision de los numeros complejos, el al¬ 
gebra compleja, las variables complejas, y las funciones complejas y puesto 
que la mayor parte del material cubierto generalmente se incluye en los cur- 
sos de matematicas basicas para estudiantes de ingenieria, puede omitirse 
por completo o usarse simplemente para consulta personal. 

Numeros complejos. Usando la notation j = todos los numeros 

en los calculos de ingenieria se pueden expresar como 

z = x + jy 



Fig. 6-1. Representacion en el pia¬ 
no complejo de un numero com- 
plejo z. 


donde a z se le llama numero complejo yaiy y sus partes real e imaginaria 
respectivamente. Notese que tanto x: como y son reales y que la j es la unica 
cantidad imaginaria en la expresion. La representacion de z en el piano 
complejo se muestra en la Fig. 6-1. (Notese tambien que el eje real y el eje 
imaginario definen el piano complejo y que la combination de un numero 
real y un numero imaginario define un punto en el piano complejo.) Un nu¬ 
mero complejo z puede considerarse un punto en el piano complejo o un 
segmento de recta dirigido al punto; ambas interpretaciones son utiles. 

La magnitud, o valor absoluto de z, se define como la longitud del seg¬ 
mento de recta dirigido, mostrado en la Fig. 6-1. El angulo de z es el angulo 
que el segmento de recta dirigido forma con el eje real positivo. Para la me- 
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dicion de los angulos se define como direction positiva la del sentido contra- 
rio a las manecillas del reloj. 

-, y 

Magnitud de z = \z\ = y/x 2 + } >2 > Angulo de z = 0 = tan' 1 — 

En terminos de la magnitud y el angulo, z puede expresarse como z - \z \/0 . 
la cual se llama la forma polar de z , en oposicion a la forma z = x + jy, la 
cual se llama forma rectangular de z ■ Asi que z puede escribirse como 

z = x + jy = \z\/JL 


donde x = \z\ cos d y y = \z\ send. 


Complejo conjugado. El complejo conjugado de z = x + jy se define 
como 


Z = X - jy 

Tiene la misma parte real que z y una parte imaginaria que es la negativa de 
la parte imaginaria de z . La Fig. 6-2 muestra a z y a z. Notese que 

z = x -r jy = \z\ l_6_ = |z[(cos 0 + ysen0) 
f = jc — jy — | z | /—0 = | z | (cos 0 — j sen 0) 


Fig. 6-2. Numero complejo z y su 
complejo conjugado z- 



Teorema de Euler. Las expansiones de series de potencia de cos 6 y 
sen 6 son, respectivamente, 

cos 0 


, 0 2 , 0 4 0 6 , 

2 ! ^ 4 ! 6 ! + 


$-* + *-* 


Y por lo tanto, 

cos 0+y sen0 = 1 + O'0) + ^ ^ ^ + ••• 


Puesto que 


I I r X* , JC J . 

X 2l ^ 3l 
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vemos que 

cos 9 + j sen 9 — e ie 
Esta se conoce como teorema de Euler. 

A1 usar el teorema de Euler, podemos expresar seno y coseno en forma 
compleja. Observando que e~ jB es el complejo conjugado de e ,e y que 


e je = cos 9 + j sen 9 


e~ ]e = cos 9 — j sen 9 


encontramos, despues de sumar y restar estas dos ecuaciones, 


cos 9 


-js 


sen 9 — 


e j0 


— e je 


Diferentes formas de representar numeros complejos. Un numero 
complejo puede escribirse en varias formas 


z = x + jy 

z — | z | (cos 9 + j sen 9) 


(formas rectangulares) 


1 * 1/0 


\z\ e 


je 


(formas polares) 


Convirtiendo numeros complejos de la forma rectangular a la polar, 


| z | = Jx 1 + y 2 , 9 = tan 1 X 

x 

Para convertir numeros complejos de la forma polar a la rectangular, 
x = |z[cos0, y —|z[sen# 


Algebra compleja. Si los numeros complejos se escriben en la forma 
adecuada, se pueden efectuar facilmente operaciones como la adicion, la 
sustraccion, la multiplicacion y la division. 


fgualdad de los numeros complejos. Se dice que dos numeros complejos z y 
w son iguales si y s61o si sus partes reales son iguales y sus partes imaginarias 
son iguales. De modo que si se escriben dos numeros complejos 

z = x + jy, w = u + jy 
entonces z = w si y s61o six = u y y = v. 


Adicion. Dos numeros complejos en la forma rectangular se suman me- 
diante la adicion de las partes reales y las partes imaginarias separadamente. 

Z + w = (x + jy) + (u + jv) = (x + u) + j(y + v) 
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Sustraccion. La sustraccion puede considerarse como la adicion del negativo. 

z — vv = (x -f jy) — (u + jv) = (x — u) -}- j(y — v) 

Notese que la adicion y la sustraccion pueden hacerse facilmente en el piano 
rectangular. 


Multiplication. Si un numero complejo se multiplica por un numero real, 
entonces resulta un numero complejo cuyas partes real e imaginaria estan 
multiplicadas por ese numero real. 

az — a(x + jy ) — ax -f jay 

Si aparecen dos numeros complejos en su forma rectangular y queremos el 
producto en la forma rectangular, la multiplicacion a cabo utilizando el hecho 
de que j 2 = — 1. Asi, si dos numeros complejos se escriben 


z — x -f jy, w = u + jv 


entonces 

zw — (x j - jy)(u + jv) = xu -f - jyu f jxv -f j 2 yv 
= (xu — yv) + j(xv'-\ yu ) 


En la forma polar, la multiplicacion de dos numeros complejos puede ha¬ 
cerse facilmente. La magnitud del producto es el producto de las dos magni¬ 
tudes, y el angulo del producto es la suma de los dos angulos. De modo que 
si dos numeros complejos se escriben 


entonces 


Z = [ Z | / 6 , W = | VV | /_0 


ZW = I Z I I W j jd + 0 


Multiplication por j. Es importante notar que la multiplicacion por j es 
equivalente a una rotacion de 90° contraria al sentido de las manecillas del 
reloj. Por ejemplo, si 


entonces 


z = x+jy 

jz =j(x + jy) = jx f j 2 y — —y f jx 


Fig. 6-3. Multiplicacion de un nu¬ 
mero complejo z por j. 
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u observando que j — 1/90°, si 

z = |z | /e 

entonces 

jz = \/9(F-\z\/_d_ = \z\ /d + 90° 

La figura 6-3 ilustra la multiplicacion de un numero complejo z por j. 


Division. Si un numero complejo 2 = \z\j_6_ se divide entre otro nume¬ 
ro complejo w = | w| /0, entonces 


z 

w 


U\!± _ M 

1 w 1 /0_ \w\ 


ILzl 


Por lo tanto, el resultado consiste en el cociente de las magnitudes y la dife- 
rencia de los angulos. 

La division en la forma rectangular es inconveniente, pero puede efec- 
tuarse mediante la multiplicacion del denominador y numerador por el 
complejo conjugado del denominador. Este procedimiento convierte el de¬ 
nominador en un numero real y se simplifica asi la division. Por ejemplo, 


= * + jy = (x + jy)(u — jv) = (. XU + yv) + j{yu — xv ) 
tv u + jv (u + jv)(u — jv) U 2 + v 2 


— xu ^ y v 4 - / y u ~~ xv 

Division entre j. Notese que la division entre j es equivalente a una rotacion 
de 90° en el sentido de las manecillas del reloj. Por ejemplo, si z = x + jy, 
entonces 


z 

j 


X +jy _ (x -f jy)j _ jx — y 
J jj -1 


o bien 


z 

7 


M/g 

1/90° 


= \z\ Id - 90° 


La figura 6-4 ilustra la division de un numero complejo z entre j. 



Fig. 6-4. Division de un numero 
complejo z entre j. 
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Potencias y rakes. Multiplicando z por si mismo n veces, obtenemos 

z" = (| 2 | /_9) n — 1 2 \ n jn9 

La extraction de la raiz /7-esima de un numero complejo es equivalente a ele- 
var el numero a la potencia l/«-esima. 

z i/n = (\z\i_e_y /n = \z\ Un j~ 

Por ejemplo, 

(8.66 -j5) 3 = (10 /—30° ) 3 = 1000 /-90° = 0 -ylOOO = -/1000 
( 2.12 — j2.\2y n = (9 /—45 ° ) 1/2 = 3/—,22.5° 

Comentario. Es importante notar que 

| ZW | — | 2 | | W | 

\Z -f W | ^ l 2 [ + | w\ 

Variable compleja. Un numero complejo tiene una parte real y una 
parte imaginaria y ambas partes son constantes. Si la parte real y/o la parte 
imaginaria son variables, el numero complejo se llama variable compleja. 
En la transformada de Laplace usamos la notation 5 como una variable 
compleja; esto es, 

s = a + j(o 

donde a es la parte real y a; es la parte imaginaria. 

Funcion compleja. Una funcion compleja F(s), como funcion de 5, 
tiene una parte real y una parte imaginaria o 

F(s) = F X + jF y 

donde F x y F y son cantidades reales. La magnitud de F(s) es JFI + Fj, y el 
angulo 6 deF(s) es tan -1 ( F y /F x ). El angulo se mide en el sentido al de las ma- 
necillas del reloj desde el eje real positivo. El complejo conjugado de F(s ) es 
Hs) - F x — jF y . 

Las funciones complejas comunmente encontradas en el analisis de sis- 
temas lineales son funciones univaluadas de 5 y estan univocamente deter- 
minadas para un valor dado de s. La forma tipica de tales funciones es 
= K ^ s + zMs + z 2 ) • • • (s + z m ) 

(s + PxXs +p 2 ) ■ • • (s A-p n ) 

Los puntos en los cuales F\s) vale cero se llaman ceros. Esto es, s = — Z\, s = 
~z 2 , • • • , s = —z m son ceros de F[s). Los puntos en los cuales F{s) es 
igual a infinito se llaman polos. Esto es, s = —p x ,s= —p 2 , ... ,s ~ —p n 
son polos de F(s). Si el denominador de F(s) contiene factores de k multiples 
(s + pf, enionces s = —p se llama polo multiple de orden k. Si k = 1, el 
polo se llama polo simple. 
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Para ilustrar lo anterior, considere la funcion compleja 

r( , = K(s + 2X^ + 10) 

W s(s + IXs + 5X5 + 15) 2 

G(5) tiene ceros en 5 = —2,s= — 10, polos simples en 5 = 0, s = — 1,5 = 
— 5, y un polo doble (polo multiple de orden 2) en 5 = — 15. Notese que 
G(s ) se hace cero en 5 = 00 . Puesto que para grandes valores de 5 

G(*) = ! 

G(5) posee un triple cero (cero multiple de orden 3) en 5 = 00 . Si se incluyen 
los puntos en el infinitlo, G(5) tiene el mismo numero de polos y ceros. Re- 
sumiendo, G(s ) tiene cinco ceros ( 5 = —2, 5 = — 10, 5 = 00 , 5 = 00,5 = 
00 ) y cinco polos (5 = 0, 5 = —1,5= — 5, s = — 15, s = — 15). 


6-3 TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Ademas de la definicion de la transformada de Laplace, esta seccion inclu- 
ye ejemplos de como obtener transformadas de Laplace de funciones comunes. 

Transformadas de Laplace. Definamos 

f(t) = una funcion del tiempo tal que fit) = 0 para t < 0. 

5 = una variable compleja 

£ = un simbolo operacional que indica que la cantidad a la que 
antecede se va a transformar por la integral de Laplace 

f e~ st dt 
Jo 

F\s) = transformada de Laplace d c fit) 

Entonces la transformada de Laplace esta dada por 

£[/(/)] = F(s) = e-“dt[f{t)-\= f{t)e-“dt 

Jo Jo 

El proceso inverso de encontrar la funcion del tiempo Fit) de la transforma¬ 
da de Laplace F{s) se llama transformada inversa de Laplace. La notacion 
de la transformada inversa de Laplace es£ -1 . Asi, 

Existencia de la transformada de Laplace. La transformada de Lapla¬ 
ce de una funcion fit) existe si la integral de Laplace converge. La integral 
converge si fit) es continua seccionalmente en cada intervalo finito en el 
rango t > 0 y si es de orden exponencial cuando t tienda a infinito. Se dice 
que una funcion fit) es de orden exponencial si existe una constante real po- 
sitiva a, tal que la funcion tienda a cero cuando t tienda a infinito. Si el 

°'\f{t)\ 
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limite de la funcion e~ al \f(t)\ tiende a cero para una a mayor que o c y el li- 
mite tiende a infinito para una a menor que o c , el valor o c se llama abscisa de 
convergencia. 

Puede verse que, para funciones tales como t, sen cot, y t sen cot, la abs¬ 
cisa de convergencia es igual a cero. Para funciones como e~ ct , te~ ct , e~ ct 
sen cot, la abscisa de convergencia es igual a — c. En el caso de funciones que 
se incrementan mas rapido que la funcion exponencial, sin embargo, es im- 
posible encontrar valores adecuados de la abscisa de convergencia. En con- 
secuencia, funciones tales como d 2 y tat 2 no poseen transformada de Laplace. 

No obstante, debe notarse que aunque d 2 entre 0 < t < oo no posea 
transformada de Laplace, la funcion del tiempo definida por 

fit) = e' 2 para 0 < t < T < oo 
= 0 para t < 0, T < t 

si la posee, puesto que/(f) = d 2 se define solamente para un intervalo limi- 
tado 0 < / < T y no para 0 < t < oo. Asi pues, se puede generar 
fisicamente una senal. Notese que las senales que se pueden generar fisica- 
mente tienen siempre la correspondiente transformada de Laplace. 

Si las funciones ff t) y f 2 {t) son ambas transformables por Laplace, en- 
tonces la transformada de Laplace de f x {t) -f f 2 (t) esta dada por 

£[/>« +/a(0] = £[/,<*)] + £[/ a (r)] 

Funcion exponencial. Considerese la funcion exponencial 
fit) = 0 para t < 0 
= Ae~*‘ para t > 0 

donde A y a son constantes. La trar .formada de Laplace de esta funcion 
exponencial puede obtenerse como sigue 

<£Me~ a 'l = J Ae~ at e~ sl dt = A f e~ {CL+s)t dt — -di- 

Jo Jo s + a 

A1 efectuar esta integracion, supusimos que la parte real de 5 es mayor que 
-a (la abscisa de convergencia) y por lo tanto, que la integral converge. La 
transformada de Laplace F(s) de cualquier funcion transformable por 
Laplace f{t) obtenida de este modo es valida en todo el piano 5 excepto en 
los polos jF(s). (Aunque no presentamos una prueba de esta declaracion, esta 
puede probarse mediante el uso de la teoria de la variable compleja.) 

Funcion escalon. Considerese la funcion escalon 
fit) = 0 para / < 0 
= A para t > 0 

donde A es una constante. Notese que es un caso especial de la funcion ex- 
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ponencial Ae~ xt , donde a = 0. La funcion escalon es indefinida en t = 0. 
Su transformada de Laplace esta dada por 

£[A)= (* Ae~ st dt = — 

Jo ^ 

La funcion escalon cuya altura es la unidad se llama funcion escalon 
unitario. La funcion escalon unitario que ocurre en t = t Q se escribe fre- 
cuentemente 1(/ — t 0 ), notation que se usara en este libro. La funcion esca-^ 
Ion precedente cuya altura es A se puede escribir A\(t). 

La transformada de Laplace de la funcion escalon unitario que esta de- 
finida por 

1(0 = 0 para t < 0 
= 1 para t > 0 

es \/s o 

£[ 1 «] = ^ 

Fisicamente, una funcion escalon que ocurre en t — t 0 corresponde a una 
senal constante aplicada subitamente al sistema en un instante t igual a t Q . 


Funcion rampa. Considerese la funcion rampa 
fit) = 0 para t < 0 
= At para t > 0 

donde A es una constante. La transformada de Laplace de esta funcion 
rampa se obtiene como 

£[At] = f Ate~ st dt = At e -^~°° - f ^£11' dt 
Jo -S o Jo -S 


Jo 


dt 


Funcion senoidal. La transformada de Laplace de la funcion senoidal 
fit) = 0 para t < 0 

= A senco/ para / > 0 

donde A y oo son constantes que se obtienen como sigue. Observando que 

e = cos cot + Jsen cot 
e -jcot _ cosco t — j sen cot 


sen cot = 


2 j 



e- jco ') 


sen a )t puede escribirse 
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Por lo tanto, 

Si[A sen cot] = ~ f (e Jojl — e~ Jcot )e~ st dt 

Al Jo 

_ A_ _I_ A_ 1 _ Aco 

2j s — jco 2j s + jco ~~ s 2 + co 2 

En forma similar, la transformada de Laplace de A cos ait puede derivarse 
como sigue: 

£[A cos cot] — — 2 ~~r~ — 2 
s 2 + co 2 

Comentarios. La transformada de Laplace de cualquier funcion f(t) 
transformable por Laplace puede encontrarse multiplicando f(t) por e~ s! y 
luego integrando el producto desde = 0 hasta t - 00 . Sin embargo, una 
vez que conozcamos el metodo para obtener la transformada de Laplace, no 
es necesario derivar la transformada de Laplace de f(t) cada vez. Pueden 
usarse convenientemente tablas de transformadas de Laplace para en- 
contrar la transformada de cualquier funcion dada fit). La tabla 6-1 
muestra transformadas de Laplace de funciones del tiempo que apareceran 
frecuentemente en el analisis de sistemas lineales. En la tabla 6-2 se dan las 
propiedades de las transformadas de Laplace. La mayor parte de ellas se ob- 
tiene o se prueba en la seccion 6-4. 

6-4 TEOREMAS DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

En la siguiente exposicion explicaremos las transformadas de Laplace 
de varias funciones asi como teoremas sobre la transformada de Laplace que 
son utiles en el estudio de los sistemas lineales. 

Funcion trasladada. Obtengamos la transformada de Laplace de la 
funcion trasladada./(t - a)l(t - a), donde a > 0. Esta funcion es cero para 
t < a. Las funciones/(/)l(t) y fit - a)l(/ - a) se muestran en la Fig. 6-5. 

f[t)Ut) f(t-a)Ut-a) 




Fig. 6-5. Funcion Y(/)l(/) y funcion trasladada f{t - a)l(f- a). 
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Por definition, la transformada de Laplace de f(t — a)l (t — a) es 

£[/(t — a)l(f — a)] = f f(t — a)l(t — a)e~ st dt 
J 0 

A1 cambiar la variable independiente de t a z, donde r = t — a, obtenemos 
[ f{t — a)l(t — a)e _lf dt = f /(T)l(T)e" ,(t+a> dz 

Jo J —a 

Observando que/( t)1(t) = 0 parar < 0, podemos cambiar el limite inferior 
de integration de — a a 0. Asi, 

f f(T)l(z)e~ s(T+tt) dr = f /( z)l(z)e~ s(t+a) dz 
J —a Jo 

= f f(z)e~ sz e~ as dz 
Jo 

= e~ as f f(z)e~ sz dz = e~“ f F(.s) 

Jo 

donde 

W = £[/(0] = f ~f{t)e-"dt 

Jo 

Y asi, 

£[f(t — a)l(/ — a)] = e~**F(s) a > 0 

Esta ultima ecuacion establece que la traslacion de la funcion del tiempo 
en oc (donde a > 0) corresponde a la multiplication de la transfor¬ 
mada F(s) por e~ as 

Funcion pulso. Considerese la funcion pulso 

fit) = 4- p ara ° < t < t 0 
*0 

= 0 para t < 0, t 0 < t 
donde A y t 0 son constantes. 

La funcion pulso puede considerarse aqui como una funcion escalon de 
altura A/t 0 que empieza en t = 0 y que esta sobreimpuesta por una funcion 
escalon negativa de altura A/t 0 que empieza en / = t 0 , esto es, 

/0) = fl(/)-f !(<-(„) 

‘0 *0 

Entonces, la transformada de Laplace de/(0 se obtiene como 

£[/«] = 4r K0l - £pr'(' “ 

_‘o J L‘o 

— ^ _ jd-g~ sr <> 

t 0 s t 0 S 

= f s (l ~ *""•> 

* QJ 


( 6 - 1 ) 
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Tabla 6-1. (Continuacion) 



m 

at 1 + ~ 


F(s) 


1 

5(5 + a)(s + b ) 


18 

~ e at — ate at ) 
a L 

19 

—Aat - 1 + e~ at ) 
a L 

20 

e~ at sen < 0 / 

21 

e~ at cos cot 

22 

- £ 2 . e c " ,,r sen g>„\/1 — £ 2 / 

23 


24 

1 ^j~zrj2 e fQMsen (®»^l - C 2 1 + <l>) 

25 

1 — COS 0)/ 

26 

co/ — sen < 0 / 

27 

sen cot — co/ cos cot 

28 

^/sentur 

29 

t COS CO/ 

30 

^ 1 (COS CO 1 / — COS CO 2 /) (cof to!) 

31 

2 ^ (sen cot -f cot cos cot ) 


5(5 + a ) 2 




j(s 2 + 2 {co„s + cos) 



J 2 (5 2 + CO 2 ) 


2 <o 3 


(j 2 + co 2 ) 2 



(, S 2 + CO 2 ) 2 
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Tabla 6-2. Propiedades de la transformada de Laplace 


1 

£{Af(t)} = AF(s) 

2 

£[/i(0 ±/ 2 (»] = Fi(s) :t F 2 (s) 

3 

£±[-£m] = sFis) - f(0±) 

4 

£ *[, 

g/(0] = s 2 F(s) - 5/(0±) -/(0±) 

5 


-fin -i » (*-l) 

_g/(')J = J-F(j) - S *»-*/(0 ±) 

donde f(t) - dfk - j/(0 

6 

jb± 

[}/(„*] = TO + U /(,)< "l-o t 

7 


i fft) . 

^2 ^ 

8 


9 

£ C/o Vc, ^L 

= 

10 

f f (t) dt — Mm F(s) si f existe 

Jo J ~*0 Jo 

11 

£[e _0, /(/)] = F(s + a) 

12 

£[f(t - a)l(/ - a)] - e-*’F(s ) a > 0 

13 

£['/(')] = 

14 


15 

£[*"/(')] - (-D n g W »«.= 1, 2, 3,.... 

16 

£ [>>]=J 

°° F(s) 

17 

fi l/(«)] = aF( “ s> 
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Funcion impulso. La funcion impulso es un caso especial del limite de 
la funcion pulso. Considerese la funcion impulso 

fit) = lim — para 0 < t < t Q 

r 0 —0 t Q 

= 0 para t < 0, t 0 < t 


Puesto que la altura de la funcion impulso es A/t 0 y la duracion es t 0 , el area 
bajo el impulso es igual a A. Cuando la duracion t 0 tiende a cero, la altura 
A/t 0 tiende a infinito, pero el area bajo el impulso permanece igual a A . No- 
tese que la magnitud del impulso se mide mediante esta area. 

En relation con la Ec. (6-1), la transformada de Laplace de esta fun¬ 
cion impulso resulta ser: 


£[/(,)] - lim 

/q -1 *0 



= lim 

fo“* 0 


dt o 


[yl(l — e “")] 




A 


Asi, la transformada de Laplace de la funcion impulso es igual al area bajo 
el impulso. 

La funcion impulso cuya area es igual a la unidad se llama funcion im¬ 
pulso unitario o funcion delta de Dirac. La funcion impulso unitario que 
ocurre en t = t 0 , se denota usualmente por <5(/ — t 0 ). 5(t — t 0 ) satisface lo si- 
guiente: 

d(t ~ t 0 ) = 0 para t ^ t 0 
8{t — t 0 ) = oo para t = t Q 

| S(t — t 0 ) dt — 1 


Debe mencionarse que un impulso que tenga magnitud infinita y dura¬ 
cion cero es una ficcion matematica y no ocurre en los sistemas fisicos. No 
obstante, si la magnitud de un pulso de entrada a un sistema es muy grande 
y su duracion es muy corta comparada con las constantes de tiempo del sis¬ 
tema, entonces podemos aproximar el pulso de entrada mediante una fun¬ 
cion impulso. Por ejemplo', si una fuerza o par de entrada/(0 se aplica a un 
sistema durante muy corto tiempo 0 < t < t Q , donde la magnitud def{t) es 

suficientemente grande para que la integral p f(f)dt sea no despreciable, 

Jo 

entonces esta entrada puede considerarse una entrada impulso. (Notese que 
cuando describimos la entrada impulso, el area o magnitud del impulso es lo 
mas importante, pero la forma exacta del impulso casi siempre carece de im- 
portancia.) La entrada impulso suministra energia al sistema en un tiempo 
infinitesimal. 
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El concepto de funcion impulso es muy util para diferenciar funciones 
discontinuas. La funcion impulso unitario 8(t — / 0 ) puede considerarse como 
la derivada de la funcion escalon unitario 1{Y — / 0 ): en el punto de la discon¬ 
tinued t = t 0 , o bien 

du-l„) ±\(t-t„) 

Reciprocamente, si se integra la funcion impulso unitario 8(t — t 0 ) y el resul- 
tado es la funcion escalon unitario 1 (t — t 0 ). Con el concepto de la funcion 
impulso podemos diferenciar una funcion que contenga discontinuidades, 
dando impulsos, cuyas magnitudes sean iguales a la magnitud de cada una 
de las correspondientes discontinuidades. 

Multiplicacion de f{t) por e' al . Si f(t) es transformable por Laplace, 
siendo F{s) su transformada de Laplace, entonces la transformada de 
Laplace de e~ a ‘f{t) se obtiene como 

<£[e~“'/(01= f dt = F(s oc) (6-2) 

Jo 

Vemos que la multiplicacion de fit) por e~ at tiene el efecto de reempla- 
zar s por (5 + a) en la transformada de Laplace. Reciprocamente, cambian- 
do a 5 por (5 + a) se tiene el equivalente de multiplicar /(/) por e~ a ‘. (Notese 
que a puede ser real o compleja.) 

La relacion dada por la Ec. (6-2) es util para encontrar las transforma- 
das de Laplace de funciones tales como e~ al sen cot y e~ al cos cot. Por 
ejemplo, puesto que 

£[sencwr] = ™ ^ = F(s) £[cos cot] = ^ ^ = G(s) 

se sigue de la Ec. (6-2) que las transformadas de Laplace de e~°“ sen ot y e~ al 
cos cot estan dadas, respectivamente, por 

Sle-'senc*] = F(s + «) = ( —J - + — , 

£le ~" cos “'l = + a) = 

Comentarios sobre el limite inferior de la intefral de Laplace. En algu- 
nos casos,y(0 posee una funcion impulso en t = 0. Por tanto, el limite infe¬ 
rior de la integral de Laplace debe ser claramente especificado como 0— o 
0+ , puesto que las transformadas de Laplace d tf{t) difieren para esos dos 
limites inferiores. Si se necesita tal distincion entre los limites inferiores de 
la integral de Laplace, usamos las notaciones 

£+[/(*)]= C me"'dt 

£-1/(0] = f = £4/(0] + r me-"dt 

Jo - Jo - 
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Si /(r) involucra una funcion impulso en / = 0, entonces 

£4/(0] =* £4/(01 

puesto que 

f f(t)e~ st dt ^ 0 
Jo- 

para tal caso. Obviamente, si /(/) no posee una funcion impulso en t - 0 
(esto es, si la funcion por transformar es finita entre t = 0— y t = 0-F), en¬ 
tonces 

£4/(0] = £ 4/(01 

Teorema de la diferenciacion. La transformada de Laplace de la deri- 
vada de una funcion f(t) esta dada por 

£[4/ ( o] = ^W-/ (0) (6-3) 

donde /(0) es el valor inicial de f{t) evaluada en t = 0. 

Para una funcion dada/(/), los valores de/(0-f-) y f(0—) pueden ser los 
mismos o diferentes como se ilustra en la Fig. 6-6. La distincion entre,/(0 + ) 
y/(0—) es importante cuando f(t ) tiene una discontinuidad en t = 0 porque 
en tal caso 



Fig. 6 -6. Funcion escalon y funcion seno indicando los valores ini- 
ciales en / = 0— yr = 0 + . 


dj\i)/dt involucrara una funcion impulso en t = 0. Si 4(0-F) =£ f(0—), la 
Ec. (6-3) debe modificarse a 

= sF(s) - /(0-f) 

-/(o—> 
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Para probar el teorema de la diferenciacion, Ec. (6-3), procedemos como 
sigue. La integration por partes de la integral de Laplace da 

Por lo tanto, 

™ 

Se sigue que 

°] = sF(s) - /(0) 

En forma similar, obtenemos la siguiente relation para la segunda deri- 
vada de fit): 

JE [ap /(,) ] = s ‘ F(s) ~ sf(0) _/(0) 

donde j^O) es el valor de df\t)/dt evaluada en t = 0. Para obtener esta 
ecuacion, definase 

= «(o 

Entonces, 

£[^/(0] = £[4*(O] = JJEbW] - 8(0) 

= *£[jj/(0] -/(0) 

= s>F(s) - i/(0) —/(0) 

En forma similar, para la /?-esima derivada de /(f), obtenemos 

*[!=/(')] = ~ ■' , ‘Y (0) -7(0) 

(»-1) 

donde /(0), /(0). J\0 ) representan los valores de fit), dfit)/dt, . . . , 

d (n ~ 1) fit)/dt (n ~ l) , respectivamente, evaluadas en t = 0. Si es necesaria la dis- 
tincion entre <£+ y <£_ , sustituimos t = 0+ o t = 0— en fit), dfit)/dt, . . . , 
d {n ~ l) fit)/dt {n ~ l) , dependiendo de que tomemos £+ o «£_. 

Notese que para que existan las transformadas de Laplace de las deri- 
vadas d e fit), <Ffit)/dt n in = 1, 2, 3, . . .) deben ser transformables por 
Laplace. 

Notese tambien que si todos los valores iniciales de fit) y sus derivadas 
son iguales a cero, entonces la transformada de Laplace de la w-esima deri¬ 
vada d efit) esta dada por S^Fis). 
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Ejemplo 6-1. Considerese la funcion coseno. 

git ) = 0 para t < 0 

= A cos cot para t > 0 

La transformada de Laplace de esta funcion coseno puede obtenerse directamente 
como en el caso de la funcion seno (vease la Sec. 6-3). El uso del teorema de la dife- 
renciacion, sin embargo, se demostrara aqui derivando la transformada de Laplace 
de la funcion coseno de la transformada de Laplace de la funcion seno. Si definimos 

f{t) = 0 para t < 0 

= sen cur para t > 0 

entonces 

£[sencO(] = F(s) = prffii 

La transformada de Laplace de la funcion coseno se obtiene como 

£[A cos cot] = £ \^~ (-^ sen cur) j = ^[sF(s) -/(0)] 

/If sCQ __ As 

~ co [_s 2 f co 2 J — s 2 + cu 2 


Teorema del valor final. El teorema del valor final relaciona el com- 
portamiento de fit) con el comportamiento de sF(s) en la vecindad de s = 0. 
Este teorema, sin embargo, se aplica si y solo si lim^^/^r) existe, [lo cual sig- 
nifica que fit) se aproxima a un valor definido cuando t — oo.] Si todos los 
polos de sF(s) caen en la mitad izquierda del piano 5, lim^^^r) existe. Aun, 
si sF(s ) tiene polos en el eje imaginario o en la mitad derecha del piano s,f{t) 
contendra funciones del tiempo oscilatorias o con incremento exponencial, 
respectivamente, y el lim^^yi^/ 1 ) no existira. El teorema del valor final no se 
aplica en tales casos. Por ejemplo, si f(tl es la funcion senoidal sen cot, sF{s) 
tiene polos en 5 = ± ju y el \im t _^Fit) no existe. Por lo tanto, este teorema 
no es aplicable a tal funcion. 

El teorema del valor final debe establecerse como sigue. Si fit) y 
dj{t)/dt son transformables por Laplace, si Fis) es la transformada de 
Laplace defit), y si el lim^^^r) existe, entonces 

lim f(t) = lim sFis) 

r->oo J-*0 

Para probar el teorema, hagamos que s tienda a cero en la ecuacion de 
la transformada de Laplace de la derivada de fit) o 

lim J */(r)]e-" dt = lim — /(0)] 
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Puesto que lim^ 0 e~ st = 1, obtenemos 
d 


Jo 


dt 


m 


dt=f{t ) 


= /(°°)-/(0) 


= lim sF(s) - /(0) 


de la cual 


/(°°) = Hm fit) — 11m sF{s) 


Ejemplo 6-2. Dada 

£[/wi - m = 


icual es el 11m, _«,/(/)? 

Puesto que el polo de sF(s ) = 1/(5 + 1) cae en la mitad izquierda del piano 5, el 
Hm,-oo/(0 existe. Por lo tanto, el teorema del valor final es aplicable en este caso. 


11m f{t) — f{ oo) - 11m sF(s) = 11m 

/-► oo J-+0 


s 

s(s + 1) 


11m 

-0 S + 


= 1 


De hecho, este resultado puede veriflcarse facilmente, puesto que 
f(t) = 1 — e~‘ para t > 0 


Comentarios. El teorema del valor final no se aplica si 5 /^ 5 ) posee polos 
en el ejeyw o en la mitad derecha del piano s. Debe notarse que sF{s) puede 
poseer formalmente un polo simple en el origen, entendiendo que no posee 
ningun otro polo en la mitad derecha del piano 5 incluyendo al eje jtc y que 
el lim 5 _ 0 s/ r (s') exista. 

Considerese la funcion 

fit) = 0 t< 0 

= t 0 <t<T 

= T T < t 

j fit) 

7 1 - >- 

Fig. 6-7. Funcion fit) definida por 
ft) = 0 para t < 0, ft) = t para 0 < 
t < T, y ft) = TG para T < t. 
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Esta funcion esta graficada en la Fig. 6-7. La funcion/(f) puede considerar- 
se como 

f{t) = /1(f) ~{t~ T)\{t - T) 

La transformada de Laplace de /(/) es 

£[/(■ 0 ] = F(s) = £[/l(f)] - £[(/ - T)l(t - T)] 

1 e~ Ts 1 — e~ Ts 


En consecuencia, 


sF(s) = 


Asi, sF\s) posee formalmente un polo simple en el origen, pero no otros po¬ 
los en la mitad derecha del piano s, incluyendo al eje y'co. Puesto que 

lim sF(s) — lim * ~ e - — 

s-'O j-» 0 S 


—0 — e~ Ts ) 

v ds K } v Te~ Ts ^ 

= lim--j-- lim —— = T 

i-^o a s ^o i 

d~s S 

vemos que el limite de sF(s) existe cuando s — 0. Por lo tanto, el teorema del 
valor final se aplica en este caso o 

lim/(;) = lim sF(s) = T 

r-*oo i->0 


Teorema del valor inicial. El teorema del valor inicial expuesto a conti- 
nuacion es la contraparte del teorema del valor final. Mediante el uso de este 
teorema, somos capaces de encontrar el valor de fit) en t = 0+ directa- 
mente de la transformada de Laplace de./(0- El teorema del valor inicial no 
da el valor de f\t) exactamente en t — 0, sino en un tiempo ligeramente ma¬ 
yor que cero. 

El teorema del valor inicial puede establecerse como sigue. Si fit) y 
dfit)/dt son ambas transformables por Laplace y si el lim s _ 00 s'/ ? (s) existe, en- 
tonces 

/(0+) = lim sF(s) 

S~>oo 

Para probar este teorema, usamos la ecuacion de la transformada £+ 
de dfit)/dt. 

£ + [^/«] = sF(s) -/(0+) 

En el intervalo- de tiempo 0 4- < t < oo , cuando s tiende a infinito, e ~ sl tien- 
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de a cero. (Notese que debemos usar£ + mejor que£- para esta (condicion.) 
En consecuencia, 

lim f [^/(')]«-" dt = Hm [sF(i> - /(0+)] = 0 

o bien 

/(0-f) = Hm sF(s) 

S-+oo 

A1 aplicar el teorema del valor inicial, no estamos limitados por la loca- 
lizacion de los polos de sF(s). As! que el teorema del valor inicial es valido 
para la funcion senoidal. 

Debe notarse que el teorema del valor inicial y el teorema del valor final 
proporcionan una verificacon conveniente de la solucion, puesto que nos ca- 
pacitan para predecir el comportamiento del sistema en el dominio del tiem- 
po sin transformar realmente las funciones en 5 de regreso a funciones del 
tiempo. 


Teorema de la integracion. Si /(/) es de orden exponencial, entonces la 
transformada de \ f{t)dt existe y esta dada por 


£ 



F(s) f-'( 0) 

^ ~T~ 


(6-4) 


donde F(s) = £[/(/■)] y f~ 1 (0) = j f(t)dt, evaluada en t = 0. 

Notese que si f(t) involucra una funcion impulso en t = 0, entonces 
_l (0 + ) F /~ 1 (0—). Por lo tanto, si f(t) involucra una funcion impulso en 
t = 0, debemos modificar la Ec. (6-4). 

£ + J /(0 dt = ^ + L^+l 

£_ f f{t) dt = ^ -f GH 

J $ s 

El teorema de la integracion dado por la Ec. (6-4) puede probarse en la 
siguiente forma. La integracion por partes da 

Je[j/(!) *] = J" [j/(f) *]«-“ dt 

= \\f(t)dt + f f(t)e~"dt 

^ J f = 0 ** Jo 

= Q) + iis) 

S 

por lo tanto, el teorema queda probado. 
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Vemos que la integration en el dominio del tiempo se convierte en divi¬ 
sion en el dominio de 5 . Si el valor inicial de la integral es cero, la transfor¬ 
mada de Laplace de la integral de fit) esta dada por F(s)/s. 

El precedente teorema de la integration puede modificarse ligeramente 
para considerar a la integral definida de fit). Si fit) es de orden exponencial, 

la transformada de Laplace de la integral definida V f[t)dt puede darse me- 
diante 0 

£ j"V(')*j = («) 

Notese que si fit) involucra una funcion impulso en t - 0, entonces f J{t)dt 
=£ fU)dt, y debe observarse la siguiente distincion 

£ + P fit) dt = MM! 

_Jo + _ ^ 

£_ J' fit) dt = — 

Para probar la Ec. (6-5), notese primero que 

J7(0 * = | fO) dt - /->(0) 

donde/-‘(0) es igual a J fit)dt evaluada en t = 0 y es una constante. Por lo 
tanto, 

£[j'/(r) <*] = m dt - 

= £[J/(t)*]-£[/-’(0)] 

En relation con la Ec. (6-4) y observando que f~ ‘(0) es una constante tal que 

£[/-‘(0)] = 

obtenemos 

4 [m J = £i + no)_a)) = TO 

LJo J s s s s 

6-5 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE 

La transformada inversa de Laplace es un proceso que consiste en encon- 
trar la funcion del tiempo fit) a partir de la correspondiente transforma¬ 
da de Laplace F\s). Se dispone de varios metodos para encontrar la trans¬ 
formada inversa de Laplace, el mas simple de ellos consiste en (a) usar las 
tablas de transformadas de Laplace para encontrar la funcion del tiempo 
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/(/) que le toca a una transformada de Laplace dada F(s) y (b) usar el meto- 
do de expansion en fracciones parciales. En esta section presentaremos el 
ultimo. (No expondremos metodos adicionales, tales como el uso de la in¬ 
tegral de inversion. Para ver este metodo, consultese por ejemplo, la obra 
marcada con 6-4 en la bibliografia.) 


Metodo de expansion en fracciones parciales para encontrar transfor- 
madas inversas de Laplace. Si F(s), la transformada de f{t), se separa en 
componentes 

F(s) - F l (s) + F 2 (s) + • • • 4- F m (s) 

y si las transformadas inversas de Laplace de /^(s), F 2 (s), . . . , F n (s ) estan 
facilmente disponibles, entonces 

£~'[F(s)] = JB-Wj)] + £-'[F 2 (s)) + • • • + £-'[F„(s) ] 

= / i ( 0 +/ a (0 + + /.(0 

donde f 2 (t), . . . , f n {t) son las transformadas inversas de Laplace de 
F x (s), F 2 (s), . . . , F„(s), respectivamente. La transformada inversa de La¬ 
place de F(s) asi obtenida es unica, excepto posiblemente en los puntos 
donde la funcion del tiempo es discontinua. Donde quiera que la funcion 
del tiempo sea continua, la funcion del tiempo /(/) y su transformada de 
Laplace F(s) tendran una correspondencia uno a uno. 

En los problemas de analisis de sistemas, F(s ) ocurre frecuentemente en 
la forma 


F(s) = 


A(s) 

B(s) 


donde A(s) y B(s ) son polinomios en s y el grado de A(s) no es mayor que el 
de B(s). 

La ventaja del enfoque de la expansion en fracciones parciales es que 
los terminos individuales de F(j), resultantes de la expansion en fracciones 
parciales, son funciones muy simples de s ; en consecuencia, no es necesario 
consultar la tabla de transformadas de Laplace si memorizamos varios pa¬ 
tes de transformadas de Laplace simples. Debe notarse, sin embargo, que al 
aplicar la tecnica de expansion en fracciones parciales en la busqueda de la 
transformada inversa de Laplace de Efs) = A(s)/B(s), las raices del polino- 
mio B(s) del denominador deben conocerse por anticipado. Es decir, este 
metodo no se aplica hasta que el polinomio del denominador haya sido fac- 
torizado. 

Considerese F(s ) escrita en la forma factorizada 


fYa = 4^ — K ( S + z ^ s + Z 2 > • • • (s + gj 
B(s) ( s + PiXs + Pi) • • • (s + Pn) 


donde i,p 2 > . • . ,P„ Y z x , z 2 >. . . , Zm sean cantidades reales o complejas, pero 
por cada complejo /?, o z, estara presente el complejo conjugado de p, o z,, 
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respectivamente. Aqui la potencia mas alta de s en B(s ) se supone mayor que 
la de A is). 

En la expansion de A{s)/B{s) en la forma de fracciones parciales, es im- 
portante que la potencia mas alta de 5 en B{s) sea mayor que la mas alta po¬ 
tencia de 5 en >4(5). Si no es ese el caso, el numerador >4(5) debe dividirse 
entre el denominador Bis) con el objeto de producir un polinomio en s mas 
un residuo (una razon de polinomios en s cuyo numerador sea de menor 
grado que el denominador.) (Para ver detalles, consulte el ejemplo 6-4.) 


Expansion en fracciones parciales cuando F(s) involucra solamente po¬ 
los diferentes. En este caso, F(s) puede expandirse siempre en una suma de 
fracciones parciales simples. 


no 


> 4(0 

no 


a i 

s + Pi 


ai 

s + Pi 


+ • • • + 


S +Pn 


donde a k (k = 1,2,...,«) son constantes. El coeficiente a k se llama resi¬ 
duo del polo en 5 = — p k . El valor de a k puede encontrarse multiplicando 
ambos lados de esta ultima ecuacion por (5 + p k ) y haciendo 5 = —p k , lo 
cual da 


(s + Pk) 


A(s) ~ 

no j; 


^ + p 1 


(s + Pk) + 


Pk 


(s + Pk) 


Pi 

a 


s + p„ 


(s + p k ) 


(s + p k ) 


= a k 

Vemos que todos los terminos de la expansion desaparecen con la excepcion 
de a k . Asi, el residuo a k se encuentra a partir de 


(s V Pk) 


no - 

B{s). 


( 6 - 6 ) 


Notese que, puesto que fit) es una funcion real del tiempo, si p x y p 2 son 
complejos conjugados, a x o a 2 necesitan ser evaluadas porque la otra se co- 
noce automaticamente. 


Puesto que 


Jit) se obtiene como 



= a k e 


~Pkt 


fit) — £ ^^( 5 )] = a { e p " -f a 2 e p,t + • • • + a„e p "‘ 


it > 0) 


Ejemplo 6-3. Obtengase la transformada inversa de Laplace de 


F(s) 


s + 3 

{s + 1)(J + 2) 
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La expansion en fracciones parciales de F(s) es 


F(s) = 


s -(- 3 


a 1 i a Z 


(s + l)(j + 2) S + 1 1 s + 2 

donde a x y a 2 se encuentran utilizando la Ec. (6-6). 

s + 3 


Asi, 


a\ - [(J + 1) 
( J + 2) 


(s + IXj + 2). 
s + 3 

(s + 1)(j + 2) 



[5 + 3 1 

5 = — 1 

Ls + 2J 


p + 31 

L—2 

L5 + lj 


r 

l-U-2 


f(t) = £' l [F(s)] 


- 2e- 


(/> 0 ) 


Ejemplo 6~4. Obtengase la transformada inversa de Laplace de 


G(s) = 


(s + l)(i + 2) 


Aqui, puesto que el grado del polinomio del numerador es mas alto que el del 
polinomio del denominador, debemos dividir el numerador entre denominador. 


G(j) = ^ + 2 + 


5 + 3 

(s + 1)(5 + 2 ) 


Notese que la transformada de Laplace de la funcion impulso unitario 8(t) es 1 y que 
la transformada de Laplace de d8(t)/dt es s. El tercer termino del lado derecho de esta 
ultima ecuacion es F\s) en el ejemplo 6-3. Por lo tanto, la transformada inversa de 
Laplace de G(s ) esta dada como 

g(t) - ~ S(0 + 2d{t) + 2e-‘ - f- 2 ' (/ > 0-) 


Ejemplo 6-5. Encuentrese la transformada inversa de Laplace de 


F(s) = 


2s + 12 
s 2 + 2s + 5 


Observese que el polinomio del denominador puede factorizarse como 
s 2 + 25 + 5 = (5 + 1 + ;2)(s +1 — y’2) 

Si la funcion F(s) involucra un par de polos conjugados, es conveniente no expandir 
f\s) en las fracciones parciales usuales sino expandirla en la suma de una funcion seno 
amortiguada y una funcion coseno amortiguada. 

Observado que s 2 + 2s + 5 = (5 + l) 2 y en relacion con las transformadas de 
Laplace e~ ar sen 0 + y e~ at cos 0 ot, reescribiendola asi, 

Jfr-'seno'l af + a, ! 


£[e a ‘ cos cot ] 


5 + a 


(5 + a ) 2 + co z 
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la F(s ) dada puede escribirse como la suma de una funcion seno amortiguada y una 
funcion coseno amortiguada 

F( . 2a-+12 10 + 2(a + 1) 

W s 2 +2s + 5 ( 5 + l) 2 +2 2 

= 5 _ - _L 2 -_ Ld+J _ 

(s + l) 2 + 2 2 r (s + l) 2 + 2 2 

Se tiene que 

/(/) = £->[F(j)] 

= 5£_1 [(5 + l ) 2 + 2 2 ] + 2£ 1 [(5 + l ) 2 + 2 2 ] 

= 5e~‘ sen2r + 2e~‘ cos It (t > 0) 


Expansion en fracciones parciales cuando F(s) involucra polos mul¬ 
tiples. En lugar de exponer el caso general, usaremos un ejemplo para 
mostrar como obtener la expansion en fracciones parciales de F(s). (Vease 
tambien el problema A-6-14.) 

Considerese la siguiente F(s): 


F(s) = 


s 1 + 2s + 3 
(* + l) 3 


La expansion en fracciones parciales de esta F(s ) incluye a tres terminos 
As) _ b 3 , b 2 , 6, 


F(s) 


.+ 


+ 


B(s) ~ (s f l) 3 1 (s + l) 2 1 j +1 

donde b 3 , b 2 y b x se determinan como sigue. A1 multiplicar ambos lados de 
esta ultima ecuacion por (5 + l) 3 , tenemos 

As) _ L 


(s + l) 3 


B(s) 


b 2 (s + 1 ) + 6,(5 + l ) 2 


(6-7) 


Despues, haciendo 5 = — 1, la Ec. (6-7) da 


(sFiy 


A(sy 

B(s)_ 


Tambien, diferenciando ambos lados de la Ec. (6-7) con respecto a s da 


d_ 

ds 


{s + l) 3 


A(sy 

B(s)_ 


— b 2 + 26,(s 4' I) 


( 6 - 8 ) 


si hacemos s - — 1 en la Ec. (6-8), entonces 


d_ 

ds 


( S 4 1)3 . A* ) 

’ B(s)_ 


A1 diferenciar ambos lados de la Ec. (6-8) con respecto a 5 , el resultado es 


(F_ 

ds 1 


{s 4 1) 


3 As) 

B(s) J 


26, 
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b , = 


Del analisis precedente puede verse que los valores de b u b 2 y 6 3 se en- 
cuentran sistematicamente como sigue: 

i A(sY 
B(s)L 
( s 2 + 2s ■■( - 3) J=: _j 

2 

■,A(sy 


by S= 


\A 

Ids 


(s + l) 3 


B(s). 


-(s 2 ~]-2s + 3) 


As 

= (2s + 2),.., 

= 0 


■-i{ 


1 

ds 2 


(s + l ) 3 


A(s) ' 
B(s) J 


L, 


2 t [^ (j2 + 2 * + 3) . 

1 


= i (2) - 1 


Obtenemos asi 

m = ^[noi 

= £-‘ 


r 2 i 

4- £-1 

r o n 

+ £-* 

r l i 

Us + 1) 3 J 


_0 + i) 2 J 

+ L 


t 2 e f -f- 0 + e ' 

(tt 2 f !)<?"' (t > 0) 


6-6 SOLUCION A ECUACIONES DIFERENCIALES 

LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO 

En esta seccidn estamos interesados en el uso del metodo de transfor- 
madas de Laplace en la solucion de ecuaciones diferenciales lineales, inva- 
riantes en el tiempo. v 

El metodo de la transformada de Laplace lleva a la solucion completa 
(solucion homogenea y solucion particular) de ecuaciones diferenciales linea¬ 
les, invariantes en el tiempo. Los metodos clasicos para encontrar la solu¬ 
cion completa de una ecuacion diferencial requieren la evaluacion de las 
constantes de integracion a partir de las condiciones iniciales. En el caso del 
metodo de la transformada de Laplace, sin embargo, este requisito es inne- 
cesario porque las condiciones iniciales se incluyen automaticamente en la 
transformada de Laplace de la ecuacion diferencial. 
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Si todas las condiciones iniciales son cero, entonces la transformada de 
Laplace de la ecuacion diferencial se obtiene simplemente reemplazando 
d/dt con s, cP/dd con s 2 y as! sucesivamente. 

Solo se necesitan dos pasos en la solucion de ecuaciones diferenciales li- 
neales invariantes en el tiempo mediante el metodo de la transformada de 
Laplace. 

1. A1 tomar la transformada de Laplace de cada termino en la 
ecuacion diferencial dada, se convierte la ecuacion diferencial en 
una ecuacion algebraica en 5 y se obtiene la expresion para la trans¬ 
formada de Laplace de la variable dependiente rearreglando la ecua¬ 
cion algebraica. 

2. La solucion en el tiempo de la ecuacion diferencial se obtiene en- 
contrando la transformada invefsa de Laplace de la variable depen¬ 
diente. 

En la exposicion siguiente, se usan unos cuantos ejemplos para de- 
mostrar la solucion de ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el 
tiempo mediante el metodo de la transformada de Laplace. 


Ejemplo 6-6. Encuentrese la solucion x(t) de la ecuacion diferencial 
x + 3x + 2x =f. 0, *(0) = a, x(0) = b 

donde ay b son constantes. 

A1 escribir la transformada de Laplace de x(t) como AXs) o 

£[*(*)] = TO 

obtenemos 

£[jc] = sX(s) - x(0) 

£[x] = s 2 X(s) - sx( 0) - jc(0) 

Y, por lo tanto, la ecuacion diferencial dada se hace 

[s 2 X(s) - sx( 0) - x(0)] + 3 [sX(s) - x(0)] + 2X(s) = 0 
Sustituyendo las condiciones iniciales dadas en esta ultima ecuacion, 
[s 2 X(s) - as - b] + 3[sX(s) - a] + 2 X(s) = 0 

o bien 

(i 2 + + 2)X(s) = as + b + 3a 

Resolviendo para A'ts), tenemos 

as + b + 3a as + b + 3a 2 a + b a + b 


X(s) s 2 + 3s + 2 ~ (s + l)(j + 2) 
La transformada inversa de Laplace de Aj(5 ) da 

£- J [TO] = £" 1 [ 2 J g j 1 " 

(2a + b)e~‘ — (a + b)e~ 2t 


5 + 1 5 + 2 


x(t) 


b~\ 0 _, [a + b~ 

1 J L5 + 2 . 


(t>0) 
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la cual es la solucion de la ecuacion diferencial dada. Adviertase que las condiciones ini- 
ciales a y b aparecen en la solucion. Asi que x[t) no tiene constantes indeterminadas. 

Ejemplo 6-7. Encuentrese la solucion x(0 de la ecuacion diferencial 

x + 2x -j- 5x = 3, x(0) = 0, x(0) = 0 

Observando que £13] = 3/s, x(0) = 0, y x(0) = 0, la transformada de Laplace 
de la ecuacion diferencial se hace 

s 2 X(s) + 2 sX(s) + 5X(s) = — 


Resolviendo para A"(s), encontramos 

3 


X(s) = 


s(s z + 2s + 5) 


A_L 

5 s 


s + 2 


5 s 2 + 2s + 5 


A A 

5 s 


s + 1 


10 (s + l) 2 + 2 2 5 (s + l) 2 + 2 2 

Por lo tanto, la transformada inversa de Laplace se hace 
x(t) = £-i [X(s)] 

2 1 3 n_. T s+ 1 


— A £-l[~A1 l.£-l - 

5^ LsJ 10^ L( 


__£_£-i 

2 J 5 ^ 


Xs + l) 2 + 2 2 J 5 ~ L(s + l) 2 + 2 2 

«>o) 

la cual es la solucion de la ecuacion diferencial dada. 


3 3 3 

= ^— jQe~'sen2 1 — cos 2/ 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problem a A-6-1. Obtenganse las partes real e imaginaria de 

2 +yl 

3 +;4 

Tambien, obtenganse la magnitud y el angulo de esta cantidad compleja. 


Solution. 


2 + /1 _ (2 + yl)(3 — y'4) _ 6 + y'3 -./8 + 4 _ 10 -y'5 


3 -r y'4 (3 + y'4)(3 - y'4) 


9 + 16 


25 


Por lo tanto, 


. 1 


Parte real = 


Parte imaginaria = — — 


5 ’ 0 5 

La magnitud y el angulo de esta cantidad compleja se obtienen como sigue: 


// 2 \ 2 / — 1\2 / 5 1 

Magnitud =^( 3 -) +(- 5 -) =Vb = 7T s=0 - 447 


Angulo = tan 


w - tan " hr) = “ 26 - 6 ° 


Problem a A-6-2. Encuentrese la transformada de Laplace de la/(0 definida por 

fit) =0 (/ < 0 ) 

= te~ 2t it > 0 ) 

Solucion. Puesto que 


m = Gis) = 


1 


en relation con la Ec. (6-2), obtenemos 


Fis) = = Gis + 3) = 


1 


is + 3) 2 


ProBle:ma A-6-3. <,Cual es la transformada de Laplace de 

fin ----- 0 (/< 0 ) 

= sen ( cot + 9 ) (/ > 0 ) 

donde 6 es una constante? 

Solucion. Observando que 

sen (cor + 9) = sen cot cos 0 + cos cot sen# 


tenemos 


£[sen((»/ + #)) = cos 0 £[sencor] sen 6 £[cos cot ] 

n CO n S 

cos a - + sen tf -y , 5 

S 2 CO 2 S 2 + CO 2 

_ co cos 9 + s sen 0 

~~ ~ S 2 + CO 2 
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Problema A-6-4. Ademas de la transformada de Laplace F(s) de la funcion f{t) 
mostrada en la Fig. 6-8, encuentrese el valor limite de F(s) cuando a tiende a cero. 



Fig. 6-8. Funcion f(t). 


Solution. La funcion f{t) puede escribirse 


Entonces, 


/(') = ^ 1(0 - £l(t - a) + Jjl (t - 2a) 


F(0 = £[/(/)] 

= ^£[1(0] - ^£[1 (/ - a)] + ^£[1 (/ - 2a)] 
a 2 s a 2 s a 2 s 


= 4-(l - le¬ 
ap's 

Cuando a tiende a cero, tenemos 


e ~ 2as ) 


i -j-(l - 2e as + e 2as ) 

r \ 1 — 2e as + e 2as daP ' 

lim F(s) = lim -- -2 -= hrn —--?- 

a -*0 a -*■0 & $ a *0 (* 




lim 

a -»0 


2 se as — 2.se 2as 
las 


,-as _ a-!as 


lim 

a - 0 a 


^L(o~as p-2as\ 

da K * —se~ as + 2se~ 2as 

— lim-—j- = lim---7- 

: —s + 2s = s 


Problema A-6-5. Pruebese que si la transformada de Laplace defU) es F(s), enton¬ 
ces, excepto en los polos de F{s) 

£[tf(t)] = -^F(s) 
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En general, 


Solution. 


£[*"/(/)] = (-1)" ^F(s) (« = 1, 2, 3,. . .) 


£[//(/)] 


f/(0e dt 


r 


/(/) £(«-*) dt 


En forma similar, al dividir //(f) = g(f), el resultado es 

- £[««)] = = -s[ _ S F(,) 

= (-»^FW = ^FW 

Repitiendo el mismo proceso, obtenemos 

£[*"/(/)] - (-l) n ^ b F(5) (« = 1, 2, 3,...) 

Problema A-6-6. Encuentrese la transformada de Laplace de/(0 definida por 

fit) = 0 (t < 0) 

— t 2 sen ft)/ (/ > 0) 

Solution. Puesto que 

£ t senc0 '1 “ Ah? 

en relation con el problema A-6-5, tenemos 

= cF_ r ft) 1 _ -2ft) 3 + 6 (Os 2 


£[/(,)] = £ t' 2 sen “'l = TOJ - ^ 

Problema A-6-7. Pruebese que si la transformada de/(0 es El(.s), entonces 

£ \ f {-~)} = oF(as) (a> 0) 

Solucidn. Si definimos fa = r y 05 = s 1( entonces 

£ l/("a )] = J f{^) e ~ S ' dt = J f('t)e~ asr <* dr 

— a [ /(T)e“ J|T rfr = oF(ij) — aF(as) 

Jo 

Problema A-6-8. Pruebese que si /(/) es de orden exponential y si f .AOdt existe 

Jo 

lo cual significa que AOdt adopta un valor definido, entonces 

Jo 

f f{t) dt = lim F(s) 

J n J~>0 


donde F\s) = <£[/(/)]. 
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Solucion. Notese que 


fit) dt = Van f 1 fit) dt 

Jo f— 00 Jo 


En relation con la Ec. (6-5), 


£ 


Puesto que 


o bien 


At) existe, 
Jo 


T 


fit) dt 


Fjs) 

s 


mediante la aplicacion del teorema del valor final a este caso, 


„ m f 

Jo 


fit) dt — 11m s 


F(s) 


f f(t) dt = 11m Fis) 

J o *-*o 

Problema A-6-9. La convolucion de dos funciones del tiempo se define por 

[ fit) fit - T) dx 
Jo 

Una notation comunmente utilizada para la convolucion es fit)*fit), la cual signifi- 
ca que 

fit)* hit) = ['fix) fit -r)dx= [‘fit - t)/ 2 (t) dx 
Jo Jo 

Si MO y f 2 it) son ambas transformables por Laplace, entonces muestrese que 
£[J7 i if)fit - x)dx] = Fiis)F 2 (s) 
donde F,is) =£lA(01 V Ffs) = £[f 2 it)]. 

Solucion. Observando que l(t - x) = 0 para t < x, tenemos 

£ [Jo f^ T )f z ^ ~ T)rfT ] = £ [J 0 ~ T ) ] ( / ~ T > dx 

= J~ ” fix) flit - t) 1 (/ x) d 

= f fit) dx f fit - t)1 (/ - x)e~ st 

JO J 0 

= J q fit) dx J fit - x)edt 

Cambiar el orden de integration es valido aqul, puesto que f(t) y fit) son ambas 
transformables por Laplace, lo que da integrales convergentes. Si sustituimos X = 
t - T en esta ultima ecuacion, el resultado es 


dt 


dt 


£ 


o bien 


\[ft)fiit - T) dx] = JV,(T)e'« dx J"/ a ay- dX 

= Ffs)F 2 (s) 

£[.fit)* flit)] = FfsjFfs) 
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Asi que la transformada de Laplace de la convolucion de dos funciones del tiempo es 
el producto de sus transformadas de Laplace. 

Problema A-6-10. Determinese la transformada de Laplace de M0*M0, donde 
MO = MO = 0 para t < 0 
fi(t) = t para/>0 

Mt ) = 1 - Para t > 0 


Solution. Notese que 


£[/] = F x (s) = 


1 


£[l - e~‘] = F 2 (s) = -- - 

J s s + 1 


La transformada de Laplace de la integral de convolucion esta dada por 
£[/■(»)*AW] = F,(s)F,(s) = tj[y - S -L] 

1 1 


? 3 c2 ' 


1 


_ S 3 S 2 (s + 1) “ S 3 S 2 S S + 1 

Para verificar que esta clara la transformada de Laplace de la integral de convo¬ 
lucion, realicemos primero la integration de la integral de convolucion y tomemos 
despues su transformada de Laplace. 

MO*fiit) = f r[l - dx = P (r - t)(1 - eM dx 
Jq J 0 


- T - ' + 1 


Y asi, 


£ 


t + 1 


+1 

J s 3 s 2 s 


s 4- 1 


Problema A-6-11. Pruebese que si/K/) es una funcion periodica con periodo T, en- 
tonces 


£[/(/)] 


\ T fiOe- 

J o 


dt 


1 — e~ 


Solution. 


£[/(/)]= rnoe-*'dt= £ r +1)T f(0e 

Jo n = 0 JnT 

A1 cambiar la variable independiente de t ax, donde x = t — nT 
£[/(/)] = £ e-» T * \ T f{x)e-" dx 

n=0 J 0 


dt 


^ e~ nTs = 1 + e~ Ts + e~ 2T! + 

= 1 + e- Ts (l + e~ Ts 0 

= 1 + e~ Ts ( £ e -n7 ' J ) 

\ji = 0 / 


Observando que 
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obtenemos 


Se sigue que 

f f{t)e~ st dt 
£[/(')] = - ° r zi e =r i- 

Problema A-6-12. i,Cual es la transformada de Laplace de la funcion periodical 
mostrada en la Fig. 6-9? 



Fig. 6-9. Funcion periodica (onda 
cuadrada). 


Solucidn. Notese que 

rT rT/2 rT 

f(t)e~ sC dt = e~ s ' dt + (-l)e~ 31 

do do dr/2 


dt 


e ~st T/2 
— S 0 


|r/2 


e -nj2)Ts _ 2 e -Ts __ e -n/l)Ti 
---|--- 


En consecuencia, 


= -j^ e ~ Ts ~ 2e~ (1/1)T ’ + 1] 


[1 


(" f(t)e st dt 

m = J °! _ e - r . - 


>7Vj2 


(l/s)[l - g-n/zir.p 
1 - e~ T * 


1 _ e -n/2)T, i ^ Ts 

j[l + e-"'» T ’} _ j antl 4 


Problema A-6-13. Encuentrese la transformada inversa de Laplace de F\s), donde 

F(s) = sis 1 + 2s + 2) 

Solucidn. Puesto que 

s 2 + 2s + 2 - is + 1 +jl)(s + 1 -j\) 
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observamos que F(s) contiene un par de polos complejos conjugados, y por consi- 
guiente expandimos F{s) en la forma 


F(s) 


1 ___ I a 3 

2^ -(-2) s s 2 + 2 s + 2 


s(s 2 + is + l) s 

donde a x , a 2 y a 3 se determinan a partir de 

1 = a { (s 2 + 2s + 2) + ( a 2 s + a 3 )s 

A1 comparar los coeficientes de s 2 , s y 5° en los terminos de ambos lados de esta ulti¬ 
ma ecuacion, respectivamente, obtenemos 

a\ + a 2 = 0, 2a t + a 3 = 0, 2 a, = 1 


de la cual 


Por lo tanto, 


a i - 


1 


«2 


5 + 2 


t{S) 2 s 2 s 2 +2s + 2 


1 _1_ 

2 s 


1 


1 


a 3 


1 


1 


5 + 1 


2 (5 + l) 2 + l 2 
La transformada inversa de Laplace de F(s) da 


2 (s + l) 2 + l 2 


f(t) = y—^-e“'senr—cos r (/ > 0) 


Problem a A-6-14. Obtengase la transformada inversa de Laplace de 

5 (s + 2) 


Solution. 


donde 


Asl, 


F(s) = 


s 2 (s + l)(s + 3) 


F(s) = 


5(5 + 2) 

5 2 (5 + 1 )(s + 3) 


5(5 + 2) 
a ' ~ s 2 (s + 3) 

5(5 + 2) 


o 2 = 
b 2 = 
b\ = 


5 2 (5 + 1)! s =- 3 
5(5 + 2) 


5 2 5 

_5_ 

2 


_5_ 

18 


(5 + 1)(5 + 3) 


10 

3 


)L 


d r 5 (5 + 2) 

^5 L(j + l)(^ + 3)J^ 0 

5 (5 + 1)(5 + 3) - 5(5 + 2)(25 
(5 + l) 2 (5 + 3) 2 


F(s) 


10 J_ 

3 5 2 


5 4- 1 




02 


25 J_ 5_ 1 

9 5 2 5 +1 


4) 


+ 


25 

9 


1 


185 + 3 


La transformada inversa de Laplace de /-fa) es 

10, 25 . 5 

/(0= T /- T + T e 


18 


(/>0) 




Scanned and Edited By YORCH® 


Ejemplos de Problemas y Soluciones 357 


Problema A-6-15. Encuentrese la transformada inversa de Laplace de 

... . .v 4 : 2.v 3 1' 3s 2 • As 5 

HS) -->1. !)- 

Solution. Puesto que el polinomio del numerador es de mas alto grado que el poli- 
nomio del denominador, al dividir el numerador entre el denominador hasta que el 
residuo sea una fraccion, tenemos 

F(s) -,«+,+ 2 + + 2 + ^ 


Se sigue que 


2s + 5 
S + 1 s =0 

25 + 5 

S s = -l 


fX.) = ^+* + 2 + A__^ T 


La transformada inversa de Laplace de F(s) es 

/(/) - £-'[F(s)] = ^ S(t) + ^ 8(t) + 2 S(t) t 5 - 3e~‘ (t > 0-) 

Problema A-6-16. Obtengase la transformada inversa de Laplace de 


S { S Z + CD 2 ) 


Solution. 


5(5 2 + CO 2 ) co 2 


(t- 


s 

•2 -I- f , i 2 


= J_1 5 

( O 2 s CO 2 s 2 + CO 2 

Por lo tanto, la transformada inversa de Laplace se obtiene como 
fit) = ^(1 - cos cot) (t > 0) 


Problema A-6-17. Encuentrese el valor inicial de df(t)/dt cuando la transformada 
de Laplace de /(/) esta dada por 


F(s) - £[/(/)] 


2s + 1 
S 2 + 5 + 1 


Solution. Usando el teoreina del valor inicial 


lim f(t) = lim sF(s) — lim T — 2 

t -*o l s-*oo j—><» s “T “1 J 
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Puesto que la transformada £ + de df(t)/dt = g(0 esta dada por 


£ + te(0] = sF(s) -/(o-H 

s(2s + 1) _ 2 — ~~ s ~~ h. 

— s 2 + s + 1 s 2 + s + 1 

el valor inicial de df{t)/dt se obtiene como 

lim =g(0+) = limjf^s) — /(Of)] 

/-»o t- 


11m 


-s 2 — 2s 
+ s + 1 


Problkma A-6-18. Resuelvase la ecuacion diferencial 

x -f 2x = <5(0, A'(0—) — 0 


Solucion. Por la transformada de Laplace de esta ecuacion diferencial, 
[sX(s) - a(0— )] + 2X(s) = 1 

o bien 

(s f 2)*(s) = 1 

Entonces, resolviendo para X(s) resulta que 


- rh 

La transformada inversa de Laplace de A/s) da 

x(t) = £->[I(r)] = £" ] = e" 2r (t > 0) 

- 0 {t < 0) 


Asi, a(0 puede escribirse como 

a( 0 = e -2r l(0 

Para verificar este resultado, adviertase que 

x(t ) = — 2e~ 2 'l(0 -f e~ 2l d(t) 

Puesto que 6(0 = 0 para t =£ 0, tenemos 

e -2f <5(0 = <5(0 

Por lo tanto, 

a -f 2 a = —2e -2 'l(0 + <5(0 + 2e~ 2/ l(0 = <5(0 

y 

a(0 ) = 0 


Problf.ma A-6-19. <,Cual es la solucion de la siguiente ecuacion diferencial? 

2a f 7a + 3a — 0, a(0) --= 3, a(0) = 0 

Solucion. Tomando la transformada de Laplace de esta ecuacion diferencial, te¬ 
nemos 


2[.v 2 A(.v) - sv(0) - a(0)] + 7[jJT(j) - a(0)) 4 - 3X(s) - 0 
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A1 sustituir las condiciones iniciales dadas en esta ultima ecuacion, 
2[s 2 TO - 3 s] + l[sX(s) - 3] + 3 TO - 0 

o bien 

(2s 2 + Is f 3)TO = 6 j + 21 
Resolviendo para A( 5 ) se llega a 

6s + 21 65 + 21 


TO 


2s 2 + 7s + 3 (2s + l)(.s 4- 3) 


7.2 


0.6 


3.6 


0.6 


2s + 1 i r 3 s 4- 0.5 s + 3 

Finalmente, tomando la transformada inversa de Laplace de X(s), encontramos 
x(t) = 3.6 <?-°- 51 - 0.6e _3r (t > 0) 

Problema A-6-20. Obtengase la solucion de la ecuacion diferencial 
x 4 - ax = A sen cot, .v(0) = b 

Solucion. Transformando por Laplace ambos lados de esta ecuacion diferencial, 
obtenemos 

co 


[sX(s) - x(0)] 4- aX(s) = A 


s 2 4 co 1 


0 bien 


(s 4- tfJA'O) 


Aco 


S 2 + CO 2 


4- b 


A1 resolver para AXs), el resultado es 


TO .= 


Aco 


4- 


(s 4- a)(s 2 f- CO 2 ) s 4- a 
Aco ( 1 s 


a 2 4 - co 2 Vs 4 - a 


JL.) + _A_ 

co 2 / ' s a 


( b + 


Aco 


1 


Aa 


co 


Aco 


i 2 4 - CO 2 / s 4- a 1 a 2 4- CO 2 s 2 4 - co 2 a 2 4- CO 2 s 2 -\- co 2 
Y, por lo tanto, la transformada de Laplace de X(s ) da 


x(t) = £- 4 TO] 
Aco 


= \b 


a 2 f co 2 


Aa 


co 2 


sen cot 


Aco 


co¬ 


cos cot (t - 0 ) 


PROBLEMAS 

Problema B-6-L Derive la transformada de Laplace de la funcion 

fit) - 0 (t < 0 ) 

- te~ 2t it > 0 ) 
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Problkma B-6-2. Encuentre las transformadas de Laplace de las funciones mos- 
tradas. 


1 . /.(/)- 0 (/< 0 ) 

= 3 sen (5/ -j 45°) (/> 0) 

2. hit) = 0 (r < 0) 

— 0.03(1 — cos 2 1) it > 0) 


Probi.kma B-6-3. Obtenga la transformada de Laplace de la funcion definida por 

fit) — 0 (/ < 0) 

= t z e~ a! it > 0) 

Problkma B-6-4. Obtenga la transformada de Laplace de la funcion 

fit) = 0 (/ < 0) 

= cos 2(wr*cos 2>cot (/> 0) 

Problkma B-6-5. i,Cual es la transformada de Laplace de la funcion fit) mostrada 
en la Fig. 6-10? 


fit) 

b 


Fig. 6-10. Funcion/(0- 0 a a + b t 

Problkma B-6-6. i,Cual es la transformada de Laplace de la funcion fit) mostrada 
en la Fig. 6-11? Tambien, ^cual es el valor limite de£[/(r)] cuando a tiende a cero? 



Fig. 6 - 11 . FuncionJO)- 


f{t) 


JO 

0 2 


0 

2.5 
a 2 


a 

5 

L 


T 


a 


t 
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PROBLEMA B-6-7. Encuentre la transformada de Laplace de la funcion /(/) mostrada 
en la Fig. 6-12; tambien encuentre el valor limite de£[/’(7)] cuando a tiende a cero. 



Fig. 6-12. Funcion /(/). 


Problema B-6-8. Dada 


F(s) = 


5(s + 2) 


s(s + 1) 

obtenga /(oo). Use el teorema del valor final. 


Problema B-6-9. Dada 


F(s) - 


2 (s + 2) 


s(s + 1)(j + 3) 
obtenga 7(0+ ). Use el teorema del valor inicial. 


Problema B-6-I0. Muestre que si f{t)/t es transformable por Laplace, entonces 


£ 



F(s ) ds 


Problema B-6-11. Obtenga la transformada de Laplace de la funcion periodica 
mostrada en la Fig. 6-13. (En la figura, los puntos implican la repeticion del pulso.) 

f{t)i 


b 


• • 


0 T 2T ST 4T t 


Fig. 6-13. Funcion periodica. 
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Problema B-6-12. Obtenga la transformada de Laplace de la funcion periodica 
mostrada en la Fig. 6-14. (En la figura, los puntos implican la repetition del 
impulso.) 



Fig. 6-14. Funcion periodica. 

Problem A B-6-13. £,Cuales son las transformadas inversas de Laplace d^as fun- 
ciones mostradas? 


d^as 


1 . 

2 . 


F,(j) - 
Fi(s) = 


s + 5 

(s' + 1 )(s + 3) 
3(s + 4) 
s(s + l)Cs + 2) 


Probi.ema B-6-14. Encuentre las transformadas inversas de Laplace de las siguien- 


tes funciones. 

1 . 


Fds) 


6s -4- 3 
s 2 


2 . 


jr. f \ 5s [ 2 

Fl(s) ir; (s + l)(s + 2) 2 


Probi.ema B-6-15. Encuentre la transformada inversa de Laplace de 


F(s) = 


2s 2 + 4s + 5 

+ 1 ) 


Problema B-6-16. Obtenga la transformada inversa de Laplace de 

F(S) = s 2 (s 2 -}- CO 2 ) 


Problema B-6-17. Encuentre la solucion x(t) de la ecuacion diferencial 

x + 4.v = 0, y( 0) = 5, x(0) = 0 

Problema B-6-18. Obtenga la solucion *(/) de la ecuacion diferencial 
x -f colx = t, x(0) = 0, jc(0) = 0 

Problema B-6-19. Determine la solucion x(t) de la ecuacion diferencial 

2x + 2x + x = 1, „y(0) = 0, *(0) - 2 

Problema B-6-20. Obtenga la solucion jc(0 de la ecuacion diferencial 
x + x = sen 3/, x(0) = 0, *(0) = 0 
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anAlisis de sistemas 

LINEALES 


7-1 INTRODUCCION 

En la pr&ctica, la seflal de entrada a un sistema dinamico no se conoce 
por anticipado, sino que probablemente es de naturaleza aleatoria, y la 
entrada instantanea no puede expresarse anallticamente. S61o en casos espe- 
ciales es verdad lo contrario. 

Desde el punto de vista de diseflo, es conveniente tener una base para 
comparar el funcionamiento de los diferentes sistemas. Esta base puede es- 
tablecerse especificando seftales de prueba particulares y despues comparan- 
do las respuestas del sistema con estas sefiales de entrada. 

Muchos criterios de diseflo se basan en tales seftales o en la respuesta de 
los sistemas a los cambios en las condiciones iniciales (sin seftales de prueba 
alguna). El uso de las seftales de prueba puede justificarse por la correlacibn 
entre la forma en que un sistema particular responde a una seflal de entrada 
de prueba tipica y la aptitud de ese sistema para enfrentar sus seftales de 
entrada reales. 

Seftales de prueba tipicas. En el presente, las seftales de entrada de 
prueba de uso comun tienen las formas siguientes: funcibn escalbn, funcibn 
rampa, funcibn impulso y funcibn senoidal. A travfcs de estas seftales de 
prueba, las cuales son funciones del tiempo muy simples, puede hacerse f&- 
cilmente el an&lisis matem&tico y experimental de los sistemas. 


363 
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La senal tie entrada que se seleccione para analizar las caracteristicas 
dinamicas de un sistema puede determinarse por la forma de entrada que el 
sistema enfrente con la mayor frecuencia durante su operacion normal. Si se 
le somete a perturbaciones subitas, una funcion escalon del tiempo puede 
ser una buena senal de prueba; para un sistema sujeto a entradas de choque, 
puede ser mejor una funcion impulso. Una vez disenado un sistema sobre la 
base de las senales de prueba, su funcionamiento de respuesta a las entradas 
reales es generalmente satisfactorio. Ademas, el uso de tales senales de 
prueba nos capacita para comparar el funcionamiento de todos los sistemas 
sobre la misma base. 

Respuestas libre y forzada. Considerese un sistema definido por una 
ecuacion diferencial, por ejemplo, 

(n) 

x 1 a x x • • • -j-- a n _ x x a„x — p(t) (7-1) 

donde los coeficientes a lt a 2 > . . . , a n son constantes, x(t) es la variable de- 
pendiente, t es la variable independiente y p(t) es la funcion de entrada. 

La ecuacion diferencial (7-1) tierie una solucion completa jr(/) compues- 
ta por dos partes: la solucion homogenea jc f (/) y la solucion particular x p (t). 
La solucion homogenea x c (t) se encuentra igualando el lado derecho de la 
Ec. (7-1) a cero y resolviendo la ecuacibn diferencial homogenea asociada. 
La solucion particular x p {t) depende de la forma funcional de la funcion de 
entrada p(t). 

Si la solucion homogenea x f .(t) tiende a cero cuando t tiende a infinito 
de modo que 

lim x(t) = Hm x p (t) 

r >oo t->°° 

y si el lim,_ O0 Ar / ,(0 es una funcion del tiempo acotada, se dice que el sistema 
se encuentra en estado estable. 

Es una costumbre de los ingenieros llamar a la solucion homogenea x c {t) 
y a la solucion particular x p (t), las respuestas libre y forzada , respectivamen- 
te. Aunque el comportamiento natural de un sistema no da por si mismo 
una respuesta a alguna funcibn externa o de entrada, un estudio de esta for¬ 
ma de comportamiento revelar& caracteristicas que ser&n utiles para hacer 
una buena prediccibn de la respuesta forzada. 

Respuesta transitoria y respuesta permanente. Ambas respuestas, la 
libre y la forzada, de un sistema dinamico constan de dos partes: la respues¬ 
ta transitoria y la permanente. La respuesta transitoria se da durante el 
proceso generado al ir del estado inicial al estado final. Por respuesta per¬ 
manente entendemos la forma en la cual la salida del sistema se comporta 
cuando t tiende a infinito. La respuesta transitoria de un sistema din&mico a 
menudo manifiesta vibraciones amortiguadas antes de alcanzar el estado es¬ 
table. 
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Esquema del capitulo. Este capitulo trata principalmente del analisis 
de la respuesta transitoria y permanente de los sistemas. Los metodos de 
la transformada de Laplace se usan como una poderosa herramienta en el 
analisis. 

En la seccion 7-2 tratamos del analisis de la respuesta transitoria de los 
sistemas de primer orden sometidos a entradas de escalon y rampa. La sec- 
ci6n 7-3 comienza con el analisis de la respuesta transitoria de sistemas de 
segundo orden sometidos solamente a condiciones iniciales, seguido por la 
respuesta transitoria de tales sistemas a las entradas escalon e impulso. La 
seccion 7-4 define la funcion de transferencia y obtiene funciones de trans¬ 
ference de unos cuantos sistemas fisicos. La respuesta del sistema a entradas 
senoidales es el tema de la Sec. 7-5. Aqui se define la funcidn de transfe¬ 
rencia senoidal, asi como su uso en la respuesta senoidal de estado perma¬ 
nente (respuesta en frecuencia), segun se explica. La seccidn 7-6 trata de los 
problemas de aislamiento de vibracidn como una aplicacidn del an&lisis de 
la respuesta de estado permanente de los sistemas din&micos a las entradas 
senoidales. Finalmente, se examinan las computadoras analogicas para la 
solution de ecuaciones diferenciales y la simulation de sistemas fisicos, en 
la Sec. 7-7. 

7-2 ANALISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

EN SISTEMAS DE PRIMER ORDEN 

De cuando en cuando en los capitulos 2 al 5 analizamos la respuesta 
transitoria de varios sistemas de primer orden. En esencia, esta seccidn es 
una revisidn sistem&tica del an&lisis de la respuesta transitoria de los siste¬ 
mas de primer orden. 

A continuacidn consideramos un sistema termico (un sistema de termo- 
metro de mercurio de pared delgada de vidrio) como ejemplo de un sistema 
de primer orden. Despues de obtener un modelo matem&tico del sistema de 
termdmetro, encontraremos la respuesta del sistema a las entradas escaldn y 
rampa. Despues indicaremos c6mo los resultados matem&ticos obtenidos 
pueden aplicarse a sistemas fisicos o no fisicos que tengan el mismo modelo 
matem4tico, 

Elaboraci6n de un modelo matenritico de un sistema t6rmico-sistema 
de termdmetro. Considerese el termdmetro de mercurio de pared delgada de 
vidrio mostrado en la Fig. 7-1. Supdngase que el termdmetro estd a una 
temperatura uniforme 0 K (temperatura ambiente) y que en t = 0 se le su- 
merge en un baflo de temperatura 0 4- 9 b K, donde 6 b es la temperatura 
del baflo (la cual puede ser constante o cambiante) medida sobre la tempera¬ 
tura 0. Denotemos la temperatura instant&nea del termdmetro por 0 i 6 K 
de modo que 6 sea el cambio en la temperatura del term6metro que satisfaga 
la condicidn 6(0) = 0. 
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Termometro 


Bano 

Fig. 7-1. Sistema de termometro de 
mercurio de pared delgada de vidrio. 

Los sistemas termicos como el presente se pueden describir en terminos 
de la resistencia y la capacitancia. Sin embargo, a diferencia de los sistemas 
mec&nicos, electricos, hidraulicos y neumaticos, estos sistemas no tienen 
inertancia ni inercia. Caractericemos este sistema de termdmetro en t6rmi- 
nos de la resistencia termica R que se opone al flujo de calor y la c&pacitan- 
cia C que almacena calor. 

La resistencia R a la transferencia de calor por conduction o convec¬ 
tion es el cambio en la diferencia de temperatura (K) necesario para causar 
un cambio unitario en la razon de flujo de calor (J/s), esto es, 

„ . . „ cambio en la diferencia de temperatura K 

Resistencia R = —. ... , --— , . —;-;- — 

cambio en la raz6n de flujo de calor J/s 

La capacitancia termica C se define como el cambio en la cantidad de 
calor (J) necesario para hacer un cambio unitario en la temperatura (K) o 

cambio en la cantidad de calor J 

Capacitancia C =-—- - - — 

cambio en la temperatura K 

N6tese que la capacitancia termica C es el producto del calor especifico y la 
masa del material. El calor especifico de un material es la relacidn entre la can¬ 
tidad de calor requerida para elevar la temperatura de un kilogramo del ma¬ 
terial en un kelvin y la requerida para elevar la de un kilogramo de agua un 
grado kelvin. 

Se puede obtener un modelo matematico de este sistema termico conside- 
rando un balanace termino como sigue. El calor que entra al termometro du¬ 
rante dt segundos es q dt, donde q es la razon de flujo de calor hacia el term6- 
metro. Este calor se almacena en la capacitancia termica C del termometro, ele- 
vando de ese modo su temperatura en dd. Asi que la ecuacion de balance es 

CdO = q dt (7-2) 

Puesto que la resistencia termica R puede escribirse 

„ d(A9) A 9 

R ~ T = T 
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la razon de flujo de calor q puede darse, en terminos de la resistencia termi- 
ca R, como 

= (Q + e b ) - <e -i- e) = e b -e 

H R R 


donde 0 + 6 h es la temperatura del bafio y 0 -j- 0 es la temperatura del ter- 
mdmetro. En consecuencia, podemos reescribir la Ec. (7-2) como 


c de _ e b - e 

dt R 

o bien 

Rc d ^ + e = e b ( 7 - 3 ) 


Este es un modelo matem&tico del sistema de termometro. Este sistema es 
an&logo al sistema electrico mostrado en la Fig. 7-2, cuyo modelo matem^ti- 
co es 


RC it + e ° = 




R 

o-VA-1-° 



Fig. 7-2. Sistema electrico analogo al 
sistema mostrado en la Fig. 7-1. 


Al comparar los modelos matem&ticos de los sistemas termico y electrico, la 
analogia es evidente. Por lo tanto, los dos son sistemas an&logos. La tabla 
7-1 da las cantidades an&logas electrico-termicas. 


Tabla 7-1. Analogia el£ctrico-t£rmica 


Sistemas electricos 

Sistemas termicos 

Voltaje e 

V 

Temperatura 6 

K 

Corriente / 

A 

Razon de flujo de calor q 

J/s 

Carga q 

C 

Calor h 

J 

Resistencia R 

a 

Resistencia termica R 

K-s/J 

Capacitancia C 

F 

Capacitancia termica C 

J/K 


Respuesta escaldn de un sistema de primer orden. En el sistema del ter- 
mdmetro de mercurio de pared delgada de vidrio mostrado en la Fig. 7-1, 
supdngase que el termdmetro est& a la temperatura ambiente 0 K y que en 
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/ = 0 se le sumerge en un bano de agua de temperatura 0 I 6 h K. (0 h es la 
diferencia entre la temperatura del bano y la temperatura ambiente.) Defi- 
namos la temperatura instantanea del termometro como 0 | 0 K. Notese 
que 0 es el eambio en la temperatura del termometro que satisface la condi- 
cion 0(0) - 0. Deseamos encontrar la respuesta 0(0 cuando la temperatura 
del bano sea constante o 9 h sea constante. 

En el modelo matematico del presente sistema, Ec. (7-3), RC es la cons¬ 
tante de tiempo. Escribamos RC = T. Entonces, el modelo matematico se 
puede escribir como 

T^ + e -e b (7-4) 


La transformada de Laplace de la Ec. (7-4) se hace 

T[sQ(s) - 0(0)) 0(0 * e b (s) 

Observando que 0(0) = 0, esta ultima ecuacion se simplifica a 


° 0 ) ^ 0 ^ 5 ) 

Notese que para 6 h = constante, tenemos 

OXs) ^ 
s 

Por lo tanto, la Ec. (7-5) se hace 


00 ) 


_ 1 _ jh 

Ts 1 1 5 


2 

5 


0/T). 


(7-5) 


La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion da 

0(0 — (1 — e~ t/T )Q b (7-6) 

La curva de la respuesta 0(t) se muestra en la Fig. 7-3. La ecuacion (7-6) es- 
tablece que inicialmente la respuesta d(t) es cero y que luego se hace 6 b . (No 
hay error de estado permanente.) Una de las caracteristicas importantes de 
esa curva de respuesta exponencial es que en t = T el valor de 9(t) es 
O.6320 ft , o la respuesta 6(t) ha alcanzado el 63.2% de su eambio total. Este 
hecho puede verse f^cilmente al sustituir e~ l = 0.368 en la Ec. (7-6). 

Otra propiedad importante de la curva de respuesta exponencial es que 
la pendiente de la recta en t = 0 es 6 b /T, puesto que 


de 

dt r __ 0 


§± 

T 


0 * 

T 


La respuesta alcanzaria el valor final en / = T si mantuviera su velocidad 
inicial de respuesta. La pendiente de la curva de respuesta 0(0 decrece mo- 
ndtonamente de 6 b /T en t = 0 a cero en t — <x >. 

En relacidn con la Fig. 7-3, en una constante de tiempo la curva de res¬ 
puesta exponencial a ido de cero al 63.2% del eambio total. En dos constan- 
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tes de tiempo la respuesta alcanza 86.5% del cambio total. En t = 2>T, ATy 
5T la respuesta 0(0 alcanza 95, 98.2, y 99.3% del cambio total, respecti- 
vamente. Asi que, para t > AT, la respuesta permanece dentro del 2% del 
valor final. Como puede verse en la Ec. (7-6), el estado estable se alcanza 
matem&ticamente s61o despu6s de un tiempo infinito. Sin embargo, en la 
pr£ctica, una presuposicibn razonable del tiempo de respuesta es la longitud 
del tiempo que la curva de respuesta necesita para alcanzar la recta de 2% del 
valor final, o cuatro constantes de tiempo. 



0 b 


O' 

ro 

oS 

cr> 



Fig. 7-3. Curva de respuesta escalon de un sistema de primer orden. 

Respuesta a rampa de un sistema de primer orden. Considerese otra vez 
el sistema de termbmetro mostrado en la Fig. 7-1. Supbngase que durante 
t < 0, ambas temperaturas, la del bafto y la del termbmetro se encuentran 
en estado estable a la temperatura ambiente 0 Ky que, t > 0, se aftade calor 
al bafio y la temperatura de este cambia linealmente a raz6n de r K/s, esto es, 


= rt 


Obtengamos la respuesta rampa 0(0- 
Primero, nbtese que 

0 ,( 5 ) = £[0 b (t)] 


£[rt] 


Al sustituir esta ecuacidn en la Ec. (7-5), encontramos 


0(5) = 


1 


Ts 4- 1 5 : 


= r 


1 


+ 


* + (i/nJ 


La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacibn da 
Bit) = r(t - T 4 Te~' T ) para / > 0 


(7-7) 
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El error e(t) entre la temperatura del baflo real y la temperatura indicada por 
el termdmetro es 

e(t) — rt — 0(0 — rT{\ — e~ t!T ) 

Cuando t tiende a infinito, e~ ,/T tiende a cero. Asi pues, el error e{t) tiendea 
rT o 

c(co) = rT 

La entrada de rampa rt y la respuesta 6(t) se muestran en la Fig. 7-4. El error 
al seguir la entrada de rampa es igual a rT para una t suficientemente grande. 
Mientras menor sea la constante de tiempo T, menor es el error en estado es- 
table siguiendo la entrada de rampa. 

Comentarios. Puesto que el analisis matematico no depende de la 
estructura fisica del sistema, los resultados precedentes de las respuestas es- 
calon y rampa pueden aplicarse a cualesquiera sistemas que tengan este mo- 
delo matematico: 


T 


dx 0 

dt 


+ — X, 


(7-8) 


donde 

. T = constante de tiempo del sistema 
Xj = funcion de entrada o excitacion 
x 0 - funcion de salida o respuesta 


Fig. 7-4. Curva de respuesta rampa de 
un sistema de primer orden. 



En relacion con la Ec. (7-6), para una entrada escalon x,(t) = r * 1(0, cual- 
quier sistema descrito por la Ec. (7-8) ofrecera la siguiente respuesta. 

-Y o (0 - (1 - e~ ,/T )r 
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En forma similar, para una entrada de rampa x,(t) = rt • l(t), cualquier sis- 
tema descrito por la Ec. (7-8) ofrecera la siguiente respuesta. Consultese la 
Ec. (7-7). 

x a (t) = r(t - T - Te~ t/T ) 

Muchos sistemas fisicos tienen el modelo matematico de la Ec. (7-8) y la 
tabla 7-2 muestra varios de ellos. (Los sistemas son an&logos.) Todos los 
sistemas analogos ofreceran la misma respuesta a la misma funcion de 
entrada. 

7-3 ANALISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

DE SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN 

Para consagrarnos ahora el an&lisis de la respuesta transitoria de los 
sistemas de segundo orden, demos una mirada a algunos sistemas tipicos de 
segundo orden: sistemas masa-resorte-amortiguador y circuitos RLC. Aqui 
emplearemos tales sistemas como ejemplos. Los resultados que se obtengan 
pueden aplicarse a la respuesta de cualesquiera sistemas an&logos. 

En las siguientes paginas expondremos primero las vibraciones libres 
de sistemas mec&nicos y despues trataremos la respuesta escaldn de un siste- 
ma electrico y uno mec&nico, posteriormente describiremos la respuesta im- 
pulso de sistemas mec&nicos. 

Vibracidn libre sin amortiguamiento. Considerese el sistema masa- 
resorte mostrado en la Fig. 7-5. Obtendremos la respuesta del sistema cuan- 
do la masa se desplace hacia abajo una distancia x(0) = a y se le suelte con 
una velocidad inicial A(0) = b. 

El modelo matematico del sistema es 

mx + kx = 0, x(0) = a , x(0) = b 

donde el desplazamiento x se mide desde la posicion de equilibrio. 



t 


ng. 7 - 5 . Sistema masa-resorte. 
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m[s 2 X(s) - 5,y(0) - jc(0)] + kX(s) -- 0 
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la cual puede reescribirse como 

{ms 2 f k)X{s) = msa -f- mb 

Resolviendola para X(5) 


*(«) = 


sa + b 
s 2 ( k/m ) 


as 


*fkfm 


s 2 + UA/m) 2 .Jkjm s 2 {Jk/m ) 2 

La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion da 


x(t) 


a cos 


m 


t 


sen 


t 


m 


La respuesta x(t) consiste en una funcion seno y una coseno y depende de los 
valores de las condiciones iniciales ay b. Si, por ejemplo, la masa se suelta 
con velocidad cero de modo que b = 0, entonces el movimiento x{t) es una 

funcion coseno simple: _ 

x{t) = a cos J — t 

V m 


Vibrackm libre con amortiguamiento viscoso. El amortiguamiento esta 
siempre presente en los sistemas mecanicos reales, aunque en algunos casos 
puede ser despreciable por su pequenez. 

El sistema medinico de la Fig. 7-6 consiste en una masa, un resorte y un 
amortiguador. Si la masa se jala hacia abajo y se le suelta, vibrara libremen- 
te. La amplitud del movimiento resultante decrecera en cada ciclo a una ra- 
z6n que depende de la cantidad de amortiguamiento viscoso. (Puesto que la 
fuerza de amortiguamiento se opone al movimiento, hay una perdida conti- 
nua de energia en el sistema.) 

El modelo matematico de este sistema es 

mx + bx + kx — 0 (7-9) 

donde el desplazamiento x se mide desde la posicion de equilibrio. 



j Fig. 7-6. Sistema masa-resorte-amor- 
x tiguador. 


El caracter de la respuesta natural de un sistema de segundo orden como 
este se determina por las raices de la ecuacion caracteristica 


ms 2 + bs + k = 0 
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Las dos raices de la ecuacion son 

„ _ ~b ± *Jb 2 — 4mk 
2m 

Si el coeficiente de amortiguamiento b es tan pequefio que b 2 < 4 mk, 
las raices de la ecuacion caracteristica son complejas conjugadas. La res- 
puesta libre es una senoide que decrece exponencialmente, y se dice que el 
sistema esta subamortiguado. 

Si el coeficiente de amortiguamiento b se incrementa, se alcanzara un 
punto en el cu al b 2 = 4mA:. Cuando el amortiguamiento ha alcanzado este 
valor (b = lyjmk), las dos raices de la ecuacion caracteristica son iguales. 
Se dice que el sistema esta criticamente amortiguado. 

Si el coeficiente de amortiguamiento b se incrementa mas todavia de 
modo que b 2 > 4mA:, las dos raices se hacen reales. La respuesta es la suma 
de las dos exponenciales decrecientes y se dice que el sistema esta subamorti¬ 
guado. 

A1 resolver la Ec. (7-9) para la respuesta x(t), es conveniente definir 


a>„ = J — = frecuencia natural no amortiguada, rad/s 
V m 

^ „ , . , . valor de amortiguamiento real 

f = factor de amortiguamiento relativo = —:-;-;- : -—— 

valor de amortiguamiento cntico 


l^km 

y reescribiendo la Ec. (7-9) como sigue: 

x + 2£c o„x + co 2 x 


(7-10) 


En la siguiente exposition usaremos la Ec. (7-10) como ecuacidn del sis¬ 
tema y obtendremos la respuesta x(t) para tres casos: caso subamortiguado 
(0 < f < 1), sobreamortiguado ($* > 1), y criticamente amortiguado (f = 1). 
Caso 1. Caso subamortiguado (0 < f < 1) 

La transformada de Laplace de la Ec. (7-10) da 

[. s 2 X(s) - sx{ 0) - *(0)] + 2ti(D n [sX{s) - x(0)] + co*2f(.s) = 0 


Resolviendo para A"(s), tenemos 

w s ) = ( J + 2Ca>„):t(0) + x(0) 
s 2 + 2 £co n s -r CO 2 


(7-11) 


0 + COJn)^(Q) 

(s + Cco n ) 2 4 - (co„yT^C) 2 

, C^n^( Q ) + i(0) _ C^/T - C 2 _ 

co n yr^rj2 (s + CWn)2 + {COn jT=T 2 } 2 


o bien 
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La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion da 


x(t) — x(0)e cos ca„*/\ — C 2 1 

+ sen co,JTTFt 


o> n J 1 - C 2 

A continuation, definamos 


co d = co„Vl — C 2 = frecuencia natural amortiguada, rad/s 
Entonces, la respuesta x(t ) puede darse por 

x(0 = e~ Co>nt \x(0) cos co d t -f 


i==;<0) + l-i(0)]senc<> i f} (7-12) 


VI ~ V 

Si la velocidad inicial es cero o jt(0) = 0, la Ec. (7-12) se simplifica a 


x(t) = x(0)e CoJnt (cos co d t H-— £== = sen co d t) (7-13) 

v v i - C 2 ! 


o bien 


x(t) 


m 


Vi -C 2 

m 

VI -C 2 


? f£o ”'sen (co d t + tan -1 VX— 


<0int cos ^ 


co d t — tan 


L=) 

- nJ 


Vi -C 


(7-14) 


Adviertase que, en el caso presente, el amortiguamiento introduce el 
ttimino e-^‘ como factor de multiplicacidn. Este factor es una exponencial 
decreciente, y se hace cada vez m&s pequefia a medida que el tiempo se 
incrementa, causando asi que la amplitud del movimiento armonico decrez- 
ca con el tiempo. 


Caso 2. Caso sobreamortiguado (f > 1) 

Aqui las dos raices de la ecuacidn caracteristica son reales, y por lo tan- 
to, la Ec. (7-11) puede escribirse 

= _ (s + 2Cco„)x(0) + VO) _ 

(s + Cco n + < 0a J?=\'%s + - co„VC 2 - 0 

=_ « _ — + - b -— — 

s + CcO n + G>„VC 2 — 1 5 + Coin — Ct)«VC 2 — 1 

donde a y b se obtiene como 

„ = (-C + VC^TMO) _ m 

2u>J? -1 

, (C + vt^WO) , *g> 

+ 2(»VC 2 - 1 
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La transformada inversa de Laplace de AXs) da la respuesta x(0- 

1 — QQ~ (Ccihi + COnv'C* — 1 ) r ({a>n-Q>»i'^C a — 1 )f 

x(0) 


X-C + vC 2 - WO) _ 

2 /V /F =_ l 2o>„VC 2 - 1 


+ 


XC + VC 2 - WO) 


2VC 2 


1 


+ 


x(O) 


2aW'C 2 - 1 


g-fCon + COn^^Tjf 
£ — (fcOn-G>n v/ C S — 1 )f 


Obs6rvese que ambos tbrminos en el segundo miembro de esta ultima 
ecuacibn decrecen exponencialmente. El movimiento de la masa en este caso 
es un regreso lento y gradual a la posicibn de equilibrio. 


Caso 3. Caso criticamente amortiguado (f = 1) 

En realidad, todos los sistemas tienen un factor de amortiguamiento re- 
lativo mayor o menor que la unidad y f = 1 raramente ocurre en la pr&cti- 
ca. No obstante, tomar el caso f = 1 como referencia tiene utilidad mate- 
matica. (La respuesta no ofrece ninguna vibracibn, pero es la mas r&pida 
entre los movimientos no vibratarios.) 

En el caso del amortiguamiento critico, el factor de amortiguamiento re- 
lativo f es igual a la unidad. Por lo tanto, las dos raices de la ecuacibn carac- 
teristica son la misma, igual que la frecuencia natural w„. La ecuacibn (7-11) 
puede, por lo tanto, escribirse 

= 0 + 2co n )x(0) + x(0) 
w s 2 + 2co„s + CD 2 

_ (5 + ca„)x(0) -f ca„x(0) + x(0) 

(s + co n ) 2 

_ x(0) cu n x(0 ) jc( 0) 

s + COn C? + CO„) 2 

La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacibn da 

x(t) = x(0)e _COB ' + [cu„x(0) + x(0)]re _a>nr 

La respuesta *(0 es similar a la encontrada para el caso sobreamorti- 
guado. La masa, cuando se desplaza y se le suelta, regresara a la posicibn de 
equilibrio sin vibracibn. 

La figura 7-7 muestra la respuesta x(t ) para los tres casos (subamorti- 
guado, criticamente amortiguado y sobreamortiguado) con las condiciones 
iniciales x(t) * 0 y Jt(0) = 0. 


Determinacibn experimental del factor de amortiguamiento relativo. 

Algunas veces es necesario determinar los factores de amortiguamiento rela¬ 
tivo y las frecuencias naturales amortiguadas de registradores y otros instru- 
mentos. Con el objeto de averiguar el factor de amortiguamiento relativo y 
la frecuencia natural amortiguada de un sistema experimentalmente, se ne- 
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Fig. 7-7. Curvas de respuesta tipi- 
cas del sistema masa-resorte-amor- 
tiguador. 



cesita un registro de las oscilaciones decrecientes o amortiguadas como se 
muestra en la Fig. 7-8. (Tal oscilacion se puede registrar dando al sistema 
unas condiciones iniciales cualesquiera.) 


Fig. 7-8. Oscilacion decreciente. 

El periodo de oscilacion T puede medirse directamente entre puntos 
donde se cruza el eje cero como se muestra en la figura. 

Para determinar el factor de amortiguamiento relativo f de la razon de 
dec^ecimiento de las oscilaciones, medimos las amplitudes, esto es, en el 
tiempo t = t x medimos la amplitude yen el tiempo t + (n + \)T medimos 
la amplitud x n . N6tese que es necesario encontrar una n lo suficientemente 
grande para que x n /x\ no est6 cercana a la unidad. Puesto que el decreci- 
miento en la amplitud de un ciclo al siguiente puede representarse como la 
relacidn de los factores de multiplication exponenciales en los instantes t\ y 
t\ + T, en relacion con la Ec. (7-12), obtenemos 



,-£a> n ft 


,-{Wri + n 


- otcOnT 


-C a>nT 


Similarmente, 


x± = _ 

x„ e~ 


CoM(n-l)r 


,(n-l )Cco„T 


El logaritmo de la relacion de las amplitudes sucesivas se llama decremento 
logaritmico. Asi, 

X 1 ( X \ r-rt 

Decremento logaritmico = In - 1 =- r(ln—= £ \(o„T 

Xi n i \ x n / 


^ - C 2 
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Una vez medidas las amplitudes X\ y x n y calculado el decremento 
logaritmico, el factor de amortiguamiento relativo f se encuentra a partir de 

n~l\ xj VI -C 2 

o bien 



Ejemplo 7-1. En el sistema mostrado en la Fig. 7-6 los valores numericc* dtm, by k 
se dan como m - 1 kg, b - 2 N-s/m y k = 100 N/m. La mas* sc desplaza 0.05 m y 
se le suelta sin velocidad inicial. Enguentrese la frecuencia observada en la vibracidn. 
Ademas, encuentrese la amplitud cuatro ciclos despues. 

La ecuacion de movimiento del sistema es 

mx + bx + kx = 0 

Sustituyendo los valores numericos de m, b y k en esta ecuacion, da 

x -f- 2.x -f- lOOx = 0 

donde las condiciones iniciales son x(0) = 0.05 y Jir(0) = 0. De esta ultima ecuacion 
la frecuencia natural no amortiguada y el factor de amortiguamiento relalivo f re¬ 
sultan 

c o n = 10, C = 0.1 

La frecuencia observada realmente en la vibracion es la frecuencia natural amorti¬ 
guada Ci^. 

CO d = 1 — C 2 = 10\/1 — 0.01 = 9.95 rad/s 

En el presente andlisis, Jc(0) se da como cero. Asi qu«, en relacion con la Ec. 
(7-13), la solucion jc( 0 puede escribirse 

_v(r) = -*(0)e -Cc<> " f ^cos (o d t + -^=L===sen 

Se sigue que t = nT, donde T = 2t/^, 

x{nT) = x(0)e~ c<o,,nT 

En consecuencia, la amplitud cuatro ciclos despues se hace 
a(47') = x(0)e-^* T = Ar(0)e _(01)<10)(4><0 - 63) 

- 0.05e~ 2 52 = 0.05 x 0.0804 = 0.00402 m 



Estimation del tiempo de respuesta. La masa del sistema mec&nico 
mostrado en la Fig. 7-6 se desplaza jt(0) y se le suelta sin velocidad inicial. 
La respuesta la da la Ec. (7-14), reescrita asi: 

*(/) = — g ~c^f cos V _ tan -1 —JL - \ 

Vi - C 2 v ~ C 2 ' 
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Una curva de respuesta tipica se muestra en la Fig. 7-9. Notese que tal curva de 
respuesta es tangente a las exponenciales envolventes ±[*(0)A>/1 - C 2 K Ct0 * f . 
La constante de tiempo T de estas curvas exponenciales es l/(fa>J. 



Fig. 7-f . Curva de respuesta tipica del sistema mostrado en la Fig. 7-6 
y sus envolventes exponenciales. 

El hecho de que la curva de respuesta x(0 sea tangente a las curvas ex¬ 
ponenciales nos capacita para estimar el tiempo de respuesta del sistema de 
segundo orden tal como se muestra en la Fig. 7-6, en t6rminos del tiempo 
de asentamicnto t s definido por 



El tiempo de asentamiento t s puede considerarse como un tiempo de respues¬ 
ta aproximado del sistema, puesto que para t > t 5 la curva de respuesta per- 
manece dentro del 2% del valor final o 2% del cambio total. 

Comentario. El analisis precedente, tanto como los resultados obteni- 
dos, pueden aplicarse a cualesquiera sistemas an&logos que tengan modelos 
matematicos de la forma dada en la Ec. (7-10). 

Respuesta escal6n de sistemas de segundo orden. Consideremos a conti- 
nuacion la respuesta escalon de un sistema electrico y un sistema mecanico. 

El sistema electrico mostrado en la Fig. 7-10 es un sistema tipico de se¬ 
gundo orden. Supongase que el capacitor C tiene una carga inicial q 0 y que 



Scanned and Edited By YORCH® 


380 AnAlisis de Sistemas Lineales 


Cap. 7 



Fig. 7-10. Sistema electrico. 


el interruptor S se cierra en t = 0. El cierre d interruptor S y la aplicacibn de 
un voltaje E al circuito corresponden a la aplicaci6n de una entrada escaldn 
al sistema. 

Un modelo matematico del circuito es 

L T< + Ri + h\ id, = E 

o en terminos de la carga q, donde i = dq/dt, 

Lq + Rq -j- -^q = E 


donde las condiciones iniciales son q( 0) = q 0 y tf(0) = 0. Esta ultima ecuacion 
puede entonces reescribirse como 


Por definition 


q + -j-^q + 



(7-15) 


CO„ 

c 


VA 

RjC 

2 JT 


= frecuencia natural no amortiguada, rad/s 
= factor de amortiguamiento relativo 


La Ec. (7-15) puede escribirse 


Ahora definase 


q + 2£a) n q + co 2 n q - — 


1 E 

q — —2 -y- = q — CE = x 
cot L v 


(7-16) 

(7-17) 


La ecuacion (7-16) puede entonces escribirse en terminos de la nueva variable x 

x -1- 2£co n x -f cotx — 0 (7-18) 

con las condiciones iniciales x(Q) - q 0 — CE y *(0) — 0. Puesto que la Ec. 
(7-18) es exactamente la misma que la Ec. (7-10), los resultados obtenidos en 
el an&lisis de las vibraciones libres del sistema masa-resorte-amortiguador se 
aplican a este caso. Por ejemplo, para el caso subamortiguado (0 < f < 1), 
la solucibn de la Ec. (7-18) est& dada por la Ec. (7-12), reescrita asl: 

x(t) = e~ Zo>nt jx(0) cos <o d t -f [-^L=x(0) -f ^-x(0)Jsen 
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A1 sustituir = yJ\/(LC), f = Ry/C/(2y/L), o} d = co„Vl - 2 >*(0) = Qo ~ 
CE, y x(0) = 0 en esta ultima ecuacion y observando que q(t) = x(t) + CE 
[Ec. (7-17)], tenemos la siguiente solucion. 


q(t) = x(t ) + CE 

= CE 1 1 + e ~ W2L)t 


'(Jh_ 

\CE 


0 C0s V LC 


R 2 
4L 2 


(qjCE) — 1 
V[4 Lj(R 2 C)) - 1 



R 2 
4 L 2 


t 


Para los casos criticamente amortiguado y sobreamortiguado, la respuesta 
q{t) se puede obtener similarmente. 

Es importante notar que la respuesta escalbn es b&sicamente la misma 
que la respuesta a la condicibn s61o inicial. La diferencia entre estas dos res- 
puestas estriba en el termino constante de la solucion. 

Debe tambien notarse que, por lo regular, la misma solucion puede 
encontrarse tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la Ec. 
(7-16) y resolviendo para <2(s), donde Q(s) = <£[?(/)], y tomando su trans¬ 
formada in versa de Laplace en lugar de cambiar la variable de q(t) a x(t). 
Cuando estdn dados los valores numericos de f y o) n y las condiciones ini- 
ciales son cero, este ultimo enfoque puede ser m&s simple que el recien pre- 
sentado. Vease el ejemplo 7-2. 


Ejemplo 7-2. Consideremos la respuesta escalbn de un sistema medinico (Fig. 7-11) 
en el cual una barra A A' rigida, sin masa, esta suspendida del techo a traves de un 
resorte y un amortiguador. Supongase que en t = 0, un hombre de 193 Ity de peso 
salta y se prende de la barra A A '. Despreciando la masa del dispositivo resorte-amor- 
tiguador, ^cual es el subsecuente movimiento x(t) de la barra A A ’ 1 Supongase que el 
coeficiente de friccibn viscosa b es 2 lty-s/in y que la constante del resorte k es 20 lty/in. 


A 


Y///// //////Z 


A' 





t > 0 


Fig. 7-11. Sistema mecanico. 
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La entrada al sistema es una fuerza constante mg, donde m es la masa del 
hombre. Esta actua como una entrada escalon al sistema. Las condiciones iniciales 
son x(0) = 0 y L(0) = 0. En t = 0 + el hombre esta bien asido de la barra y empieza 
a moverse hacia arriba y hacia abajo. El modelo matematico o ecuacion de movi- 
miento es 

mx + bx + kx — mg 

donde 

m = 193 lb =6 slugs 
b - 2 lby-s/in. = 24 lb,-s/ft 
k - 20 lby/in. = 240 lb,/ft 

Al sustituir los valores numericos en la ecuacion de movimiento, encontramos 

6x + 24x + 240a: = 193 

o bien 

x + 4x 4 40x = 32.2 

Entonces, si tomamos la transformada de Laplace de esta ultima ecuacion y susti- 
tuimos las condiciones iniciales x(0) = 0 y Jt(0) = 0, el resultado es 

s- 2 X(s) + 4-yATs) + 40^(5) = 

Resolviendo para X(s), 

™ = ( — + 4 2 , + «), 

32,2 (l _ s + 4 \ 

40 \ s s 2 + 45 + 40/ 

1 5+2 . 1 6 1 

5 (5 + 2) 2 + 6 2 3 (5 + 2) 2 + 6 2 J 

La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion da 
x(t) — 0.805(1 — e~ 2t cos 6( - ^e~ 2, sen 6r) ft 
Esta solucion describe un movimiento arriba y abajo de la barra A A' y el hombre. 

Si cambiamos los valores numericos de m, b, k dados en unidades BES al siste¬ 
ma de unidades SI, tenemos 

m - - 6 slugs = 6 x 14.594 -- 87.56 kg 
6-2 lb/-s/in. = 2 x 4.4482 x 12/0.3048 = 350.3 N-s/m 
A = 20 Iby/in. = 20 x 4.4482 x 12/0.3048 = 3503 N/m 
For tanto, la ecuacion de movimiento del sistema se hace 

87.563: + 350.3L 4 3503a: = 87.56 x 9.81 
la cual puede simplificarse a 

x f 4x + 40a: = 9.81 
La solucion de esta ecuacion diferencial es 

x(t) = 0.245(1 — e~ 2t cos 6 1 — ^e -2 'sen 6t) m 


= 0.805 
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Respuesta impulso. Volvamos otra vez a la respuesta impulso de los 
sistemas mec&nicos. Tal respuesta puede observarse cuando un sistema me- 
c&nico se somete a una fuerza muy grande durante un tiempo muy corto 
(por ejemplo, cuando la masa de un sistema masa-resorte-amortiguador re- 
cibe un golpe de martillo o un proyectil). Matembticamente, tal entrada im¬ 
pulso puede expcesarse mediante una funcibn impulso. 

La funcibn impulso unitario definida en la section 6-4 es una funcibn 
matematica y, en realidad, no existe. Sin embargo, como se muestra en la 
Fig. 7-12(a), si la entrada real tiene una corta duracibn (At segundos) pero es 
de gran amplitud (h), de modo que el area (h At) en una grafica de tiempo no 
sea depreciable, puede ser aproximada mediante una funcibn impulso. La en¬ 
trada de impulso %c denota usualmente mediante una flecha vertical, como se 
muastra en la Fig. 7-12(b), para indicar que tiene una duracibn muy corta y una 
altura muy grand*. 


Area no Icgibts 



Flf. 7-12. Entrad*s impulso. 

Debe notarse que en el manejo de funciones impulso, solo la magnitud 
o Area de la funcibn impulso es importante; su forma real carece de impor¬ 
tance. En otras palabras, un impulso de amplitud 2 h y duracibn At/2 puede 
considerarse el mismo impulso que uno de amplitud h y duracibn At en tan- 
to que At tienda a cero y h At sea finita. 

Antes de exponer la respuesta impulso de sistemas mec^nicos, vale la 
pena repasar la ley de conservacion de la cantidad de movimiento, expuesta 
normalmente en los cursos de fisica universitarios. 

Ley de coMervacibn de cantidad de movimiento. La cantidad de movi- 
miento de una masa m moviendose a una velocidad v es mv. De acuerdo con 
la segunda ley de Newton. 

„ dv d , \ 

dt dt K 
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De donde 

F dt = d(mv) (7-19) 

Integrando ambos lados de la Ec. (7-19), tenemos 

r‘s rvi 

F dt = d(mv) = mv z — mv x 

Jfl Jv I 

donde v x = KO y v 2 = v(t 2 ). Esta ultima ecuacibn establece que el cambio 
en la cantidad de movimiento es igual a la integral de la fuerza entre jf = 4y 
t = ti- 

La cantidad de movimiento es una cantidad vectorial. Tiene magnitud, 
direccibn y sentido. La direccibn de cambio en la cantidad de movimiento es 
la direccion de la fuerza. 

En ausencia de cualquier fuerza externa la Ec. (7-18) se hace 

d(mv) = 0 

o bien 

mv = constante 

Asi que la cantidad de movimiento total de un sistema permanece sin cam¬ 
bio y por cualquier action que pueda tener lugar dentro del sistema, supo- 
niendo que ninguna fuerza externa actua sobre el sistema. A esto se le llama 
la ley de conservation de la cantidad de movimiento. 

La cantidad de movimiento angular de un sistema rotatorio es don¬ 
de J es el momento de inercia de un cuerpo y w es su velocidad angular. En 
ausencia de algun par externo, la cantidad de movimiento angular Ju> de un 
cuerpo permanece sin cambio. Esta es la ley de conservacidn de la cantidad 
de movimiento angular. Asi que en la ausencia de un par externo, si el mo¬ 
mento de inercia de un cuerpo cambia a causa de un cambio en la configura- 
ci6n del cuerpo, como se muestra en la Fig. 7-13, la velocidad angular cam¬ 
bia de modo que se mantenga /a> = constante. 




'• Pequeno 
cui '■ Grande 


Fig. 7-13. Figuras que ilus- 
tran la ley de conservacion de 
la cantidad de movimiento 
angular. 


J/\ — l/j ClI 2 


Jl : Grande 
cug "• Pequefio 
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Ejemplo 7-3. Un proyectil se dispara horizontalmente contra un bloque de madera 
colocado sobre una superficie horizontal, sin friction. Si la masa Wi del proyectil es 
de 0.02 kg y la velocidad es de 600 m/s, i,cual es la velocidad del bloque de madera 
despues que el proyectil se incrusta en el? Supongase que el bloque de madera tiene 
una masa m 2 de 50 kg. 

Si consideramos que el proyectil y el bloque de madera constituyen un sistema, 
no hay fuerza externa actuando sobre el sistema. En consecuencia, su momento total 
permanece sin cambio. 

Cantidad de movimiento antes del impacto = m 2 + m 2 U 2 

donde la velocidad del proyectil, es igual a 600 m/s, y v 2 , la velocidad del bloque 
de madera antes del impacto es igual a cero. 


Cantidad de movimiento despues del impacto = (Wj + m 2 )v 


donde v es la velocidad del bloque de madera despuds que el proyectil se ha incrusta- 
do. (Las velocidades y u tienen la misma direccion.) 

La ley de conservation de la cantidad de movimiento establece que 

mivi + m 2 v 2 = (mi m 2 )v 

A1 sustituir los valores numdricos dados en esta ultima ecuacidn, tenemos 


o bien 


0.02 x 600 + 50 x 0 = (0.02 f 50) u 
v — 0.24 m/s 


Asi que el bloque de madera despues que el proyectil se ha incrustado se movera a la 
velocidad de 0.24 m/s en la misma direccion de la velocidad original de proyectil uj. 


Respuesta impulso de un sistema mec&nico. Supongase que en el siste¬ 
ma mecctnico mostrado en la Fig. 7-14, un proyectil de masa m se dispara 
contra la masa M (donde M > m). Se supone que cuando el proyectil pega 
en la masa M, se incrustar& en ella. Determinese la respuesta (desplaza- 
miento x) de la masa M despues de ser golpeada por el proyectil. 






Fig. 7-14. Sistema mecanico sometido a una entrada impulso. 
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La entrada al sistema en este caso puede considerarse un impulso, cuya 
magnitud es igual a la razon de cambio de la cantidad de movimiento del 
proyectil. 

Supdngase que el proyectil se dispara en el t = 0 — y que la velocidad 
inicial del proyectil es v(0—). En el instante que el proyectil golpea la masa 
M, la velocidad del proyectil se hace igual que la de la masa M, puesto que 
se ha supuesto que el proyectil se incrusta en la masa M. 

En raz6n de que supusimos M^> m, la velocidad v(t) despu6s que el pro¬ 
yectil golpea a la masa M serd pequefia comparada con v(0). Como resultado, 
hay un cambio subito en la velocidad del proyectil, como lo muestra la Fig. 
7-15(a). Puesto que el cambio en la velocidad del proyectil ocurre instant&- 
neamente, v tiene la forma de un impulso como se muestra en la Fig. 
7-15(b). N6tese que v es negativa. En t > 0, la masa My el proyectil m se 
mueven como una masa combinada M + m. 



A t 

t 


Fig. 7-15. (a) Cambio en la 
velociaad del proyectil cuan- 
do golpea a la masa; (b) cam¬ 
bio en aceleracion del proyec¬ 
til cuando golpea a la masa. 

La ecuacidn de movimiento del sistema es 

Mx + bx + kx = F(t ) (7-20) 

donde F(t), una fuerza de impulso, es igual a — mv. N6tese que — mv es po- 
sitiva. La fuerza de impulso F(t) est& en la direccidn positiva de x. En rela- 
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cion con la Fig. 7-15(b), la fuerza de impulso F(t ) puede escribirse 

F(t) = A At S(t) 

donde A At es la magnitud de la entrada impulso. Asi, 

F(t) = A At 5(t) = —mv 

de la cual 

p 0 + /*0 + 

A At 8{t) dt = — m v dt 

Jo- Jo- 


o bien 


A At = mi >(0—) — mv( Of) (7-21) 

El momento del proyectil se cambia de mv( 0 —) a mv(0 + ). Puesto que 
v(0+) = i(0-f) = velocidad inicial de la masa M 


La Ec. (7-21) se puede escribir 

A At — mv(0—) — mi(O-f-) 

Entonces, la Ec. (7-20) se hace 

Mx + bx -f kx = F(t ) = [mv( 0—) — mi(0 + )] S(t ) 


A1 tomar la transformada £_ de ambos lados de esta ultima ecuacion, ve- 
mos que 


M[s 2 X(s) - .vjc(O-) - jc(0— )] + b[sX(s) - *(0-)] -f kX(s) 

= mv( 0 —) — mi (Of) 


Tambien, observando que x(0—) = 0yJt(0—) = 0, tenemos 

(Ms 1 -f- bs k)X(s) # mv(0 —) — mx( 0 {-) 

obien 

Y (~\ _ mv(0—) — mx( 0 +) 

K * Ms 2 + bs + k 


(7-22) 


Con el objeto de determinar el valor de i(0 +), podemos aplicar el teo- 
rema del valor inicial 

i(0+) — lim x(t) — lim jfcAXs)] 

f-*0 S 

jj s 2 [mv( 0—) — mi(0+)l 

i .oo Ms 2 -\- bs k 

_ mv( 0—) — mx (04 ) 

“ M 


de la cual 
o bien 


Afi(0+) = mv( 0—) — mi(0+) 


MQ+) = 


m 

M — m 


< 0 —) 
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Se sigue que 

mv( 0—) — mx( 0+) ~ -v(0—) 


Y por lo tanto, la Ec. (7-22) se hace 

FM = mv(0—) M 
v ' M + m Ms 2 + bs + k 


(7-23) 


La transformada inversa de Laplace de la Ec. (7-23) da la respuesta impulso 
x{t), o sea, 


x(t) = £“> [*($)] 


mv(0 —) p -i[~_1_ 

M + m Ls 2 + (blM)s + ( kjM)_ 


La respuesta jc( 0 revelara vibraciones amortiguadas si el sistema esta sub- 
amortiguado. De otro modo alcanzara un desplazamiento maximo y luego 
regresara lenta y gradualmente a la posicion de equilibrio (x = 0) sin vibra¬ 
tion. 

Como ilustracion, supongamos los siguientes valores numericos deM, 
m, b, k, y u(0—) y determinemos la respuesta x{t). 

M — 50 kg 
m = 0.01 kg 
b — 100 N-s/m 
k = 2500 N/m 
v(0 —) = 800 m/s 

Sustituyendo los valores numericos dados en la Ec. (7-23) se llega a 

y( v _ 0.01 x 800 50 

W ~ 50 -r 0.01 50^ 2 + IOOj + 2500 
8 1 
‘ 50.01 j 2 + 2s -f 50 

8 7 

~ 50.01 X7(s + l) 2 + 7 2 

A1 tomar la transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion, obte- 
nemos 

.x(/) = 0.0229e 'sen7/ m 

La respuesta x(/) es asi, una senoide amortiguada como se muestra en la Fig. 
7-16. 


Comentarios. En el ejemplo 7-3 consideramos al bloque de madera y 
al proyectil como constitutivos de un sistema. Sin embargo, si tomamos al 
bloque de madera solo como un sistema y al proyectil como la fuerza exter¬ 
na, entonces podemos proceder como en el an&lisis precedente exactamente 
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Fig. 7-16. Curva de respuesta al 
impuiso del sistema mostrado en la 
Fig. 7-14 con M — 50 kg, m - 
0.01 kg, b = 100 N-s/m, k = 2500 
N/m y v(0 —) = 800 m/s. 


y obtener la Ec. (7-23). Para verificar el resultado, sustituyamos m = m x = 
0.02 kg, M = m 2 = 50 kg, b = 0, k = 0 y u(0 —) = = 600 m/s en la Ec. 

(7-23). 


o bien 


X(s) 


m x v j 1 
w, m 2 s 2 


sX(s) = V(s) - ■ m ' Vl 


m x -i m 2 s 

La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion da 
m x v j 0.02 x 600 


v 


, 0.24 m/s 


m x -|- m 2 0.02 50 

la cual es la misma que el resultado obtenido en el ejemplo 7-3. 


7-4 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA 

En la teoria de los sistemas las funciones llamadas “funciones de trans- 
ferencia” se usan frecuentemente para caracterizar las relaciones de entrada 
y salida de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, invariantes en el 
tiempo. Empezaremos por definir una funcion de transferencia y seguir con 
la obtencion de las funciones de transferencia de sistemas fisicos. Luego se 
expondr&n sistemas analogos basados en estas funciones. 

Funciones de transferencia. La funcion de transferencia de un sistema 
de ecuaciones diferenciales lineales, invariantes en el tiempo, se define como 
la relacion de la transferencia de Laplace de la salida (funcion de respuesta) 
y la transformada de Laplace de la entrada (funcion impulsora) bajo la su- 
posicidn que todas las condiciones iniciales sean cero. 

Considerese el sistema lineal definido por la ecuacion diferencial 

M (n — 1 > 

a 0 x 4 a x x f • • • + a„- X x - \ a n x 

( m) (m - 1) 

- b 0 p -j- b.p -\- ■ ■ ■ -j- h„. ,n ! b„.p (n • m) 
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do-nde A' es la salida del sistema y p es la entrada. La funcion de transferen- 
cia de este sistema se obtiene tomando la transformada de Laplace de am- 
bos lados de esta ultima ecuacion, bajo la suposicion de que todas las condi- 
ciones iniciales son cero, o sea, 


Funcion de transferencia = G(s ) = - ^ 

£ [entrada] 


condicioncs iniciales cero 


X ( s) ^ b 0 s m -1- b^s m 1 -|- • • • 1- b m -\S -I- b„, 
P(s) ~ a 0 s n \- ayS""' -I ••• 1 a„. v v-) a n 


A1 usar el concepto de funcion de transferencia, es posible representar 
la dinamica de los sistemas mediante ecuaciones algebraicas en s. Si la po- 
tencia mas alta de 5 en el denominador de la funcion de transferencia es 
igual a n, el sistema se llama sistema de orden n-esimo. 


Comentarios sobre la funcion de transferencia. La aplicabilidad del 
concepto de la funcion de transferencia se limita a sistemas de ecuaciones 
diferenciales lineales invariantes en el tiempo. El enfoque de funcion de 
transferencia, sin embargo, se usa extensamente en el analisis y el disefio de ta¬ 
les sistemas. En lo que sigue, enlistaremos un comentario importante con- 
cerniente a la funcion de transferencia. (Notese que en la lista, el sistema 
tratado es uno descrito por una ecuacion diferencial lineal invariante en el 
tiempo.) 

1. La funcion de transferencia de un sistema es un modelo matematico 
que implica un metodo operacional de expresar la ecuacion diferencial que 
relaciona la variable de salida con la variable de entrada. 

2. La funcion de transferencia es una propiedad del sistema en si mis- 
mo, independiente de la magnitud y naturaleza de la funcion de entrada o 
excitacion. 

3. La funcion de transferencia incluye las unidades necesarias para rela- 
cionar la entrada con Ja salida; sin embargo, no proporqiona informacion al- 
guna concerniente a la estructura fisica del sistema. r isnciones de transfe¬ 
rencia de muchos sistemas fisicamente diferentes pueden ser . ■c-nticas.) 

4. Si la funcion de transferencia de un sistema se conoce, puede estu- 
diarse la salida o respuesta para varias formas de entrada teniendo presente 
la comprension de la naturaleza del sistema. 

5. Si no se conoce la funcion de transferencia de un sistema, esta puede 
estahlecerse experimentalmente introduciendo entradas conocidas y estu- 
diando la salida del sistema. Una vez establecida, una funcion de transfe¬ 
rencia da una descripcion completa de las caracteristicas dinamicas del siste¬ 
ma, sin recurrir a su descripcion fisica. 
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Sistema mecanico. Considerese el sistema masa-resorte-amortiguador 
mostrado en la Fig. 7-17. Obtengamos la funcion de transferencia de este 
sistema suponiendo que la fuerza p(t) es la entrada y el desplazamiento x(t) 
de la masa la salida. Aqui medimos el desplazamiento jc desde la position de 
equilibrio. 


p (Fuerza de entrada) 


Fig. 7-17. Sistema masa-resorte- 
x (Desplazamiento) amortiguador. 

Para obtener la funcidn de transferencia, procedemos de acuerdo con 
los siguientes pasos. 

1. Escribase la ecuacion diferencial del sistema. 

2. Tomese la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial, su¬ 
poniendo que todas las condiciones initiates son cero. 

3. Tomese la relacidn de la salida X(s) con respecto a la entrada P(s). 
Esta relation es la funcidn de transferencia. 

Aplicando la segunda ley de Newton al presente sistema, obtenemos 

nix | bx • kx p 

Tomando la transformada de Laplace de arnbos lados de esta ecuacion, da 

m[s 2 X{s) — .vx(0) — jc( 0)] -4- — >v(0)] j kX(s) ~ - P(s) 

Al igualar a cero todas las condiciones iniciales, la ultima ecuacion se sim- 
plifica a 

( ms 2 -f bs 4- — P(s) 

Tomando la relacion de X{s) con respecto a P(s), encontramos que la fun¬ 
cion de transferencia del sistema es 

Funcion de transferencia = ^ — *> . 

P{s) ms“ )- bs 1 k 

... Circuito electrico. La figura 7-18 muestra un circuito electrico en e! 
cual es el voltaje de entrada y e a e\ vdltaje de salida. El circuito consta de 
una inductancia L (henry), una resistencia R (ohm) y una capacitancia C 
(farad). Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al sistema resultaiLias si¬ 
guientes ecuacioties; 







Scanned and Edited By YORCH® 


392 AnAlisisde Sistemas Lineai.es 


Cap. 7 


Fig. 7-18. Circuito electrico. 


L R 



L ^, + Ri + ^\ id, = e ' 

-L j idt = e 0 

A1 tomar la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones y suponiendo 
cero condiciones iniciales, tenemos 

Lsl(s) + RI(s ) + y I(s) = E,(s) 

Por lo tanto, la funcion de transference de este sistema es 

Funcion de transferencia = = LCsl + RCs +\ (7 ' 24) 


Impedancias complejas. A1 obtener las funciones de transferencia de 
circuitos electricos, a menudo es conveniente escribir las ecuaciones trans- 
formadas por Laplace directamente en lugar de escribir las ecuaciones dife- 
renciales primero. Podemos hacerlo de ese modo utilizando el concepto de 
impedancias complejas. 


1 

Z(s) 


? ' 

Q 

-- e — 



Fig. 7-19. Sistema electrico con impe- 
dancia compleja Z(s). 


La impedancia compleja Z(s ) del circuito de dos terminales de la Fig. 
7-19 es la relacion de E(s), la transformada de Laplace del voltaje entre las ter¬ 
minales e I(s), la transformada de Laplace de la corriente a travfcs del ele- 
mento, bajo la suposicion de que las condiciones iniciales sean cero, de modo 
que Z(s) = E(s)/I(s). Si el elemento de dos terminales es una resistencia R, 
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una capacitancia C o una inductancia L, entonces la respectiva impedancia 
compleja est& dada por R , \/Cs o Ls. La relacion general 

E(s) =■■ = Z(s)f(s) 

corresponde a la ley de Ohm para circuitos puramente resistivos. Notese que 
las impedancias pueden combinarse en serie y paralelo justamente como io 
hacen las resistencias. 

Considerese a continuacion el circuito mostrado en la Fig. 7-20(a). La 
impedancia compleja Z{s) se encuentra a partir de 

E(s) E l (s ) 4- E„(s) + £ c (s) - (ij 1 R + 


L R C 




— 11 —t 

■*- e L 


r*~ ■ e c ^ 


(a) 



Fig. 7-20. Circuitos electricos. 


como 


Z(s) 


E(s) 

I(s) 


— Ls 


R 


Cs 


Para el circuito mostrado en la Fig. 7-20(b), 


I(s) = 

En consecuencia. 


E(s ) E(s) L E(s ) _ 


Ls 


R + 1 fCs 


£ w(c + i + Cs ) 


Z(s) 


E(s ) 
J(s) 


1 


1 ,1 . r 

Ts + R + 0 


Obtenci6n de funciones de traftsferencia de circuitos electricos median- 

te el uso de impedancias complejas. La funcion de transferencia de un cir- 
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cuito electrico puede obtenerse como una relation de impedancias comple- 
jas. En el circuito mostrado en la Fig. 7-21, supongase que los voltajes e, y e» 
son la entrada y salida del circuito, respectivamente. 


Fig. 7-21. Circuito electrico. 



Entonces, la funcion de transferencia de este circuito puede obtenerse como 

E a (s) = Z 2 (s)I(s ) _ Z 2 (s) 

E,(sj Z,(j)/CO 4 Z 2 (s)I{s) Z,(j) 4 - Z 2 (s) 

Como ejemplo, considerese el circuito mostrado en la Fig. 7-8, donde 

ZXs) Ls | R , Z 2 (s) = ~ 

La funcion de transferencia de esfe circuito puede encontrarse como 

EM) _ Z 2 (s) 

Ei(s) “ Z,(j) 4- Z 2 (s) 

1 fCs 1 

' Ls + R { (1 fCs) ^ LCs 2 + RCs -f 1 

la cual, por supuesto, es identica a la Ec. (7-24). 


Funciones de transferencia de elementos en serie sin carga. La funcibn 
de transferencia de un sistema formado por dos elementos en cascada sin 
carga puede encontrarse eliminando la entrada y la salida intermedias. Con¬ 
siderese, por ejemplo, el sistema mostrado en la Fig. 7-22(a). La funcion de 
transferencia de cada elemento es 


GiU) 




G 2 (s) 


X 3 (s) 


Si la impedancia de entrada del segundo elemento es infinita, la salida del 
primer elemento no se afecta por conectarlo al segundo elemento. Asi que la 
funcibn de transferencia del sistema completo es 


_ X 3 ( 5 ) X 2 {s) X 3 (^) 

X&) X t (s)X 2 (s) 


G,(s)G 2 (s) 


La funcion de transferencia del sistema completo es, por lo tanto, el pro- 
ducto de las funciones de transferencia de los elementos individuales. Esta 
situacibn &e muestra en la Fig. 7-22(b). 
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(a) 


X,(s) 


<-m(s) 6' 2 (s) 


X^s) 


(b) 


Fig. 7-22. (a) Sistema que consta de 
dos elementos en cascada sin carga; 
(b) diagrama simplificado. 


Examinemos otro ejemplo, el sistema mostrado en la Fig. 7-23. La in¬ 
sertion de un amplificador de aislamiento entre los circuitos con el objeto 
de obtener caracteristicas de no carga se usa frecuentemente para combinar 
circuitos electronicos. Puesto que tanto los amplificadores de estado solido 
como los amplificadores de tubos de vacio tienen impedancias de entrada 
muy altas, un amplificador de aislamiento insertado entre los dos circuitos 
justifica la suposicion de no carga. 



Fig. 7 -23. Sistema electrico. 


Los dos circuitos RC simples aislados por un amplificador que se 
muestra en la Fig. 7-23 tienen efectos de carga despreciables, y la funcion de 
transference del circuito entero es igual al producto de las funciones de trans¬ 
ference individuates. Asi que en este caso, 

E 0 (s ) E { (s) E 2 (s ) E 0 (s ) 

£, 0 ) Ei(s) E i (s)E 1 (s) 


UjC.j-F l) W (/? 2 C 2 j+ l) 


_ K _ 

( R 1 C 1 s + \)(R 2 C 2 s -\■ 1) 


Funciones de transference de elementos en serie con carga. Muchos 
sistemas, como el que se ilustra en la Fig. 7-24, tienen componentes que dan 
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Fig. 7-24. Sistema electnco. 



carga entre si. Supongamos otra v'ez que en esta figura e, es la entrada y e„es 
la salida. Aqui la segunda etapa del circuito (porcion R 2 C 2 ) produce un efec- 
to de carga sobre la primera etapa (porcion R\Ci). Las ecuaciones para este 
sistema son 

R ih 1 j' 0\ - i 2 ) dt = e t 
-g- j (h ~ h) dt | R 2 i 2 - | i 2 dt —e 0 

Si tomamos la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones, suponien- 
do cero condiciones iniciales, los resultados son 

«,/,<*) + jJq/.ft) - / 2 ( S )] = £,(s) 

j S 

£ C[/ 2 (i) - /,(*)] + RMs) ----- - A/ 2 (j) = 

Entonces, eliminando ^( 5 ) de estas dos ultimas ecuaciones da 

£,(*) = -^-{R,C x R 2 C 2 s 2 •]- R x C,s 4 R 2 C 2 s 4- R >C 2 s 4- 1)1 2 (s) 

c 2 S 

E '„(*) - 

Y por lo tanto, la funcion de transferencia entre £ 0 (s) y £, ( 5 ) es 

E a (s) 1 

&s) = R^C^R^C 2 s 2 4- ( R l C l TR 2 C 2 4- £,C 2 )s + I (? ' 25) 

El t6rmino R^C^ en el denominador de la funcidn de transferencia repre- 
senta la interaccidrt de dos circuitos RC simples. [Puesto que ( R iC 1 + R 2 C 2 + 
RiC 2 ) 2 > 4£ 1 C 1 £ 2 Q» las dos raices del denominador de la Ec. (7-25) son 
reales. 1 

El presente analisis muestra que si dos circuitos RC se conectan en cas- 
cada, de modo que la salida del primer circuito sea la entrada al segundo, la 
funcion de transferencia total no es el producto de 1 /(£jC| 5 + 1) y 1 /(/^C^s + 
1). Esta situacion ocurre cuando obtenemos la funcion de transferencia de 
un circuito aislado, suponemos implicitamente que la salida esta sin carga. 
En otras palabras, la impedancia de carga se supone infinita, lo cual signifi- 
ca que ninguna potencia se esta tomando a la salida. Aun cuando el segundo 
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circuito este conectado a la salida del primero, se toma una cierta cantidad 
de polencia y de este modo se viola la saposicion de no earga. FI grado del 
efecto de la carga determina la cantidad de modification de la funcion de 
transferencia. Recuerdese siempre que cualquier efecto de carga debe ser to¬ 
rnado en cuenta cuando se obtenga la funcion de transferencia. 

Sistemas analogos. En capitulos previos de vez en cuando expusimos 
sistemas analogos. Aqui resumiremos lo expuesto anteriormente. 

La analogia, por supuesto, no esta limitada a la analogia mecanico-elec- 
trica, la analogia hidraulico-electrica, y situaciones similares, sino que 
incluye cualesquiera sistemas fisicos y no fisicos. Los sistemas que tiener. 
funciones de transferencia identicas (o identico modelo matematico) son sis¬ 
temas analogos. (La funcion de transferencia es una de las formas mas 
simples y concisas de los modelos matematicos disponibles en el presente.) 

El concepto de analogia es util para aplicar los resultados bien conoci- 
dos de un campo a otro. Ha resultado particularmente util cuando un siste- 
ma fisico dado (mecanico, hidraulico, neumatico, etc.) es complejo, de modo 
que, resulta ventajoso analizar primero un circuito electrico analogo. Tal 
circuito electrico analogo puede construirse fisicamente o puede simularse 
en una computadora analogica. (Para las computadoras analogicas electro- 
nicas consultese la Sec. 7-7.) 

Para muchos ingenieros, los circuitos electricos o los sistemas simula- 
dos en computadoras analogicas pueden ser mas faciles de analizar que los 
circuitos hidraulicos o neumaticos. En consecuencia, el ingeniero debe ser 
capaz de obtener un circuito electrico analogo para un sistema fisico dado. 
En general, una vez que se encuentra la funcion de transferencia de un siste¬ 
ma fisico dado, no es dificil obtener un circuito electrico analogo o simu- 
larlo en una computadora analogica. 


Ejemplo 7-4. Obtengamos la funcion de transferencia de los sistemas mostrados en 
la Fig. 7-25(a) y (b) y muestre que estos sistemas son analogos. 


Fig. 7-25. (a) Sistema meca¬ 
nico; (b) sistema electrico 
analogo. 
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En el sistema mecanico de la Fig. 7-25(a), la ecuacion de movimiento es 


b(x, 

x 0 ) - Ax, 

bx, -- 

- kx 0 \ bx 0 


o bien 


A1 tomar la transformada de Laplace de esta ultima ecuacion, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, obtenemos 


bsXi(s) — (k + bs)X 0 (s) 

Aqui la funcion de transferencia entre y A'(s) es 

X n (s) _ bs _ (bj k)s 
Xi(s) bs -f k ( bjk)s -f- 1 


En el sistema electrico de la Fig. 7-25(b), tenemos 

EJs) R RCs 

E,(s ) (1/Cv) R RCs + 1 


Comparando las funciones de transferencia obtenidas, vemos que los dos sistemas 
son analogos. Notese que tanto b/k como RC tienen la dimension del tiempo y son 
las constantes de tiempo de los sistemas respectivos. (Para cantidades analogas entre 
los sistemas mecanicos y electricos, vease la Sec. 3-5.) 


7-5 RESPUESTA EN FRECUENCIA Y FUNCIONES 

DE TRANSFERENCIA SENOIDAL 

Cuando se aplica una entrada senoidal a un sistema lineal, este tiende a 
vibrar a su propia frecuencia natural asi como a seguir la frecuencia de la 
entrada. En presencia de amortiguamiento, esta portion del movimiento no 
sostenido por la entrada senoidal desaparecera gradualmente. Como resul- 
tado, la respuesta en estado permanente es senoidal a la misma frecuencia 
que la entrada. La salida en estado permanente difiere de la entrada sola- 
mente por la amplitud y el angulo de fase. Asi que la relacion de las amplitu¬ 
des de salida/entrada y el angulo de fase entre salida y la senoide de entrada 
son los dos unicos parametros necesarios para predecir la salida de un siste¬ 
ma lineal cuando la entrada es una senoide. En general, la relacion de 
amplitudes y el angulo de fase dependen de la frecuencia de entrada. 

Respuesta en frecuencia. El termino respuesta en frecuencia se refiere 
a la respuesta en estado permanente de un sistema a una entrada senoidal. 
Para todas las frecuencias de cero a infinito, la respuesta en frecuencia 
caracteristica de un sistema puede ser completamente descrita mediante la 
relacidn de amplitud salida/entrada y el Angulo de fase entre la salida y la se¬ 
noide de entrada. En este m6todo de anAlisis de sistemas, variamos la fre- 
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cuencia de la senal de entrada dentro de una amplia escala y estudiamos la 
respuesta resultante. 

Hay tres razones principales para considerar con enfasis la respuesta en 
frecuencia en analisis de sistemas. 

1. M uchos fenomenos naturales son de naturaleza senoidal (por ejem- 
plo, los movimientos armonicos simples generalmente son genera- 
dos en sistemas electricos y mecanicos). 

2. Cualquier senal periodica puede representarse mediante una serie de 
componentes senoidales. 

3. Las seriates senoidales son import antes en las comunicaciones tanto 
como en la generacion y transmision de potencia electrica. 

Vibracion forzada sin amortiguamiento. La figura 7-26 ilustra un sis- 
tema masa-resorte en el cual la masa esta sometida a una entrada senoidal, 
la fuerza P sen cot. Encontremos la respuesta del sistema si inicialmente se 
encuentra en reposo. 


<///////// 

k < 

f r- P sen 1 


m 


; Fig. 7-26. Sistema masa-resorte. 

Si medimos el desplazamiento x desde la posicion de equilibrio, la 
ecuacion de movimiento del sistema es 

mx + kx = P sen cot 

o bien 

x4--t = - sen cat (7-26) 

m m 

Resolveremos primero este problema mediante el metodo convencional. La 
solucion de esta ecuacion consiste en la vibracion a su propia frecuencia na- 
| tural (solucion homogenea) y a aquella de la frecuencia de excitacion (solu- 
| cion particular). Asi, la solucion x(t) puede escribirse 
| x(t) = (solucion homogenea) + (solucion particular) 

= (a sen A /^- 1 -f B cos J — t) + (C sencot) 
donde A, B y C son aiin constantes indeterminadas. 
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Supongamos que ia entrada P sen uY se aplica en / = 0. Puesto que el 
sistema esta inicialmente en repo so, tenemos las condiciones iniciales x(0) = 0 
y a( 0) = 0. Entonces, 

X(0) - B - 0 

En consecuencia, .v(/) puede simplificarse como 

x( t ) = A sen J—t -j - C sen cot (7-27) 

v m 

Observando que 

x(t) - aJ — cos J — t -4 - Cco cos cat 
v m V m 

tenemos 

x(0) - aJ— + Cco = 0 
V m 


Y asi 


C 


v m co 


La segunda derivada de x(t ) se hace 

x(t ) —A—senJ—t — Cco 2 sen cat 

' m V m 

La sustitucion de las Ecs. (7-27) y (7-28) en la Ec. (7-26) da 

k k P 

x 4- —x = —Cco 2 sen cot -|- C sen cot = —sen cot 

m mm 


de la cual 


o bien 


Se sigue que 



k — mca 2 

Cco _ __ Pco^/m/k 
>v fkjm ~~ k mca 2 


(7-28) 


La solucion se encuentra ahora 


*(0 = 


Pa>Xm J]< sen /A 

k — mca v m 


+ 


P 

k — men 2 


sen co/ 


(7-29) 


Esta es la solucion completa (solucion general). El primer termino es la solu¬ 
cion homogenea (la cual no decrece en este sistema), y el segundo termino es 
la solucion particular. 
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La misma solucion completa puede obtenerse usando el metodo de la 
transformada de Laplace. De hecho, en sistemas mas complicados (tales como 
los sistemas que incluyen terminos de amortiguamiento o sistemas que ten- 
gan dos o mas grades de libertad) el enfoque de la transformada de Laplace 
es mucho mas simple que el enfoque convencional arriba presentado. De- 
mostremoslo para el presente sistema. [Notese que si necesitamos solamente 
una solucion en estado permanente (solucion particular), el uso de la fun- 
cion de transferencia senoidai simplifica la solucion. La funcion de transfe¬ 
rencia senoidai se expone en detalle en esta section.] 

A1 tomar la transformada de Laplace de la Ec. (7-26) y usar las condi- 
ciones iniciales *(0) = 0 y x(0) = 0, encontramos 


(* 2 + £)*<*> 


oo 


m s 1 -\- co 1 


Resolviendo para A^s), 

P oo 


X(s) 


1 


m s 2 + co 2 s 2 + ( kjm ) 
-Poo^mjk Jkjm 


+ 


co 


k — moo 2 s 2 -f ( kjm ) 1 k — moo 2 s 2 -f co 2 
La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion da 


x(t) = 


Paojmlk 
k — moo 1 


sen 



P 

k — moo 2 


sen oot 


la cual es exactamente la misma que la Ec. (7-29). 

Examinemos la respuesta del sistema, Ec. (7-29). Cuando la frecuencia 
de excitacion u> tiende a cero, la amplitud de la vibracion a su frecuencia na¬ 
tural s/k/m tiende a cero y la amplitud de la vibracion a la frecuencia de ex¬ 
citacion oo tiende a P/k. Este valor P/k es la deflexion de la masa que resultaria 
si la fuerza P se aplicara en forma estable (a frecuencia cero). Asi pues, P/k 
es la deflexion estatica. A medida que se incrementa la frecuencia oo, el de- 
nominador de la solucion, k — mu/, se hace mas pequeflo y la amplitud se 
hace mas grande. Cuando la frecuencia oo se incremen ta au n mas y se hace 
igual a la frecuencia natural del sistema, co = oo„ = sjk/m , ocurre la reso- 
nancia. En resonancia, el denominador de la solucion, k — woo 2 , se hace cero 
y la amplitud de la vibracion se incrementara sin limite. (Cuando se aplica la 
entrada senoidai a la frecuencia natural y en fase con el movimiento; esto 
es, en la misma direccion que la velocidad, la fuerza de entrada esta real- 
mente trabajando sobre el sistema y aumentando su energia la que aparece- 
ra como un incremento en las amplitudes.) A1 continuar incrementandose oo 
mas alia de la resonancia, el denominador k — moo 2 se hace negativo y adop- 
ta valores de crecimiento incrementado, tendiendo a infinito negativo. Por 
lo tanto, las amplitudes de la vibracion (a la frecuencia natural y a la fre¬ 
cuencia de excitacion) tienden a cero del lado negativo, arrancando en el in- 
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finito negativo cuando to = to„ + . En otras palabras, si a? esta por abajo de 
la resonancia, la vibracion que corresponde a la frecuencia de excitacion 
(solucion particular) esta en fase con la senoide de excitacion. Si to esta por 
arriba de la resonancia, la vibracion esta 180° fuera de fase. 

Funcion de transference senoidal. La funcion de transferencia se- 
noidal se define como la funcion de transferencia G(s) en la cual S es reem- 
plazada por /'go. Cuando solamente se quiere la solucion de estado perma- 
nente (solucion particular), la funcion de transferencia senoidal G(/oj) puede 
simplificar la solucion. En la siguiente exposicion consideraremos el com- 
portamiento de los sistemas lineales estables en las condiciones del estado 
permanente, esto es, despues que los transitorios iniciales han desaparecido. 
Y veremos que las entradas senoidales producen salidas senoidales en estado 
permanente con la amplitud y el angulo de fase de cada frecuencia u> deter- 
minados por la magnitud y el angulo de fase de G(/'u>), respectivamente. 

Obtencion de una salida de estado permanente de una entrada se¬ 
noidal. Veamos como las caracteristicas de la respuesta en frecuencia de un 
sistema estable pueden obtenerse directamente de la funcion de transferen¬ 
cia senoidal. En el sistema lineal G(s) de la Fig. 7-27 la entrada y la salida se 



pit)'— P sen U)t 

C(s) 

xit) 

Sistema lineal. 

Pis) 

Xis) 


denotan mediante pit ) y x(t), respectivamente. La entrada pit ) es senoidal y 
esta dada por 

p{t) — P sen cot 

Mostraremos que la salida x(t) en estado permanente esta dada por 
x(t) | G(jco) P sen {cot -• 0) 

donde G(/'a>) y <t> son la magnitud y el angulo de G(/'w), respectivamente. 

Supongase que la funcion de transferencia G(s) puede escribirse comb 
una relacion de polinomios en s , esto es, 

G (. : \ ... K( s r + IzL • -G.4- Z„) , : 

(s + -v,)(.v -f .V 2 )- • -(.V f .v n ) 

La transformada de Laplace de la salida ^f(s) es 

•Y(.s) • G(s)P(s) (7-30) 

donde P{s) es la transformada de Laplace de la entrada pit). 

Limitemos nuestra exposicion solamente a los sistemas estables. En ta¬ 
les sistemas, la parte real de las - s t son negativas. La respuesta permanente 
de un sistema lineal estable ante una entrada senoidal no depende de las 
condiciones iniciales, y por lo tanto, puede ser ignorada. 
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Si G(5) tiene solamente polos diferentes, entonces la expansion en frac- 
ciones parciales de la Ec. (7-30) da 

= _ - _I-£_I_ tl _f -A?-. _ *2— (7-31) 

S + jco S — jCO ' S + ' 5 1 + s 2 s-\-s„ 

donde a y (?, (donde i = 1,2 , . . . , n) son constantes y a es el complejo con- 
jugado de a. La transformada inversa de Laplace de la Ec. (7-31) da 

x(t) = ae~ }to1 + ae Jo>t + b^e' 51 ' + b 2 e~ s,t + • • ■ + b„e~ Sn ‘ 


En un sistema estable, cuando t tiende al infinito, los terminos e V|/ , e~ x *', 

. . . , e~ SJ tienden a cero, puesto que — s lt — s 2 , . . . , — s„ tienen partes rea¬ 
les negativas. Asi que todos los terminos del lado derecho de esta ultima 
ecuacion, excepto los dos primeros, desparecen en el estado estable. 

Si G(s ) incluye k polos multiples entonces x(t) incluira terminos tales 
como t h e~*j‘ (donde h = 0, 1, ...» k — 1). Puesto que la parte real de la 
-Sj es negativa en un sistema estable, los terminos t h e- s ->' tienden a cero 
cuando ( tiende a infinito. 

Independientemente de que el sistema incluya polos multiples, la res¬ 
puesta permanente se hace asi 

x(t) — ae~ Jcot -f ae lcot (7-32) 

donde las constantes a y a pueden evaluarse por la Ec. (7-31). 

= ~:GU0>) 

S --- Jo) “/ 

(N6tese que a es el complejo conjugado de a.) En relacidn con la Fig. 7-28, 
podemos escribir 


a = G(s)p~^(s -f jco) 

a = G(s) -jA^L( s — jco) 
S 2 -f- CO 2 



Fig. 7-2*. Funcion compleja y su com¬ 
plejo conjugado. 
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G(jco) = G x + jG y 

= I G(jco) | cos 0 + j | G(jco) j sen 0 
= I G(joo) | (cos 0 + j sen 0) 

= 1 G(jco) | e } * 

(Advi6rtase que / G(ju> ) = / e* = 0.) En forma similar 
G(~jco) = | G(—jco) | e~ J * = | G(yco) | e~ J * 

Se sigue que 


a = ~ |G(yo)|^* 

Entonces la Ec. (7-32) puede escribirse 

x(t) = \G(jw)\P e - -JT- 

= | G(jca) | P sen (cat + 0) 

= X sen (cot + 0) (7-33) 

donde X = j G(y'co)|P y 0 =, / G(y'co). Vemos que un sistema lineal estable 
sometido a una entrada senoidal tendra, en estado permanente, una salida 
senoidal de la misma frecuencia que la entrada. Pero la amplitud y el angulo 
de fase de la salida diferiran, en general, de aquellos de la entrada. De 
hecho, la amplitud de la salida esta dada por el producto de la amplitud de 
la entrada y | G(yo>) |, en tanto que el Angulo de fase difiere del de la entrada 
en la cantidad 0 = / G(joj ). 

Sobre la base del analisis precedente, estamos capacitados para obtener 
el siguiente resultado importante. Para las entradas senoidales. 


! G(jco) | — 


X(jco) 

P(jco) 


iG(jco) = 


I X(jco) 
I PjM 


relacion de amplitudes de la senoide 
de salida y la senoide de entrada 


tan -1 


~ parte imaginaria de G(ju>) ~ 
parte real de G(y'w) 


== desfasamiento de la senoide de salida 
con respecto a la senoide de entrada 


Asi que las caracteristicas de la respuesta en estado permanente de un siste¬ 
ma lineal ante una entrada senoidal pueden encontrarse directamente de 
G(y'w), la relacion entre X(ju) y P(ju). 

N6tese que la funcidn de transferencia senoidal G(y'co) es una cantidad 
compleja que puede representarse por la magnitud y el dngulo de fase con la 
frecuencia u> como parametro. Con el objeto de caracterizar completamente 
un sistema lineal mediante las curvas de respuestas en frecuencia, debemos 
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especificar tanto la relacion de amplitudes como el angulo de fase en fun- 
cion de la frecuencia co. 

Comentarios. Debe hacerse notar que la Ec. (7-33) es valida solamente 
si G(s) = X(s)/P(s) es un sistema estable; esto es, si todos los polos de G(s) 
caen en la mitad izquierda del piano. Si un polo esta en el origen y/o unos 
polos de G(s) caen en el eje yco (pueden ocurrir en el eje yco, polos cuales- 
quiera, como un par de complejos conjugados). La salida at( 0 puede obte- 
nerse tomando la transformada inversa de Laplace de la ecuacion 

X(s) = G(s)P(s) = G(s 

o bien 


x(t) = iT^O)] = £ -1 


G(s) 


PCD 


s 2 -j- (Dr J 


Adviertase que si un par de polos de G(s) cae en la mitad derecha del piano, 
el sistema es inestable y la respuesta crece indefinidamente. No hay -estado 
permanente para tal sistema inestable. 


Ejemplo 7-5. Considerese el sistema de funcion de transferencia 


X(s) „ \ 

m = C(s) = 


1 

Ts + 1 


Para la entrada senoidal p(t) = P sen cor, i,cual es la salida x(t) de estado permanente? 
La sustitucion de yco por s en G{s) da 


G(jco ) - 


1 

Tjco + 1 


La relacion de amplitudes salida/entrada es 

= T 

en tanto que el angulo de fase 0 es 

0 — IG(jco ) = —tan -1 Tea 


Asi, para la entrada p(t) = P sen cot, la salida x(t) de estado permanente puede en- 
contrarse como 


xit) = ;/^TT sen(C0f _ tan_1 Tco) 

De esta ecuacion vemos que, para co pequena, la amplitud de la salida x(() es casi 
igual a la amplitud de la entrada. Para una gran co, la amplitud de la salida es pe- 
quefta ^ casi inversamente proporcional a co. El angulo de fase es de 0° para co = 0 y 
se aproxima a — 90° cuando co se incrementa indefinidamente. 
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Ejemplo 7-6. Sup6ngase que una fuerza senoidal p(t) = P sen c ot se aplica al sistema 
mecanico mostrado en la Fig. 7-29. Suponiendo que el desplazamiento x se mide des- 
de la posicion de equilibrio, encuentrese la salida de estado permanente. 

La ecuacion de movimiento para el sistema es 

mx + bx + kx — p(t ) 


Fig. 7-29. Sistema mecanico. 



P sen ut 


La transformada de Laplace de esta ecuacion, suponiendo condiciones iniciales cero, es 

(ms 2 + bs + = P(s ) 

donde X(s) = <£[*(/)] y P(s ) =<£[/?(0- (Notese que las condiciones iniciales no afectan 
la salida de estado permanente y, por lo tanto, pueden suponerse cero.) La funcidn de 
transferencia entre el desplazamiento A"(s) y la fuerza de entrada P(s) es, por lo tanto, 

X(s) _ r( , _ 1 

P(s) } ms 2 + bs + k 

Puesto que la entrada es una funcion senoidal p(t) = P sen cot, podemos usar la fun- 
cion de transferencia senoidal para obtener la solucion de estado permanente. La 
funcion de transferencia senoidal es 


X(jco) 


= G(Jco) 


1 


1 


P(jco) XJ ' — ma> 2 + bj CO + k (k — mot} 2 ) + jbco 

En relacion con la Ec. (7-33), la salida x(t) puede escribirse 
x(t) = | G(jco) | P sen (cot + <f>) 

donde 

1 . bco 


0 = jG(jco) 


(k — mCD 2 ) + jbco 


= — tan" 


Asi, 


x(t) - 


*/(k — mCO 2 ) 2 + b 2 C0 2 


sen 


(cot — 


tan" 


k — mCO 2 


bco 

- mco 2 


Puesto que k/m = cdf, y b/k = 2$Va>„, esta ecuacion puede escribirse 


x(t ) 




V[1 - (co 2 !col)\ 2 + (2Ccolco n ) 2 
donde = P/k es la deflexion estatica. 


sen 


cot — 


tan" 


2 Cco/co,, 

1 — ( co 2 jco , 


tt! (7-34) 

n )- 
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A1 escribir la amplitud de x(t) como X, encontramos que la relation de amplitu¬ 
des X/x s( es 

X_ _1_ 

V[1 - ( co 2 jco 2 n )] 2 + ( 2((OlCO n ) 2 


£ 

*st 



0 12 3 



Fig. 7-30. Curvas de amplitud nor- 
malizada contra frecuencia norma- 
lizada y curvas de angulo de fase 
contra frecuencia normalizada. 
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La figura 7-30 muestra los efectos de la frecuencia de entrada w y el factor de amorti- 
guamiento relativo f en la amplitud y el angulo de fase de la salida de estado perma- 
nente. 

De la figura vemos que a medida que el factor de amortiguamiento relativo se 
incrementa, la relacion de amplitudes decrece. La relacion de amplitudes maxima 
ocurre en aquella frecuencia menor que la frecuencia natural per'amortiguada. Ob- 
servese que la frecuencia a la cual la relacion de amplitudes es maxima, ocurre a 

C ° m = Vm “ 2 (lm) = co ^ 1 ~ 2 ^ 1 


(Esta frecuencia es algo menor que la frecuencia natural amortiguada = w„Vl - f 2 -) 
El valor de puede obtenerse como la frecuencia que hace minima 

(«-sr+(<r 

Es decir, al diferenciar esta expresion respecto a w, al sustituir w = y al igualar a 
cero esta ecuacion tenemos 

2 ( 1 -i)(-^) + < 2 l = = 0 

Resolviendo entonces para w 2 , llegamos a 

la cual da _ 

c o m = C o n V 1 - 2C 2 


Ejemplo 7-7. En relacion con el sistema mostrado en la Fig. 7-29, si los valores nu- 
m6ricos de m, b, k, P yu se dan como m = 10 kg, b = 30 N-s/m, k = 1000 N/m, 
P = 10 n, y « = 2 rad/s, icual es la salida .*(/) en estado permanente? 

La ecuacion del sistema es 

lOx -f 30x + lOOOx = 10 sen It 


La frecuencia natural no amortiguada u>„ es de 10 rad/s, el factor de amortiguamien¬ 
to relativo f es 0.15 y la deflexion estatica x st es 0.01 m. Al sustituir los valores nume- 
ricos en la Ec. (7-34), la salida en estado permanente resulta ser 


x(t) = 


_ooi_ cpn 

a/P - (2 2 /10 2 )] 2 + (2 x 0.15 x 2/10) 2 SCn 


2 1 — tan 1 


2 x 0.15 x 2/101 
1 - ( 2 2 / 10 2 ) . 


= 0.0104 sen (2 1 - tan' 1 0.0625) 


= 0.0104sen {It - 0.0625) 


La salida en estado permanente tiene amplitud de 0.0104 m y se atrasa de la entrada 
(funcion de excitacion) en 0.0625 rad o 3.58°. 


Ejemplo 7-8. Supdngase, en el circuito de la Fig. 7-31, que se aplica un voltaje e, a 
las terminales de entrada y aparece un voltaje e Q en las terminales de salida. Tambien 
supongase que la entrada es senoidal y esta dada por 

e ( {t) = E t sen cot 

iCual es la corriente en estado permanente /(/)? 
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Fig. 7-31. Circuito electrico. 


L 



Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito resulta 

L ft + Ri + ~h \ idt ^ e ‘ 

Entonces la transformada de Laplace de esta ultima ecuacion, suponiendo condi- 
ciones iniciales cero, es 

(Ls + R+ = Ej(s) 

Por lo tanto, la funcidn de transferencia entre I(s) y Ej(s) se hace 

I(s) 1 Cs 

Ei(s) Ls + R + (1/C*) “ LCs 2 + RCs + 1 


La funcion de transferencia senoidal es 

HM. = GUco) = __ 

EiUco) KJ ' -LCco 2 + RCjco + 1 


Por lo tanto, la corriente i(t) en estado permanente esta dada por 
i (t) = | G(y co) | E, sen [cot + /G(jco) ] 


= V(i ~LcZy + iRm xa ("* + 90 ° “ 

= vw^tuwrwm cos “ tan 


tan 1 


RCco \ 
1 - LCco 2 ) 


RCco \ 
1 - LCco 2 ) 


*7-6 AISLAMIENTO DE VIBRACIONES 

La vibration es, en general, indeseable porque puede causar la destruc- 
cion de partes, genera ruido, transmite fuerzas a las cimentaciones, etcetera. 
Con el objeto de reducir la cantidad de fuerza transmitida a la cimentacion 
como resultado de la vibration de una maquina (aislamiento de la vibra- 
cion) tanto como sea posible, las maquinas se montan usualmente sobre 
aisladores de vibration que consisten en resortes y amortiguadores. En for- 

*Las selecciones con asterisco tratan topicos mas desafiantes que el resto del libro. De- 
pendiendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque importantes) pueden omitirse de 
la exposition en clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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ma similar, con el objeto de reducir la cantidad de movimiento transmitido 
a algun instrumento delicado por el movimiento de la cimentacion (aisla- 
miento del movimiento), los instrumentos se montan sobre aisladores. En 
esta seccion se describen la fuerza centripeta, la fuerza centrifuga y la fuerza 
debida al desbalanceo en la rotacion. A continuation se analizan la vibra¬ 
tion causada por la fuerza de excitation resultante del desbalanceo, los 
aisladores de la vibracibn, la transmisibilidad y finalmente los elementos para 
absorber la vibracibn din&mica. 

Fuerza centripeta y fuerza centrifuga. Supongase que la masa puntual 
m se esta moviendo en una trayectoria circular con velocidad constante como 
en la Fig. 7-32(a). Las magnitudes de las velocidades de la masa m en el pun- 
to A y el punto B son las mismas pero las direcciones son diferentes. En re- 
lacion con la Fig. 7-32(b), la direction PQ se hace perpendicular a la direc¬ 
tion AP (direccion del vector velocidad en el punto A) si los puntoszt y B 
estdn cercanos entre si. Esto significa que la masa puntual defce poseer una ace- 
leracibn dirigida hacia el centro de rotacibn, punto O. Para producir esta 
aceleracion, se requiere una fuerza de masa por aceleracion. Si la acelera- 
cion es hacia el centro, la fuerza de reaccion es hacia afuera y su magnitud 
es igual a la fuerza dirigida al centro. La fuerza que actua hacia el centro se 
llama fuerza centripeta y la fuerza de inercia de reaccion opuesta, fuerza 
centrifuga. 



(a) (b) 

Fig. 7-32. (a) Masa puntual moviendose en una trayectoria circular; 
(b) diagrama vectorial de velocidad. 


La aceleracion a que actua hacia el centro de rotacion se obtiene como 
sigue. Observando que los triangulos OAB y APQ son semejantes, tenemos 

| dev j r AO 
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donde | Av | y [ v A | representan las magnitudes de la velocidad Av y la veloci¬ 
dad v*, respectivamente. Observando que \ v A \ = ur yw = lim A ,^ o (A0/A?), 
vemos que 

a = lim JAA. = lim I Va I = co 2 r 

Ar-*o At At ->o r At 

Esta aceleracion actua hacia el centro de rotacion, y la fuerza centripeta es 
mw 2 r. La fuerza centrifuga es la fuerza de reaction y es hacia afuera. Su 
magnitud es tambien mw 2 r. 


Ejemplo 7-9. Un muchacho da vueltas, en un arco circular, a una piedra de 0.01 kg 
de masa sujeta al extremo de un cable de 1 m. Supongase que la velocidad del movi- 
miento circular de la piedra es de 2 ni/s. i,Cual es la tension T en el cable? 

T = mC0 2 r = m~ = 0.01 A = o.04 N 
r 1 


Vibracion debida al desbalanceo en la rotacion. Las fuerzas de entrada 
que excitan el movimiento vibratorio se originan a menudo por e! desbalan¬ 
ceo en la rotacion. Tal desbalanceo en la rotacion existe si el centro de masa 
del cuerpo rigido rotatorio y el centro de rotacion no coinciden. La figura 7-33 
muestra una maquina desbalanceada en reposo sobre un montaje anti-che¬ 
ques. Supongase que el rotor esta girando a una velocidad constante de w 
rad/s y que la masa desbalanceada m esta localizada a una distancia r del 
centro de rotacion. La masa desbalanceada producira una fuerza centrifuga 
de magnitud wco 2 r. 


Masa 

total 

M 



Fig. 7-33. Maquina desbalanceada so- 
portada por un montaje antichoques. 


En el presente analisis, limitamos el movimiento a la direccion vertical 
solamente, aun cuando el desbalanceo en la rotacion produzca la compo- 
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nente horizontal de la fuerza. La componente vertical de esta fuerza, mco 2 r 
sen cot, actua sobre los cojinetes y es transmitida a la cimentacion, causando 
de ese modo que la m&quina vibre excesivamente. [N6tese que, por conve- 
niencia, el origen del tiempo (t = 0) se escogid arbitrario, de modo que la 
fuerza de desbalanceo aplicada al sistema sea mco 2 r sen cot.] 

Supongamos que la masa total del sistema es M, la cual incluye la masa 
desbalanceada m. Aqui consideramos solamente el movimiento vertical y 
medimos el desplazamiento vertical x desde la position de equilibrio en 
ausencia de la fuerza de excitacion. Entonces, la ecuacion de movimiento 
del sistema se hace 


Mx + bx + kx — p{t) (7-35) 

donde pit) es la fuerza aplicada al sistema y esta dada por 

pit) ---- mco 2 r sen cot 

Al tomar la transformada de Laplace de ambos lados de la Ec. (7-35), su- 
poniendo cero las condiciones iniciales, tenemos 


o bien 


(Ms 2 + bs + k)X(s ) - Pis) 

Xjs) = 1 

P(s) Ms 2 + bs -f k 


La funcion de transferencia senoidal es 


X(jco) 

P(j°>) 


= G(jco) 


_ 1 _ 

—Mco 2 + bjco + k 


Para la funcion de excitacion senoidal pit), la salida en estado permanente 
se obtiene de la Ec. (7-33) como 

x(t) = X sen (cot + <f>) 

= \G(jco)\mco 2 r sen (cot - tan' 1 ^ J'mcq 2 ) 


mco 2 r 


Jik - Mco 2 ) 2 + b 2 co 2 


sen (cot — tan" 


bco 


Mco 2 ) 


En esta ultima ecuacion, si dividimos el numerador y el denominador de la 
amplitud y los correspondientes al angulo de fase por k y sustituimos k/M = 
co 2 y b/M = 2fco n en el resultado, la salida en estado permanente es 


x(t) = 


mco 2 r/k 

— • _ sen 

y[l - (ffl’K 2 )] 2 + (2{to/ffl„) 2 


cot — tan 1 


2£co!co„ 

1 - ( co 2 /co 2 )_ 


De esta expresion vemos que la amplitud de la salida en estado permanente 
se hace grande cuando el factor de amortiguamiento relativo es pequefio y 
que la frecuencia de excitacion co esta proxima a la frecuencia natural 
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Aisladores de vibration. El aislamiento de la vibration es un proceso 
mediante el cual los efectos de la vibration se hacen minimos o se eliminan. 
La funcion de un aislador de vibration consiste en reducir la magnitud de la 
fuerza transmitida de la maquina a su cimentacion o reducir la magnitud del 
movimiento transmitido de una cimentacion vibratoria a la maquina. 

El concepto se ilustra en la Fig. 7-34(a) y (b). Aqui el sistema consta de 
un cuerpo rigido que representa a una maquina conectada a una cimenta¬ 
cion mediante un aislador que consta de un resorte y un amortiguador. La 
figura 7-34(a) ilustra el caso en el cual la fuente de vibration es una fuerza 
vibratoria originada dentro de la maquina (excitation por fuerza). El aisla¬ 
dor reduce la fuerza transmitida a la cimentacion. En la Fig. 7-34(b) la fuen¬ 
te de vibration es un movimiento vibratorio de la cimentacion (excitation 
por movimiento). EL aislador reduce la amplitud de la vibration de la ma¬ 
quina. 

El aislador consiste esencialmente en un medio elastico de soporte de la 
carga (tal como un resorte) y un medio disipador de energia (tal como un 
amortiguador). En la Fig. 7-35 aparece un aislador de vibration tipico. (En 
un aislador de vibraci6n simple, un solo elemento como hule sintfctico puede 
realizar las funciones tanto del medio de soporte de la carga como del medio 
disipador de energia.) En el presente analisis se supone que la maquina y la 
:imentacion son rigidas y el aislador se supone sin masa. 


Fuerza 


tl 




Fuerza 


(a) (b) 

Fig. 7-34. Aislador de vibracibn; (a) por fuerza de excitacibn; (b) por 
movimiento de excitacibn. 


Transmisibilidad. La transmisibilidad es una medida de la reduction 
de la fuerza transmitida o del movimiento producido por un aislador. Si la 
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Aislador 


Fig. 7-35. Aislador de vibracidn. 

fuente de vibracion es una fuerza vibratoria debida al desbalanceo de la ma- 
quina (excitacion por fuerza), la transmisibilidad es la relacion de la ampli- 
tud de la fuerza transmitida a la eimentacion con respecto a la amplitud de 
la fuerza de excitacion. Si la fuente de vibracion es un movimiento vibrato- 
rio de la eimentacion (excitacion por movimiento), la transmisibilidad es la 
relacion entre la amplitud de la vibracion de la maquina y la amplitud de 
la vibracion de la eimentacion. 

Transmisibilidad por la fuerza de excitacion; En el sistema mostrado 
en la Fig. 7-33, la fuente de vibracion es una fuerza vibratoria resultante del 
desbalanceo de la maquina. La transmisibilidad en este caso es la relacion 
de amplitudes de las fuerzas y esta dado por 

^ mw~% amplitud de la fuerza transmitida 

Transmisibilidad = TR = -f =- - —.—;—-— ---— T — 

F 0 amplitud de la fuerza de excitacidn 

Encontremos la transmisibilidad de este sistema en terminos del factor de 
amortiguamiento relativo f y de la relacion de frecuencia j8 = w/oo„. 

La fuerza de excitacion (en la direccion vertical) se origina por la masa 
desbalanceada de la maquina y es 


414 AnAlisisde Sistemas Lineales 



p(t) = mco 2 r sen cot = F 0 sen cot 

La ecuacion de movimiento del sistema esta dada por la Ec. (7-35), reescri- 
ta asi: 

Mx + bx + kx = p(t) (7-36) 

La fuerza transmitida a la eimentacion es la suma de las fuerzas del amorti- 
guador y el resorte o 

f(t) = bx + kx = F t sen (cot + 0) (7-37) 

Tomando la transformada de Laplace de las Ecs. (7-36) y (7-37), suponien- 
do las condiciones iniciales cero, dan 

(. Ms 2 + bs 4- k)X{s) - P(s) 

(bs { k)X(s) = F(s) 
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donde AXs) = £[x:(/)], P(s) = £[/?(/)], y F(s) = £[/(0]- Por lo tanto, 

ns) i 

P(s) Ms 2 1 bs + k 


F(s) 

X(s) 


= bs k 


La eliminacion de X(s) de estas dos ultimas ecuaciones da 


F(s) F(s) X(s) _ bs + k 
P(s) X(s)P(s) Ms 2 \bs\k 


La funcidn de transferencia senoidal F(j(x>)/P(ju>) es 

F(j(o) bjco + k = (b/M) jco + (k/M) 

P(jco) — Mco 2 + bjco -L k — co 2 -)- (b/M) jco f (k/M) 


A1 sustituir k/M = to* y b/M = 2fw„ en esta ultima ecuacion y simplifican- 
do, tenemos 

F(jco) 1 j(2(co/co n ) 

P(jco) 1 — ( co 2 j(jo 2 n ) -I- j(2£cojco n ) 

de la cual 

F(jco) __ V] + (2Cco a . T_ yi 1- (2 C^) 2 ~ 

V[1 - (co 2 !co z n )] 2 T (2Cco/co n ) 2 ~ nO - P 1 ) 2 -1- (2^)^ 

donde 0 = co/co„. 


Observando que la amplitud de la fuerza de excitacion es F 0 = | P(jw)\ 
y que la amplitud de la fuerza transmitida es F t = |[F(ya>)|| , obtenemos la 
transmisibilidad como sigue 


tr = —L _ \f(jcq)\ _ ni + (2cpy 
Fo \P(j(o)\ no - P 2 ) 2 + (2££) 2 


(7-38) 


De la Ec. (7-38) encontramos que la transmisibilidad depende^por igual de 0 
y f. Sin embargo, es importante seftalar, que cuando 0 = V2, la transmisi¬ 
bilidad es igual a la unidad independientemente del valor del factor de 
amort iguamiento relativo 

La flgura 7-36 muestra las curvas de transmisibilidad versus & (donde 0 = 
a>/w„). Vemos que todas las curvas pasan a (raves de un punto critico, un 
punto donde TR = 1,0= *J2. Para 0 < V 2, cuando el factor de amorti- 
guamiento relativoj" se incrementa, la transmisibilidad en la resonancia de- 
crece. Para 0 > yJ2, cuando el factor de amortiguamiento relativo ^se in¬ 
crementa, la transmisibilidad. Por lo tanto^ para 0 ^ \}2, u w < V2w„ (la 
frecuencia de excitacion w es menor que %/2 veces la frecuencia de amorti- 
guada a>„), el incremento en el amortiguamiento mejora el aislamiento de la 
vibracion. Para 0 > yJ2 u > y/2u„, el incremento en el amortiguamiento 
afecta contrariamente al aislamiento de la vibracion. 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 



Fig. 7-36. Curvas de transmisibilidad TR contra 0 (= u/u n ). 


Notese que | | = F 0 - moPr, la amplitud de la fuerza transmitida a 

la cimentacion es 


F t 


\Hjco)\ = 


mvFrJ 1 + (2 C/?) 2 

V(1 - P 2 ) 2 + (2P 


(7-39) 


Ejemplo 7-10. En el sistema mostrado en la Fig. 7-33, si los valores num6ricos deM, 
b, k, m, r y o) se dan como M = 15 kg, b = 450 N-s/m, k = 6000 N/m, m = 0.005 kg, 
r = 0.2 m y a> = 16 rad/s, ^cudl es la fuerza transmitida a la cimentacidn? 

La ecuacion de movimiento del sistema es 

15* + 450* + 6000a: - (0.005)(16) 2 (0.2) sen 16f 

En consecuencia. 


CO„ — 20 rad/s, £ = 0.75 

y encontramos /3 = co/co„ = 16/20 = 0.8. En relation con la Ec. (7-39), tenemos 


_ fflCdWl + (2(fl) 2 

V(i - p 2 y + (2CA) 2 

_ (0.005X16) 2 (0.2Vl + (2 x 0,75 x 0.8) 2 _n a i o h 

V(1 - 0.8 2 ) 2 + (2 x 0.75 x 0.8) 2 


La fuerza transmitida a la cimentacion es senoidal y tiene amplitud de 0.319 N. 
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Sistema de suspension de automovil. La figura 7-37(a) muestra un sis- 
tema de automovil. A medida que el carro se mueve a lo largo de la carrete- 
ra, el desplazamiento vertical de las llantas actua como excitacion por movi- 
miento al sistema de suspension del automovil. La figura 7-37(b) es un 
diagrama esquematico de un sistema de suspension de automovil. El movi- 
miento de este sistema consiste en un movimiento traslacional del centro de 
masa y un movimiento rotacional alrededor del centro de masa. Un analisis 
completo de este sistema de suspension podria ser bastante complicado. 
Una version muy simplificada aparece en la Fig. 7-38. En las paginas siguientes 
analizaremos este modelo simple cuando la entrada del movimiento es se- 
noidal y asi obtendremos la transmisibilidad del sistema de excitacion por 
movimiento. 



Centro de masa 



(b) 

Fig. 7-37. (a) Sistema de automovil; (b) diagrama esquematico de un 
sistema de suspension de automovil. 

Transmisibilidad por movimiento de excitacion. En el sistema mostra- 
do en la Fig. 7-39, el movimiento del cuerpo esta solo en la direccion verti¬ 
cal. El movimiento y en el punto P es la entrada al sistema; el movimiento 
vertical x del cuerpo es la salida. El desplazamiento x se mide desde la posi¬ 
tion de equilibrio en ausencia de la entrada y. Suponemos que el movimien¬ 
to y es senoidal, o y = Y sen a>t. (La figura 7-39 puede considerarse como 
una representation simplificada de un vehiculo de masa m moviendose 
sobre una carretera aspera con una suspension de resorte y amortiguador 
entre la masa y la rueda.) 
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m 



vw 

Fig. 7-38. Version simpli- 
ficada de un sistema de sus¬ 
pension de automovil. 


m 



y 

Fig. 7-39. Sistema mecanico. 


La ecuacion de movimiento del sistema es 


o bien 


mx + b(x — y) f k(x — y) 0 


mx + bx + kx — by + ky 

Entonces, la transformada de Laplace de esta ultima ecuacion, suponiendo 
condiciones initiates, cero, da 


Por lo tanto, 


(ms 2 + bs + k)X(s) = (bs + k) Y(s) 


Zd) _ bs + k 
Fd) ms 2 + bs + k 


La funcion de transferencia senoidal es 


X(jco) _ bjco + k 
Y(jco) ~~ —mco 1 + bjco + k 


La salida jc( 0 en estado permanente tiene la amplitud | X(joi )). La amplitud 
de la entrada es | Y(jaj) \. La transmisibilidad en este caso es la relacion de la 
amplitud de los desplazamientos y esta dada por 


Transmisibilidad = TR = 


amplitud del desplazamiento de la salida 
amplitud del desplazamiento de la entrada 


Asi, 

tr _ „ 1 X(jco) | _ Jb 2 co 2 + k 1 

| Y(jco) | J(k - moo 2 ) 2 + b 2 oo 2 

Observando que k/m = 0 % y b/n = la transmisibilidad esta dada, en 
terminos del factor de amortiguamiento relativo f y de la frecuencia natural 
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no amortiguada o>„, por 


TR = 


V} + OCP ) 2 

vo - p 2 ) 2 + ( 2 m 


donde = u>/o) n . Esta ecuacion es identica a la Ec. (7-38). 


(7-40) 


Ejemplo 7-11. Un cuerpo rigido esta montado sobre un aislador con el objeto de re- 
ducir el efecto vibratorio. Supongase que la masa del cuerpo rigido es de 500 kg, el 
factor de amortiguamiento relativo del aislador es muy pequefio (f = 0.01), y la 
constante efectiva del resorte del aislador es de 12 500 N/m. Encuentrese el porcen- 
taje de movimiento transmitido al cuerpo si la frecuencia del movimiento de excita- 
cion de la base del aislador es de 20 rad/s. 

El amortiguamiento relativo de la frecuencia natural co n del sistema es 

/12 500 _ ,, 

"■ = V Tor = 5 rad/s 

Q CD 20 . 

P ~CD n ~ 5 

0.01 y /3 = 4 en la Ec. (7-40), tenemos 

TR Vl + (2CW W 1 (2 X 0.01~~4) 2 

V(l - P 2 ) 2 + (2 CP) 2 VO - 4 2 ) 2 + (2 x 0.01 x 4) 2 

El efecto del aislador consiste en reducir el movimiento vibratorio del cuerpo rigido a 
6.69% del movimiento vibratorio de la base del aislador. 


Y asi, 

Al sustituir f = 


Sismografo. La figura 7-40 es un diagrama esquematico de un sis- 
mografo , dispositivo usado para medir el desplazamiento de la Tierra du¬ 
rante los temblores. El desplazamiento de la masa m relativo al espacio iner- 
cial se denota mediante x y el desplazamiento de la caja relativo al espacio 
inercial mediante y. El desplazamiento x se mide desde la posicion de 
equilibrio cuando y = 0. El desplazamiento y es la entrada al sistema. Este 
desplazamiento, en el caso de los temblores, es aproximadamente senoidal, 
y(t) = Y sen a >t. En el sismografo medimos el desplazamiento relativo entre 
xy y. 

La ecuacidn de movimiento del sismdgrafo es 

mx + b{x — y) -f k{x — y) = 0 (7-41) 

Definamos el desplazamiento de la masa m relativo a la caja, como z, esto es, 

z = x — y 

En terminos del desplazamiento relativo z, la Ec. (7-41) se hace 

m(y -f- z) + bz + kz = 0 
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Fig. 7-40. Sismografo. 


o bien 


mz -f- bz + kz = —my 

Al tomar la transformada de Laplace de esta ultima ecuacion y suponiendo 
condiciones iniciales cero, encontramos que 

(ms 2 + bs + k)Z(s) = —ms 2 Y(s ) 

Notese que la entrada al sistema es el desplazamiento y y que la salida es el 
desplazamiento relativo z- La funcion de transferencia entre Z{s ) y Y(s) es 

Z(s) __ —ms 2 
L(j) ms 2 -f bs 4- k 

La funcion de transferencia senoidal es 


Z(joo) _ ^_ moo 2 _ 

Y(joo) —moo 2 -t bjoo + k 


La sustitucion de k/m = w* y d/m = 2 ('<jo„ en esta ultima ecuacion da 

Z(jao) _ 002 _ ft 2 r 

Y(joo) —oo 2 4- 2CooJoo 4- oo 2 — 1 — ft 2 4 - j2(P { ‘ 

donde P — oo/co„. 


En el sismografo queremos determinar exactamente el desplazamiento 
de entrada y(t ) midiendo el desplazamiento relativo z(t). Al examinar la 
Ec. (7-42), lo podemos hacer facilmente si P >• 1. Si P 1, la Ec. (7-42) se 
reduce a 


Z(joo) P 2 _ 
E(yco) ' P 2 
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El sismografo mide y registra el desplazamiento de su caja y exactamente si 
j3 > 1 u to >> co„. De hecho, para w u n , la masa m tiende a permanecer fija 
en el espacio, y el movimiento de la caja puede verse entre la masa y la caja. 

Para cumplir la condicion co ^ escogemos la frecuencia natural no 
amortiguada to„ tan baja como sea posible (escojase una masa relativamente 
grande y un resorte tan suave como lo permitan los limites de las deflexiones 
elastica y estatica). Por tanto, el sismografo medira y registrar^ el desplaza¬ 
miento de todas las frecuencias correctamente sobre la frecuencia natural 
no amortiguada la cual es muy baja. 

Acelerometro. En la figura 7-41 se da un diagrama esquematico de un 
acelerometro traslacional. La configuracion del sistema es basicamente la 
misma del sismografo, pero su diferencia esencial estriba en la selection de 
la frecuencia natural no amortiguada co„. Denotemos el desplazamiento de la 
masa m relativo al espacio inercial mediante x y el de la caja relativo al espa¬ 
cio inercial mediante y. El desplazamiento x se mide desde la posicion de 
equilibrio cuando y — 0. La entrada al acelerometro traslacional es la acele- 
racion y. La salida es el desplazamiento de la masa m relativo a la caja, o z ~ 
x - y. (Medimos y registramos el desplazamiento relativo z, no el desplaza¬ 
miento absoluto x.) 

La ecuacion de movimiento del sistema es 


mx -f b(x — y) + k(x — >’) = 0 



Fig. 7-41. Acelerometro traslacional. 


En terminos del desplazamiento relativo z, esta ultima ecuacion se hace 

m(y + z) + bz + kz = 0 
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o bien 


mz + bz + kz = —my 


La transformada de Laplace de esta ultima ecuacion, suponiendo condi- 
ciones initiates cero, da 

{ms 1 + bs + k)Z{s) = —ms 2 F(.s) 

La funcion de transferencia entre la salida Z{s) y la entradas 2 ^) [la entra- 
da es la aceleracion y y su transformada de Laplace es s^LCs)] es 


Z{s) __ _ _ zil _ (7-43) 

s 2 Lti) ms 2 r bs | k s 1 + 2£a> n .s + co 1 

De la Ec. (7-43) vemos que si la frecuencia natural no amortiguada u„ essu- 
ficientemente grande comparada con las frecuencias de la entrada, entonces 

Z(s) 1 

s 2 Y(s)- co 1 

Asi el desplazamiento z es aproximadamente proporcional a y. 


Absorcion de vibraciones dinamicas. En muchas ocasiones, las ma- 
quinas rotatorias (como las turbinas y compresores) causan vibraciones y 
transmiten grandes fuerzas vibratorias a la cimentacion. Las fuerzas vibra- 
torias pueden causarse por una masa desbalanceada del rotor. Si la frecuen¬ 
cia de excitacion w es igual o aproximadamente igual a la frecuencia natural 
no a nortiguada de la maquina rotatoria sobre sus soportes, entonces ocurre 
la resonancia y se transmiten grandes fuerzas a la cimentacion. 

Si la maquina opera a una velocidad aproximadamente constante, sele 
puede instalar un dispositivo llamado absorbedor de vibraciones dinamicas 
para eliminar la gran fuerza transmitida. Este dispositivo usualmente tiene 
la forma de un sistema masa-resorte sintonizado para tener una frecuencia 
natural igual a la frecuencia de operacidn w. Cuando se agrega a un siste¬ 
ma vibratorio de un grado de libertad, el sistema entero viene a ser un sistema 
de dos grados de libertad con dos frecuencias naturales. Para reducir o casi 
eliminar la fuerza transmitida, una de las frecuencias naturales se fija por 
arriba de la frecuencia de operacion, en tanto que la otra se fija por abajo 
de aquella. 

Nuestra exposicion aqui se centra en un absorbedor de vibracion dina- 
mica simple que reducira la fuerza vertical transmitida a la cimentacion. 
Notese que solo se tratan movimientos verticales. 

Reduccion de vibraciones mediante el uso del absorbedor de vibracion 
dinamica. Una maquina rotatoria, debido a una masa desbalanceada del 
rotor, transmite una gran fuerza vibratoria a la cimentacion. Supongamos 
que la maquina esta soportada mediante un resorte y un amortiguador como 
se muestra en la Fig. 7-42(a). El rotor desbalanceado esta representado por 
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la masa M, la cual incluye la masa desbalanceada y esta girando a una fre- 
cuencia a>. La fuerza de excitacidn es p(t) = P sen ut, donde P = rrufr. (Aqui 
m es la masa desbalanceada y r es la distancia de la masa desbalanceada al 
centro de rotation.) A causa de esta excitacion por fuerza, una fuerza se- 
noidal de amplitud 

maP-r^Jk, 2 + b 2 co 2 
*/(k - Mco 2 ) 2 + b 2 co 2 

se transmite a la cimentacidn. Par a obtener esta amplitud, sustituyase /3 = 
oo/co„ = u/yfk/My f = b/(2sJkM) en la Ec. (7-39). 



(a) (b) 


Fig. 7-42. (a) Maquina soportada por un resorte y un amortiguador; 

(b) maquina con un absorbedor de vibracion dinamica. 

Si el coe ficien te de amortiguamiento viscoso b es pequeno y la frecuen- 
cia natural sJk/M del sistema es igual a la frecuencia de excitacion, entonces 
ocurre la resonancia y la maquina se somete a una vibracion excesiva y la 
fuerza transmitida llega a ser extremadamente grande. 

En el analisi s sigu iente, suponemos que b es muy pequeno y que la fre¬ 
cuencia natural V k/M esta muy proxima a la frecuencia de excitacion to. En 
tal caso, con el objeto de reducir la fuerza transmitida, debe agregarse a la 
m&quina un absorbedor de vibracion dinamica consistente en una masa (m a ) 
y un resorte ( k b ) como se muestra en la Fig. 7-42(a), 

Las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig. 7-42(b) son 

Mx + bx + kx -f k 0 (x — y) = p(t) = P sen cut 
- k 0 (y - x) - 0 

donde xy y, los desplazamientos de la masa M y de la masa m a , respectiva- 
mente, se miden desde la posicion de equilibrio en ausencia de la fuerza de 
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excitation p(t). A1 tomar la transformada de Laplace de las dos ultimas 
ecuaciones, suponiendo las condiciones iniciales cero, vemos que 

(Ms 2 + bs + k + — k a Y(s) = P(s ) 

(m a s 2 + k a )Y(s) — k a X(s) = 0 
La elimination de L(s) de estas dos ecuaciones result a en 

(Ms 2 + bs + k 4 k a - - KL—\x(s) = P(s) 

\ m a s I 

Se sigue que 

X(s) _ m a s 2 + k a _ 

P(s ) (Ms 2 + bs + k + k a )(m a s 2 + fc„) — k 2 

La funcion de transferencia senoidal es 

X(jco) _ —m a co 2 + k a _ 

P(jco) (—May 2 + bjco -{-/: + k a )(—m a co 2 + k a ) — k 2 

Si el coeficiente de amortiguamiento viscoso b es despreciable por su pe- 
queftez, podemos sustituir b = 0 en esta ultima ecuacion. Entonces, 

X(jco) _ —m a co 2 + k a _ 

P(jco) ' (—Mco 2 + k + k a )(—m a co 2 + k a ) — k 2 

[Notese que en el sistema real las vibraciones libres finalmente desaparecen 
debido al amortiguamiento (aun cuando este sea despreciable por su pe- 
quefiez) y la vibration forzada en estado permanente puede representarse 
por esta ultima ecuacion.] La fuerza transmitida f(t) a la cimentacion es 

f(t) = kx + bx == kx 


Adem&s, la amplitud de esta fuerza transmitida es k \X(ju>) |, donde | X(jw) 
est& dada [ndtese que |P(/aj) | = P = mo?r] como 


I X(jcoi) | 


(k a — m a co 2 ) 


(k + k a — Mco 2 )(k a — m a (D 2 ) 
_ mco 2 r(k a — m a co 2 ) 


P(jco) | 


(k - k a - Mco 2 )(k a - m 0 co 2 ) - k 2 j (7_44) 

Al examinar la Ec. (7-44), adviertase que si m a y k a estan dadas de modo que 

k a — m a a> 2 = 0 


o k a /m a = a) 2 , entonces | X(ju>)\ = 0 y la fuerza t ransm itida a la cimenta- 
ci6n es cero. De modo que si la frecuencia natural yjk a /m a del absorbedor de 
vibration dinamica se hace igual a la frecuencia de excitation oo, es posible 
eliminar la fuerza transmitida a la cimentacion. En general, tal absor bedor 
de vibration dinamica se usa solamente cuando la frecuencia natural yJk/M 
del sistema original esta muy proxima a la frecuencia de excitation w. (Sin 
este dispositivo, el sistema puede estar proximo a la resonancia.) 
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Fisicamente, el efecto del absorbedor de vibracion dinamica consiste en 
producir la fuerza de resorte k a y tal que esta cancele la fuerza de excitacion 
pit). Para ver este punto, notese primero que si el coeficiente de amorti- 
guamiento viscoso b es despreciable por su pequefiez, entonces 

Y(jco) X(jco) Y(jco) 

P(jco) P(jco) X(jco) 

= _ K _ 

{—Mm 1 + k + k a )(—m a ca 2 + k a ) — k\ 

Si m a y k a se escogen de modo que k a = m a a 2 , encontramos 

Y(jco) _k^_ _ J_ 

P(joY) —kl k a 

En consecuencia, 

""' ? l + l~j) 

= sen (cot — 180°) 

P 

— —-r- sen cot 
k a 

Esto significa que el resorte k a da una fuerza k a y = — P sen at a la masa M. 
La magnitud de esta fuerza es igual a la fuerza de excitacion, y el angulo de 
fase se atrasa 180° de la fuerza de excitacion (la masa m a vibra en oposicion 
de fase a la fuerza de excitacion) con el resultado de que la fuerza del resorte 
kj> y la fuerza de excitacion p(t) se cancelan mutuamente y la masa M per- 
manece estacionaria. 

Hemos mostrado que la adicion de un absorbedor de vibracion dinami¬ 
ca reducira la vibracion de la maquina y la fuerza transmitida a la cimenta- 
cion a cero cuando la maquina este excitada por la masa desbalanceada (u 
otras causas) a la frecuencia a. Puede mostrarse tambien que habra ahora 
dos frecuencias en las cuales la masa A/estara en resonancia. Estas dos fre- 
cuencias son las frecuencias naturales de este sistema de dos grados de liber- 
tad y pueden encontrarse de la ecuacion 

(k + k a — Mcof)(k a — m a oof) — kl = 0 (/ = 1, 2) 

Los dos valores de la frecuencia, y oj 2 , que satisfacen esta ultima ecuacion 
son las frecuencias naturales del sistema con un absorbedor de vibracion di- 
n&mica. La figura 7-43(a) y (b) muestra curvas de la amplitud X(ja) contra 
frecuencia a para los sistemas mostrados en la Fig. 7-42(a) y (b), respectiva- 
mente, cuando b es despreciable por su pequefiez. 

Notese que la adicion del amortiguamiento viscoso en paralelo con el 
resorte del amortiguador k a alivia las vibraciones excesivas de estas dos fre¬ 
cuencias naturales. Esto es, las amplitudes muy grandes de estas dos frecuen¬ 
cias de resonancia pueden reducirse a valores m&s pequeflos. 
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(o) 



(b) 

Fig. 7-43. (a) Curva de amplitud contra frecuencia del sistema mos- 
trado en la Fig, 7-42(a); (b) curva de amplitud contra frecuencia del 
sistema mostrado en la Fig. 7-476(b). 


7-7 COMPUTADORAS ANALOGICAS 

Los sistemas din&micos pr&cticos pueden describirse mediante ecuacio- 
nes diferenciales de orden superior. La solucidn de tales ecuaciones general- 
mente es un proceso que consume mucho tiempo. La computadora analdgi- 
ca resulta muy titil para resolver ecuaciones diferenciales ya que ahorra 
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tiempo, particularmente cuando se necesitan valores diferentes de cada uno 
de los par&metros. 

Otro rasgo caracteristico de la computadora analogica es que puede 
usarse como simulador. De hecho, la simulation de los sistemas fisicos es 
una aplicacion importante de este tipo de computadora. Puede usarse para 
simular una componente, varias componentes, o aun un sistema entero. Como 
simulador en tiempo real, la computadora se alambra para simular una o 
varias componentes de un sistema que aun no se ha construido. A1 utilizar 
los traductores adecuados, la computadora analogica se conecta al resto del 
sistema real ya que este construido. El sistema compuesto puede probarse 
entonces como una unidad y puede evaluarse el funcionamiento del sistema, 
procedimiento que se usa ampliamente en la industria. En particular, la 
computadora analogica ha resultado muy util para determinar los efectos de 
las variaciones de parametros en el funcionamiento de sistemas. 

Exponemos aqui el principio de operacion de computadoras analogicas 
electronicas y las tecnicas de construir diagramas de computadora para re¬ 
solver ecuaciones diferenciales y simular sistemas fisicos. Solo se consideran 
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, invariantes en el tiempo. 

Amplificadores operacion ales. Los amplificadores operacionales, como 
se usan en las computadoras analogicas, son capaces de realizar las fun- 
ciones matematicas de integration, suma e inversion de signo. Un amplifi- 
cador operacional es un amplificador de cd y tiene una ganancia muy alta, 
aproximadamente de 10 6 a 10 8 . La corriente alimentada a la entrada de un 
amplificador operacional es despreciable por su pequenez. El voltaje de sali- 
da de un amplificador operacional esta limitado usualmente a • 100 V. (En 
computadoras de pequefia escala est& limitado a ± 10 V.) La figura 7-44 es 
un diagrama esquem&tico de un amplificador operacional. El voltaje de sa- 
lida e a y el voltaje de entrada e est&n relacionados por 

e 0 = —Ke 

donde K = 10 6 a 10® 


Entrada 

Fig. 7-44. Diagrama esquematico de un e 
amplificador operacional. 

Inversiones de signo. La figura 7-45(a) es un diagrama esquematico de 
un inversor de signo. Un amplificador operacional esta en serie con una re- 
sistencia de entrada R, y esta en paralelo con una resistencia de realimenta- 
cion R 0 . Porque la impedancia interna del amplificador es muy alta, esen- 
cialmente la corriente i es despreciable o 



Salida 


/ = 0 
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Por lo tanto, por la ley de corrientes de Kirchhoff 



(b) 



Fig. 7-45. (a) Diagrama 
quematico de un inversor 
signo; (b) simbolo del inver¬ 
sor de signo cuando R(/R t = 
1; (c) simbolo del inversor de 
signo cuando R(/Rj - 10. 


donde 



En consecuencia, tenemos 



e t — e _e — e 0 
Ri ~ RT 

Observando que e 0 = —Ke. La Ec. (7-45) puede inscribirse 



(7-45) 


Puesto que K es un numero muy grande (10^ a 10 8 ) y R/Ro es del orden de 0.1 a 
10, despreciando los terminos que incluyen a A' en el lado derecho de esta ulti- 


9- ? 
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ma ecuacion, encontramos que 

(7-46) 

Notese que la Ec. (7-46) pudo obtenerse tambien simplemente sustituyendo 
e = 0 en la Ec. (7-45). 

De la Ec. (7-46) vemos que el voltaje de salida e 0 es igual al voltaje de 
entrada e t multiplicado por una constante (-/?<//?,), la cual es negativa. Los 
valores de las resistencias R t y R 0 normalmente son 0.1 Mfi, 0.25 Mfl y 1 
MSL Asi son posibles valores diferentes de R 0 /Rj • En muchas computadoras 
analogicas, sin embargo, los valores de R 0 /R, estan fijos en 1, 4 o 10. 

La figura 7-45(b) y (c) muestra los simbolos comunmente usados para 
el inversor de signo con R 0 /Rf = 1 y R 0 /Rj = 10, respectivamente. 

Sumadores. El diagrama esquematico de un sumador que adiciona n 
entradas se da en la Fig. 7-46(a). En el sumador, se usan resistores como im- 
pedancias de entrada y de realimentacion de un amplificador operacional. 
Este circuito es el mismo que el inversor de signo. De hecho, cada sumador 
se puede usar como el inversor de signo. 



(a) 



(b) 

Fig. 7-46. (a) Diagrama esquematico de un sumador; (b) simbolo del 
sumador. 

Observando que la corriente i es despreciable por su pequeftez (/ ± 0), 



Scanned and Edited By YORCH® 


430 AnAlisis de Sistemas Lineales 


Cap. 7 


la ecuacion para este circuito se puede obtener como 


o bien 


h l h I ••• W„ =/'„ 

gi - g I g 2 ~ e j. . . . , - e = e - e 0 

*1 ‘ Rz ' K K 


A1 sustituir e = 0 en esta ultima ecuacibn, tenemos 

ih 1 . (747) 

Asi, el circuito mostrado en la Fig. 7-46(a) realiza una adicion o suma pon- 
derada de n entradas. (Notese que el sumador cambia el signo algebraico). 
Si, por ejemplo, R 0 = 1 Mfi, = 0.25 MO, R 2 = 1 MO, y R 3 = 0.1 Mfl, 
entonces la Ec. (7-47) se hace 

e 0 ----- —{Ae x -f e 2 f 10e 3 ) 

El simbolo comunmente usado para el sumador aparece en la Fig. 7-46(b). 


Integradores. La figura 7-47(a) es un diagrama esquematico del in- 
tegrador. En este circuito se usa un resistor como impedancia de entrada y 
un capacitor como impedancia de realimentacion. 

La ecuacion del circuito puede obtenerse de la siguiente forma. Obser- 
vando que la corriente i es despreciable por su pequenez, o / = 0, tenemos 


donde 


it = i 


o 


Por lo tanto, 



i 0 


n d(e — e a ) 
dt 


e,- — e ^ d(e — e 0 ) 

— R~ ~~~ ° dt 

Sustituyendo e = 0 en esta ultima ecuacion da 


o bien 


£j_ _ n de o 

R t ~ 0 dt 


__ 

dt _ 



Integrando ambos miembros de esta ultima ecuacion de 0 a t, encontramos 


1 

R t C 0 


f 


e.(t) dt 


e o (0 — e o (0) 
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(b) 


Fig. 7-47. (a) Diagrama es- 
quematico de un integrador; 
(b) simbolo del integrador. 


o bien 

e.W = - P <>,(0 dt + «.(0) (7-48) 

La ecuacion (7-48) muestra que el circuito de la Fig. 7-47(a) es un integra¬ 
dor. El integrador debe estar inicialmente polarizado por un voltaje de cd 
con el objeto de dar la condicion inicial necesaria e 0 = 0. 

La figura 7-47(b) muestra el simbolo comunmente usado para el in¬ 
tegrador. La condicion inicial e 0 (0) se indica en el circulo. Adviertase que en 
muchas computadoras analogicas se usan resistores estandar de 0.1 MO, 
0.25 MQ, 1 MO y un capacitor estandar de 1 /iF. En tal caso, los valores de 
1 /fcC 0 son iguales solamente a 1, 4 o 10. 

Como en la operacion de suma, si se aplican dos seflales de entrada al 
integrador como se muestra en la Fig. 7-48(a), entonces la salida e 0 (t) estd 
constituida por la suma de dos integrates y la condicion inicial e 0 (0), o sea 

J e x (t)dt - J e 2 (t) dt + e o (0) (7-49) 


e 0 {t) = 
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(b) 

Fig. 7-48. (a) Diagrama esquematico de un integrador con dos entra- 
das; (b) diagrama simplificado. 


La ecuauon (7-49) puede encontrarse observando que 


donde 


h + i 2 = *« 


i = e r ~ e ~ £l 

R i ' Ri 

. _ e 2 — e ^ 

R 2 ■ Rz 

. _ ^ d(e — e 0 ) ^ de 0 

0 dt 0 dt 


Un diagrama simplificado de la Fig. 7-48(a) se muestra en la Fig. 7-48(b). 
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Multiplicacion por una fraccion. La multiplicacion de e, por una cons- 
tante a, donde 0 < a < 1 puede efectuarse mediante el uso de un poten¬ 
ciometro [vease la Fig. 7-49(a)]. La salida e 0 es 





La figura 7-49(b) ilustra el simbolo comunmente usado bara un potenciometro. 


9- 


I R 

»/ 


(a) 




Fig. 7-49. (a) Potenciometro; (b) sim¬ 
bolo del potenciometro. (b) 

Soluciones de ecuaciones diferenciales. A1 resolver ecuaciones diferen- 
ciales por medio de una computadora analogica, siempre integramos deri- 
vadas mas bien que diferenciarlas. La razon de este hecho es el ruido espu- 
rio que esta siempre presente en el sistema de la computadora analogica. La 
diferenciacion acentua el efecto del ruido, en tanto que la integracion lo 
suaviza y, por lo tanto, las computadoras analdgicas usan la integracidn m^s 
que la diferenciacion como un operador basico. 

Notese que con el objeto de resolver ecuaciones diferenciales lineales, 
invariantes en el tiempo como 

(a) <»-i) 

x + * + a n _ x x 4- a n x = p(t) 

se necesitan las componentes enlistadas abajo 

1. El integrador 

2. El sumador 

3. El inversor de signo 

4. El potenciometro 

5. La fuente de voltaje de cd 
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Procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales. Como ilustra- 
cion, considerese la ecuacion diferencial 

jc + IOjc + 16jc = 0, x(0) - 0, jc(0) = 80 (7-50) 

El primer paso para construir un diagrama de computadora consiste en su- 
poner que se dispone de la derivada de mayor orden. Luego, resolver la 
ecuacion diferencial para esta derivada de mayor orden. En la ecuacion di¬ 
ferencial presente 

x = — lOx — \6x 

Observando que la variable —x puede obtenerse integrando X y tambitii que 
x puede obtenerse mediante la integration de — x, producimos las sefiales 
— IOjc y — 16x mediante el uso de dos integradores y un inversor de signo. El 
siguiente paso es sumar estas dos sefiales, — 10a: y — 16a:, e igualar el resulta- 
do con x, el termino con la derivada de mayor orden que originalmente se 
supuso disponible. Finalmente se fijan las condiciones iniciales en las sali- 
das de los integradores. (Las condiciones iniciales estan indicadas en los 
circulos del diagrama de la computadora). La figura 7-50 muestra un dia¬ 
grama de computadora del sistema definido en la Ec. (7-50). 



Es importante recordar que el cambio de signo esta asociado con cada 
amplificador operational. De modo que si el numero de amplificadores 
operacionales (integradores, sumadores e inversores de signo) en una tra- 
yectoria cerrada es par, los voltajes de salida se incrementaran hasta que se 
saturen. Para eliminar cualquier posibilidad de operation inestable, el nu¬ 
mero de amplificadores operacionales en cualquier trayectoria cerrada debe 
ser una cantidad impar. (En el diagrama de computadora de la Fig. 7-50 la 
trayectoria cerrada interna tiene un amplificador operacional y la trayecto¬ 
ria cerrada externa tres.) Este requisito sirve como una verification conve- 
niente de cualquier error cometido al construir el diagrama de computadora. 

Generation de una funcion exponential. Demostremos como producir 
una funcion exponencial xr(t) = 20e~ 05t . Con el objeto de construir el 
diagrama de computadora analogica, obtengamos primero la ecuacion dife- 
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rencial correspondiente, la ecuacion diferencial de mas bajo orden cuya so¬ 
lution es x(t) = 20e~ 0 51 . 

A1 diferenciar x{t) con respecto a t, tenemos 

x = — I0e ~° 5t 


For lo tanto, la ecuacion diferencial requerida es 
x -f- 0.5x = 0, x(0) = 20 

Resolviendo esta ecuacibn para x da 


x — —0.5* 

Suponiendo que est6 disponible — x, x puede obtenerse integrando —x una 
vez. La figura 7-51 muestra un diagrama de computadora analogica para 
generar la funcion exponencial dada. 


Fig. 7-51. Diagrama de computadora 
analogica. 



Generation de una funcion senoidal. Aqui deseamos producir una se¬ 
rial senoidal, tal como 10 sen 3 1. Con el objeto de construir el diagrama de 
computadora analogica, obtengamos la ecuacion diferencial de mas bajo 
orden cuya solution sea 10 sen 3 1. 

Sea 

x(t) = 10 sen3t 

Entonces 


x(t) = — 90 sen 3 1 

Por lo tanto, la ecuacion diferencial requerida es 

x 4- 9x = 0, x(0) — 0, x(0) = 30 

Resolviendo esta ecuacion diferencial para la derivada de mayor orden, te- 


Fig. 7-52. 

analogica. 


Diagrama de computadora 
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Suponiendo que este disponible x, x puede obtenerse integrando x dos ve- 
ces. En la Fig. 7-52 se da un diagrama de computadora de este sistema. 

N6tese que las salidas del primero y el segundo integradores oscilan en- 
tre 30 y — 30 V y entre 10 y — 10 V, respectivamente. La salida del in verso de 
signo oscila entre 90 y —90 V. Con el objeto de tener buena exactitud, es de- 
seable hacer oscilar el voltaje de salida de cualquier amplificador entre 80 y 
90 V. Este paso puede efectuarse utilizando los factores de escala de magni- 
tud apropiada. (Los factores de escala de magnitud se expondrdn en detalle 
mas adelante en esta seccibn.) 

Factor de escala de tiempo. A1 resolver un sistema de ecuacion diferen- 
cial, el tiempo de solucion real puede ser tan rapido que el registrador sea in- 
capaz de seguir la respuesta con exactitud. En fenomenos fisicos que tienen 
lugar con semejante rapidez, la velocidad a la cual son simulados por la 
computadora debe disminuirse. Por otra parte, en algunos casos, la solu¬ 
cion real puede tomar un tiempo excesivamente largo. Para evitar tales in- 
convenientes, se necesita la tecnica conocida como tecnica de escalamiento 
en tiempo. 

El escalamiento en tiempo relaciona la variable independiente del siste¬ 
ma fisico con la variable independiente de la computadora analogica. La 
computadora puede Uevar a cabo la corrida mas aprisa o mas despacio que 
en “tiempo real” de ser conveniente o necesario. Notese que si se van a usar 
partes reales del sistema con la computadora; esto es, si la computadora se 
usa para simular una o varias componentes del sistema real y esta conectada 
directamente al hardware del sistema real, la escala de tiempo debe ser de 
uno a uno. En otras palabras, la computadora debe trabajar en tiempo real. 

Sea la siguiente ecuacion que relaciona el tiempo real t en segundos con 
el tiempo de la computadora (o tiempo de la maquina) t en segundos: 

t = At 

donde X es el factor de escala de tiempo. Si X se escoge como 0.1, entonces 
10 segundos de tiempo real equivalen a 1 segundo de computadora. Esto 
significa que si la respuesta real toma 10 segundos de tiempo real para 
completarse, entonces la respuesta se completa en 1 segundo en la computa¬ 
dora. Reciprocamente, si X se escoge como 10, entonces 1 segundo de tiempo 
real es equivalente a 10 segundos de tiempo de computadora. Por lo tanto, 
con el objeto de acelerar (retardar) la respuesta de la computadora, X debe 
escogerse menor que (mayor que) la unidad. 

Como ilustracion, considerese la ecuacion diferencial 

y Ay 

l00x = °’ * (0) = 10 ’ i(0) = 15 ( 7 ’ 51 ) 

En este sistema, puesto que la frecuencia natural no amortiguada u n es igual 
a 10 rad/s y el factor de amortiguamiento relativo f es igual a 0.5, el tiempo 
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de asentamiento t s es 


t. 


4 

Cco„ 


4 

0.5 X 10 _ 


0.8 s 


La respuesta se establece dentro del 2°7o del valor final en 0.8 segundos. 

Supdngase que deseamos retardar la respuesta de modo que el tiempo 
de asentamiento sea de 8 segundos. Podemos hacerlo escogiendo un factor de 
escala de tiempo X de 10. Convirtamos la variable independiente t en r. 
Puesto que x = \t, obtenemos 


dx __ dx dx _ i dx 
dt ~ dx dt dx 


d 2 x __ i 2 d 2 x 
dt 2 ~ dx 2 

La ecuacion (7-51) se hace entonces 

A 2 ^? + 10A^+ 100x = 0 

dx 2 dx 

o bien 


d 2 x 10 dx , 100 
dx 2 + X dx^HF 


x — 0 


Para retardar la solution mediante un factor de 10, sustituimos X = 10 
en esta ultima ecuacion. La ecuacion de la computadora es entonces 


Las condiciones iniciales se transforman en. 


*( 0 ) = 10 , 


dx 

dx 


1 dx 
X dt 


10 


(15) = 1.5 


Ejemplo 7-12. En el sistema electrico de la Fig. 7-53, el capacitor no esta cargado ini- 
cialmente. El interruptor S se cierra en t =*'• 0. Simulemos este sistema electrico en 
una computadora analogica. 

La ecuacion del circuito para t > 0 es 

i dt — E 


L f, + " + £/ 


A1 sustituir dq/dt = i en esta ultima ecuacion, tenemos 


d 2 q \ ndq . 1 


df 


+ R f, + i<> = E ’ 


?(0) = 0, 


Definamos q/C = x. Entonces, esta ultima ecuacion se hace 


d^x dx 

LC W 2 + Rc ft+ X = E ' 


x(0) =0, 4 * 


-0 


= 0 
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L = 5 mH 

r = 5n 

C= 200 jj. F 
E = 24 V 



Fig. 7-53. Sistema electrico. 


Sustituyendo los valores numericos dados 


(5)( 10" 3 )(200)( 10 - 6 ) + (5)(200)(10- 6 )^ + x = 2A 

o bien 

^3 + 10 3 ^ + 10 6 * - (24X10*) 

La respuesta de este sistema es muy rdpida. (La frecuencia natural no amortiguada 
es igual a 10 3 rad/s y el factor de amortiguamiento relativo f igual a 0.5.) Retrase- 
mos la respuesta en la computadora anal6gica mediante un factor de 10 3 o escojamos 
un factor de escala de tiempo X que sea de 10 3 . Entonces, al cambiar la variable inde- 
pendiente t por r, donde x = \t, vemos que 

d 2 x , 10 2 dx , 10 6 . (24)(10 6 ) 

dx z ^ X dx “ r X 2 X X 2 


la cual, con la sustitucidn de X = 10 3 , se hace 


d 2 x 

dx 2 


+ & + *-* 


En la Fig. 7-54 se muestra un diagrama de computadora para simular este sistema. 
N6tese que q = Cx = 2 x 10" 4 x e /' = dq/dt - X(dqldx) = XC(dxldx) = 
0.2 ( dxjdx ). 


(' = 0.2^j - 2 x 10 ~ 4 x'j 



Fig. 7-54. Diagrama de computadora analogica para el sistema 
mostrado en la Fig. 7-53. 
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Ejemplo 7-13. (Simulation de un absorbedor de vibration dinamica.) En el sistema 
mecanico con un absorbedor de vibration dinamica mostrado en la Fig. 7-55, supon- 
gase que todas las condiciones initiates son cero y que la fuerza de entrada p sen c ot se 
da en t = 0. Simulemos este sistema en una computadora analogica. 

Las ecuaciones de este sistema sort 


m 


d 2 x{ 

dt 2 


+ + kx^ + k a {x\ 


— x 2 ) — P sen cot 


m a 


d 2 x 2 
"dt r 


+ k a (x 2 


— Xi) = 0 



m ~ 

1kg 

b = 

5 N-s/m 

k = 

500 N/m 

T7)q 

0.5 kg 

x 0 = 

200N/m 

p = 

20 N 

Cl) = 

20rad/s 


Fig. 7-55. Sistema mecanico con un absorbedor de vibration 
dinamica. 


A1 sustituir los valores numericos dados en estas ecuaciones, tenemos 
—i + 5 + 500 a:! + 200(xj - x 2 ) = 20 sen20r 

0 . 5 ^ + 200 ( x 2 - Xl )=0 

Si escogemos el factor de escala de tiempo X de 10, las ecuaciones del sistema se hacen 
1RF' +0 - S W + 5xi + 2(at, - x 2 ) =0.2 sen 2r 

+ 4(x 2 - x,) = 0 

Definamos ahora las nuevas variables y x y y 2 tales que 
y i = 100 x u y 2 = 100 x 2 
Las ecuaciones del sistema se hacen entonces 


d 2 y\ 
dr 2 


+ 0.5 ^ + 5y t + 2(y t - y 2 ) = 20sen2r 


41yi 

dr 2 


+ Myi—yi) 


= 0 
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Para simplificar la notation, escribamos 


dy i _ . 


dx yit dx 2 

Por tanto, las ecuaciones del sistema pueden escribirse 

yi + 0.5j>i + 5>>i + 2(y x — y 2 ) = 20sen2l 
h + 4(^2 - ?i) = 0 


d 2 y 


1 _ 


y it 


dyz _ s. 

dt~ yz ’ 


d 2 y 2 

dx 2 


y% 


(7-52) 

(7-53) 


Las condiciones iniciales son 

J.(0)=0, j>i(0)=0, y 2 (0)=0, y 2 (0) = 0 

Usaremos las variables yi y y 2 para simular el sistema mecanico. 

A1 simular este sistema, producimos primero la funcion impulsora 20 sen 2 t. 
Notese que p = 20 sen 2x es la solucion de 

p + 4p = 0, p{ 0) = 0, /K0) = 40 

En el siguiente paso, resolvemos las Ecs. (7-52) y (7-53) para los terminos de la deri- 
vada de mayor orden, respectivamente. 

y x = — O.Sjk 4 — ly x + 2 >>2 + 20sen2t 

y 2 = 4^i - 4_y 2 

Supongamos entonces que y x y j> 2 estan disponibles e integremos estas seftales para 
obtener -y x y -y 2 y tambiSn —y x y —y 2 con el objeto de obtener y x y y 2 . A1 ali- 
mentar estos terminos de menor orden a las componentes apropiadas requeridas por 
las ecuaciones del sistema, generamos los terminos de las derivadas de mayor orden 
hY y 2 y cerramos la trayectoria. La figura 7-56 es un diagrama de computadora ana- 
logica que Simula el sistema mecanico con un absorbedor de vibration dinamica con- 
siderado. 

Notese que las seftales de salida de la computadora estin dadas en voltajes. Por 
lo tanto, es necesario interpretar los voltajes de salida de los amplificadores en termi- 
nos de las cantidades fisicas originales. (Se dispone de un modelo sistematico para 
correlacionar los voltajes de salida con cantidades fisicas. Para los detalles, veanse ■ 
los factores de escala de magnitud expuestos mas adelante.) En este problema 
ejemplo, si los voltajes instantaneos de las seftales y x y y 2 son 5 V y 10 V, respectiva¬ 
mente, entonces los desplazamientos x x y x 2 se interpretan como 0.05 m y 0.1 m, res¬ 
pectivamente. 

En la solucion de computadora analogica (Fig. 7-56), la amplitud de la serial y x 
decrece a cero cuando se alcanza el estado estable. En el estado estable, la serial y x es 
cero y la seftal 2 y 2 es - 20 sen 2 t. En consecuencia, la sefial 2 y 2 cancela a la funcion 
de excitacidn p{x) = 20 sen 2x en estado estable y, por lo tanto, la Ec. (7-52) se hac« 

9\ + 0.5j>i + ly x =0 

Asi que el sistema no tiene funcion tie excitacion en estado estable yy t (oo) se hace cero. 


Factores de escala magnitud. La magnitud del voltaje de salida del ampli- 
ficador depende en gran medida de la exactitud del circuito. Cuando alambra- 
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Fig. 7-56. Diagrama de computadora analogies para el sistema mostrado 
en la Fig. 7-55. 

mos el circuito, el voltaje debe hacerse tan grande como sea posible dentro 
de los limites de la maquina. Los limites son usualmente ± 100 V. (En cier- 
tas computadoras analogicas de pequefia escala los limites son ± 10 V.) 

Despues de la selection de un factor de escala de tiempo conveniente, 
debe darse atencion a la escala de magnitudes. Puesto que la computadora 
manipula voltajes, es necesario transformar las ecuaciones del sistema real, 
las cuales pueden involucrar, por ejemplo, presi6n, temperatura, desplaza- 
miento y cantidades similares, en ecuaciones de voltaje an&logas. Esto es, 
en un sistema de presion, debemos decidir cuantos newtons por metro 
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cuadrado del sistema real deben ser representados por un volt en la compu- 
tadora. Los factores de escala de magnitud relacionan los voltajes de salida 
de los amplificadores con las correspondientes cantidades fisicas. 

A1 escoger factores de escala de magnitud, deben tenerse presentes los 
siguientes requisitos. El voltaje de salida de cualquier amplificador no debe 
exceder los limites del amplificador (usualmente ± 100 V) si se va a evitar la 
saturacion. La saturacion en el voltaje causara errores en la solucion. Y con 
el objeto de eliminar el efecto del ruido, el voltaje maximo de cualquier 
amplificador no debe ser muy pequeno. Para asegurar la exactitud apro- 
piada, es preferible que la maxima oscilacion en el voltaje de salida de cual¬ 
quier amplificador estb alrededor de ±80 hasta ±90 V. A este respecto, la 
selection apropiada de los factores de escala de magnitud es de gran impor- 
tancia. (Notese que en la mayor parte de las computadoras analogicas algu- 
nos errores son toscamente constantes. Para tales errores las salidas grandes 
resultan en errores de bajo porcentaje.) Esta magnitud del error puede ser 
adecuada, puesto que las suposiciones de simplification en el analisis de 
ingenieria a menudo involucran aun mayor exactitud. 


Procedimiento para determinar factores de escala de magnitud. A cau¬ 
sa de que el cambio en escala de tiempo puede alterar las derivadas de tiempo 
de las variables dependientes, el factor de escala de tiempo debe decidirse 
antes de determinar los factores de escala de magnitud. Si la velocidad de las 
soluciones del sistema real esta dentro del alcance razonable de la computa- 
dora, el dar escala de tiempo puede no ser necesario. El problema se puede 
correr en tiempo real. 

El primer paso para determinar los factores de escala de magnitud con- 
siste en estimar las magnitudes maximas de las variables que puedan ocurrir 
en el sistema fisico. En la practica, las escalas de las variables usualmente 
son desconocidas antes de obtener la solucion. Por lo tanto, se necesita cier- 
ta cantidad de tanteos para establecer los factores de escala de magnitud 
apropiados. Tales estimaciones pueden provenir de un conocimiento del sis¬ 
tema real, de cblculos burdos, de una conjetura pura o de una combinacibn 
de bstos. (En muchos casos, las estimaciones se hacen despreciando el amor- 
tiguamiento en el sistema.) Excepto en problemas comunes y corrientes, 
puede haber gran necesidad de conjeturas. 

Una vez encontradas las estimaciones iniciales de las magnitudes maximas 
de las variables, se pueden determinar los factores de escala de magnitud. 
Los valores asi determinados pueden probarse para ver si son los apropia¬ 
dos mediante la corrida del problema con los factores de escala de magnitud 
supuestos y observando si los voltajes son demasiado grandes o demasiado 
pequeflos. Si los factores de escala de magnitud no son los apropiados, bstos 
pueden variarse hasta obtener resultados satisfactorios. 



Scanned and Edited By YORCH® 


Sec. 7-7 


Computadoras AnalOgicas 443 


Ejemplo 7-14. Considerese el sistema mostrado en la Fig. 7-57. Supongase que el 
desplazamiento x se mide desde la posicion de equilibrio. Las condiciones iniciales se 
dan como 

— 3 m/s 

l = 0 

Simulemos este sistema mecanico en una computadora analogica. 

La ecuacion del sistema es 

(j2 X sfy 

m J + b 7' + kx = 0 

A1 sustituir los valores numericos dados para m, b y k, tenemos 

f[2 x dx 

0.2 + 180 x =0 


x(0) =0m, % 


Fig. 7-57. Sistema mecanico. 





7////7////Z 


m = 0.2 kg 
b = 1.2 N-s/m 
k = 180 N/m 


o bien 


d 2 x 
dt 2 



+ 900 x = 0 


Puesto que el tiempo de asentamiento del presente sistema es 


ts 


4 = _ 4 

£co„ 0.1 x 30 


1.33 s 


retardemos la respuesta y hagamos que el nuevo tiempo de asentamiento sea de 13.3 segun- 
dos. Podemos hacerlo f&cilmente escogiendo que el factor de escala de tiempo X sea de 10. 
A1 cambiar la variable independiente de t a x, donde X = \t - 10/, tenemos 


d 2 x 
dx 2 


0.6 + 9x 

dx 


0 
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donde 

= 0.3 m/s 

T=0 

Por razon de simplicidad, escribamos 

dx . d 2 x 

dx ’ dx 2 

Entonces, se tiene una ecuacion de sistema con escala de tiempo apropiada 

x + 0.6 x + 9a: = 0, x(0) = 0, x(0) = 0.3 (7-54) 

Usaremos la Ec. (7-54) como la ecuacion de partida para determinar los factores de 
escala de magnitud. Resolviendo la Ec. (7-54) para la derivada de mayor orden da 

x = —0.6 x — 9x (7-55) 

Determinemos los factores de escala de magnitud de modo que la oscilacion maxima 
de cada amplificador sea de 90 V. Definamos k\ y k 2 como factores de escala de mag- 
nitud tales que k x relacione voltaje con velocidad (m/s) y k 2 relacione voltaje con 
desplazamiento (m). Por lo tanto, k t tiene la dimension de volts por metro por se- 
gundo (V-s/m), y k 2 tiene la dimension de volts por metro (V/m). Reescribamos la 
Ec. (7-55) como 

x = -^(M) - ^-(M) 

AC i AC 2 

Con el objeto de hacer minimo el efecto del ruido y mantener alta la exactitud, 
debe usarse un numero minimo de amplificadores. (En cualquier computadora ana- 
logica el numero de amplificadores es limitado. A1 resolver problemas complejos que 
requieren muchos integradores y sumadores, debe usarse un numero minimo de 
amplificadores para cada ecuacion con el objeto de ahorrar componentes.) El pre¬ 
sente sistema es de segundo orden y, por lo tanto, necesitamos dos integradores. 
Puesto que el numero de amplificadores en cualquier trayectoria cerrada debe ser im- 
par, necesitamos cuando menos un inversor de signo. Asi, el numero minimo de 
amplificadores necesario es tres. Latfigura 7-58 muestra un diagrama de computado¬ 
ra para el problema donde se requiere un numero minimo de amplificadores. 

En relation con la Fig. 7-58, el voltaje de salida del primer integrador es - k^x. 
El voltaje de salida del segundo integrador es k 2 x. El voltaje de salida del inversor de 
signo es - k 2 x. Estos voltajes de salida deben estar limitados a ±90 V. (El voltaje 
m&ximo absoluto es ± 100 V, asi que ±90 V es una eleccidn conservadora.) Un siste¬ 
ma de segundo orden tal como el representado por la Ec. (7-54) tiene su movimien- 
to mas violento cuando se remueve el termino de amortiguamiento. Para obtener esti- 
maciones conservadoras o excesivamente grandes de los valores maximos, podemos 
usar la solucion de 


x(0) = 0 m, 


dx 

dx 


x + 9x — 0, x(0) = 0, x(0) = 0.3 

La solucion de esta ecuacion simplificada es 

x(t) = 0.1 sen 3r 


En consecuencia. 


x(x) =0.3 cos 3 t 
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De la solution presente podemos obtener estimaciones conservadoras (excesivamente 
grandes) para el sistema definido por la Ec. (7-54) tales que 

Valor mdximo de |jc| = |jr|mix = 0.1 
Valor maximo de |jc| = |x|max = 0.3 

Escojamos k t y k 2 de modo que | k x x\ = | kjx | = 90 V para los valores de x y x, res- 

1 l<2 



Y asi, 


*2 


90 _ 90 

I I mix 0.3 
90 _ 90 

I X | mix 0.1 


300 V-s/m 
900 V/m 


ki 

k\ 


= 3 


Notese que de la Ec. (7-58) tenemos 

k x x = ad^-k^x) + bf$(—k z x) 

o bien 

x + adx + bfifex — 0 


Observando que k x /k 2 = 3, esta ultima ecuacion se hace 

x + adx -f- 3b fix — 0 (7-56) 

Por comparacion de las Ecs. (7-54) y (7-56), vemos que 

ad = 0.6, bp = 3 

Escojamos a = 1, a - 0.6, b = 10 y Q = 0.3. 

A continuation, debemos determinar el valor de 7 . La constante del segundo 
integrador ( l/y)(k 2 /ki ) generalmente se fija igual a 1 o 10. Puesto que k 2 /k t = 3, es- 
cogemos 
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Esto resulta en 7 = 0.3. Se determinan entonces todas las constantes desconocidas 
en la Fig. 7-58. Un diagrama de computadora con escalas apropiadas se muestra en 
la Fig. 7-59(a). Las condiciones iniciales son 

—A'iJc(O) - -300 x 0.3 - -90 V 
k 2 x(0) = 900 x 0 = 0 V 

La salida del segundo integrador es 900 x(t). 

Es importante notar que el potenciometro representado mediante 7 en la Fig. 
7-58 puede eliminarse, como lo muestra la Fig. 7-59(b). (Esta situacion es equivalente 
a fijar la constante del integrador igual a 3.) 

Notese que en razon de que empleamos la determination de la escala de tiempo 
al principio de la solution del problema, el tiempo involucrado en la solucion de 
computadora es el tiempo de computadora t (donde t = 10 / y / es el tiempo real). 
Notese tambien que en esta solucion de computadora analogica el desplazamiento y 
la velocidad se obtienen en volts. Los valores de voltaje pueden volverse a cambiar 
por las cantidades fisicas correspondientes con base en la definition de los factores 
de escala de magnitud k x y k 2 . 



(a) 



(b) 


Fig. 7-59. Diagramas de compu¬ 
tadora analogica. 
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En este ejemplo, el desplazamiento medido en volts puede transformarse res- 
tableciendolo en metros mediante el uso de la siguiente relacion 

1 V corresponde a m 
you 

y la velocidad medida en volts puede transformarse restableciendola en metros por 
segundo mediante el uso de la siguiente conversion 


1 V corresponde a 


1 


metro 


300 segundo de cornputadora 

Puesto que en el presente caso, 

10 segundos de cornputadora = 1 segundo real 

tenemos 


1 V corresponde a 


metro _ 

0.1 segundo real 


J_ metro 

30 segundo real 


Resumen de procedimientos para resolver ecuaciones diferenciales. Los 

pasos que normalmente seguimos en la solucion de ecuaciones diferenciales 
pueden resumirse comos sigue: 

1. Determine el factor de escala de tiempo y los factores de escala de 
magnitud como se necesiten. 

2. Resuelva la ecuacion diferencial para la derivada de mayor orden. 
El primer miembro de la ecuacion obtenida define las entradas del 
primer integrador. 

3. Integre la derivada de mayor orden para obtener las derivadas de 
menor orden y la variable en si. 

4. Alimente estos terminos de las derivadas de menor orden en compo- 
nentes apropiadas como lo pidan las ecuaciones del sistema, gene- 
rando asi la derivada de mayor orden y cerrando la trayectoria. 

5. Proporcione las condiciones iniciales segun se requiera. 

Conclusiones. La simulacion por cornputadora analogica juega un pa- 
pel importante en el analisis y diseflo de sistemas complicados. Los efectos 
de los cambios en los parametros del sistema sobre el funcionamiento del 
sistema pueden ser facilmente determinados. La ventaja de la simulacion 
analogica es que puede usarse cualquier escala de tiempo conveniente. No 
obstante, se tiene la limitation de que la cornputadora analogica resuelve so- 
lamente ecuaciones especificas con condiciones iniciales numericas y que da 
la solucion como curva. La cornputadora no puede dar una solucion general 
con constantes arbitrarias. Asi que la solucion por cornputadora tiene dife- 
rente car&cter que la solucion analitica por metodos exactos. 
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En general, la representation matem&tica precisa de una componente 
complicada es dificil. Es probable que alguna de las caracteristicas impor- 
tantes de la componente se pase por alto en la simulation, factor que puede 
causar serios errores en la solution. Con el objeto de evitar tales errores, el 
simulador debe incluir componentes del sistema reales. Si se incluyen tales 
componentes, no se perderan caracteristicas importantes de las componen¬ 
tes reales. La solution, sin embargo, debe obtenerse en tiempo real. 

Las computadoras analogicas de gran escala pueden usarse para singu¬ 
lar sistemas no lineales o resolver sistemas de ecuaciones diferenciales no li¬ 
neales. Operaciones no lineales tales como la multiplication de dos variables 
pueden realizarse facilmente con la computadora analogica electronica. Se 
dispone de circuitos electronicos estandar para simular no-linealidades co- 
munmente encontradas como la saturation, la zona muerta e histeresis. Las 
curvas caracteristicas de entrada y salida de estas no linealidades se 
muestran en la Fig. 7-60(a), (b) y (c). El uso de la computadora analogica en 
sistemas no lineales no es esencialmente diferente de aquel de los sistemas li¬ 
neales descrito en esta section. 





(a) (b) (c) 

Fig. 7-60. Curvas caracteristicas de entrada-salida; (b) no linealidad 
de saturaci6n; (b) no linealidad de zona muerta; (c) no linealidad de 
histeresis. 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problema A-7-1. En relation con el circuito mostrado en la Fig. 7-61, supongase 
que hay una carga inicial q 0 en el capacitor justamente antes que el interruptor 5 se 
cierre en t = 0. Encutiitrese la corriente i(t). 

Solution. La ecuaci6n del circuito es 

Ri + ^ f idt = E 


E 

Fig. 7-61. Circuito electrico. 

Tomando la transformada de Laplace de esta ultima ecuacion 



Puesto que 

obtenemos 


o bien 


i I(s) + i (0 dt 

"« + 7 - s - 1=1 ■ 

jmdt[__ r q(0)= go 

RI(s) + ~ ^ s) ^ g<? =§ 


£ 

s 


(7-57) 


Atw W t IKS) -t <?0 = 

Resolviendo para I(s), tenemos 

_ CE-q 0 _ (E/R) - (golRC) 
w RCs + 1“ 5 + (1 /RC) 

La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion da la corriente /(/). 
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Notese que la transformada de Laplace de la ecuacion integral incluye automa- 
ticamente la condicion inicial como se vio anteriormente. Si la ecuacion del circuito 
se escribe en la forma 



entonces la transformada de Laplace de esta ecuacion da 


*"'> . 1 ,c .K 

la cual es, por supuesto, la misma que la Ec. (7-57) obtenida anteriormente. 

Problema A-7-2. Supongase que un disco gira a una velocidad constante de 100 
rad/s y deseamos pararlo en 2 minutos. Suponiendo que el momento de inercia 7 del 
disco es de 6 kg-m 2 , determinese el par T necesario para detectar la rotation. 


Solucion. El par necesario T debe actuar de modo que reduzca la velocidad. Asi que 
la ecuacion de movimiento es 

Jcb = -T, G)( 0) = 100 

A1 integrar esta ultima ecuacidn con respecto a t, obtenemos 

Jco(t) = —Tt + k 

La constante de integration k se determina mediante el uso de la condicion inicial. 
Asi ’ Jco(0) = k = 100/ 

Y, por lo tanto, 

Jco(t) - -Tt + 100/ 


En t = 2 min = 120 s, queremos parar, o que w(120) sea igual a cero. Por lo tanto, 
/»(120) - 0 = -T x 120 + 100 x 6 
Resolviendo para T, tenemos 


T - 


600 

120 


= 5 N-m 


Problema A-7-3. Una masa m esta unida a una cuerda que est£ bajo una tension T 
en el sistema de la Fig. 7-62(a). Suponemos que la tension T permanece constante en 
pequeflos desplazamientos x. Despreciando la gravedad, encuentrese la frecuencia 
natural del movimiento vertical de la masa m. ^Cual es el desplazamiento *(/) cuando 
la masa tiene dadas las condiciones iniciales x(0) = x 0 y x(0) = 0? 


Solucion. En relacion con la Fig. 7-62(b), la componente vertical de la fuerza debida 
a la tension es 

— rsen#i — rsen0 2 
Para x pequefla, los Angulos y 6» 2 son pequeflos y 

sen 9 1 = tan 6 X = — 
a 

sen 9 2 = tan 9 2 — -y 
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La ecuacion de movimiento del sistema es 

mx = -Tsen0i -Tseng, = -T— - T~ 
z a b 

o bien 

m * + r (¥ + l) x “° 

Por lo tan to, la frecuencia natural del movimiento de la masa es 



La solution x(t) esta dada por 

jr(/) = x 0 cos co„t 


Problema A-7-4. Obtenga la ecuacion de movimiento del sistema del pendulo 
mostrado en la Fig. 7-63, asi como la frecuencia natural. Supongase que cuando el 
pendulo esta vertical, no hay fuerza del resorte; tambien, supongase que 0 es pe- 
queflo. Finalmente, determinese 6(t) cuando el pendulo tiene dadas las condiciones 
iniciales 0(0) = 0 O y 0(0) = 0. 
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Solution. Sobre este sistema estAn actuando dos pares: uno debido a la fuerza gravi¬ 
tational y el otro debido a la fuerza del resorte. A1 aplicar la segunda ley de Newton, 
la ecuacion de movimiento del sistema se hace 

J§ = —mgl sen# — ika sen 0)(a cos 9) 

donde J = ml 2 . A1 reescribir esta ultima ecuacion, tenemos 
ml 2 0 + mgl sen 9 + ka 2 sen 9 cos 9=0 

Para 6 pequefto, tenemos sen 6 = 6 y cos 6 = 1. Asi que la ecuacidn de movimiento 
puede simplificarse a 

ml 2 § + (mgl + ka 2 )B = 0 

o bien 

^ + (t + ^) 6, = 0 

La frecuencia natural a>„ del sistema es 



La solution 6{t) estA dada por 

9{t) = 6 0 cos co„t 


Problema A-7-5. Dos masas m x y m 2 estAn conectadas mediante un resorte de cons- 
tante k en la Fig. 7-64. Suponiendo que no hay friction, obttiigase la ecuacion de 
movimiento. AdemAs, encuentrese x x (t)yx 2 (t) euando la fuerza externa Fes constan-i 
te. Supdngase que x^O) = 0, x^O) = 0 y x 2 (0) = 0, x 2 (0) = 0. 



Solution. La ecuacion de movimiento es 

m 1 x 1 = —k(xi — x 2 ) + F 
m 2 x 2 = —k{x 2 — x t ) 

Reescribiendo 

mjx t + k(x i — x 2 ) = F (7-58) 

m 2 x 2 + k(x 2 — xt) = 0 (7-59) 

De las Ecs. (7-58) y (7-59) obtenemos 

mim^Xi — x 2 ) + ( km 2 + km^i — *i) = m iF 
Si deflnimos x x — x 2 = x, entonces esta ultima ecuatidn se simplifica a 
m^m 2 x -f k{m x + m 2 )x = m 2 F 
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Se sigue que 


Defmamos 


^ _i_ *( w i + m 2 ) x _F 

m l m 2 mi 


(7-60) 


(OS 


2 _ Kmi + m i) 


m l m 2 


Entonces, la Ec. (7-60) se hace 


x + co z x = — 

mi 


A1 tomar la transformada de Laplace de esta ultima ecuacion, sustituyendo las con- 
diciones iniciales x(0) = 0 yjir(O) = 0, y observando que Fes una constante, tenemos 


(s 2 + co z )X(s) = r 


m x s 


o bien 


X(s) = 


1 


m x s s z + co z miCO, 

La transformada inversa de Laplace de AX?) da 

F 




cot 


x(r) 


(l — cos c o„t) 


miCOn 

Determinaremos ahora x 2 (t). De las Ecs. (7-59) y (7-61) encontramos 

kF 


(7-61) 


m 2 x 2 - kx — 




(1 — cos co„t) 


Puesto que F = constante, podemos integrar facilmente el Iado derecho de esta ulti¬ 
ma ecuaci6n. Observando que x 2 (0) = 0 y x 2 (0) = 0, obtenemos 


kF 


sen coj 


miXz ~mi(olV a), 

o tambien 

kF It 1 , 1 , w \ kF 

miXl mi(O z \2 + (O zCOSCOnt ) m,©: 

Asi que x 2 se obtiene como 
F 


x 2 {t) 


F 


Fw,m 2 


1 - cos y 


l k{m x + m 2 ) 
m x m 2 


m x + m 2 2 k{m x + m 2 ) 2 
Por tanto, la solucion ^(r) se obtiene de 

Xi(t) = x{t) + x 2 {t) __ 

A1 sustituir las Ecs. (7-61) y (7-62) en esta ultima ecuacion y simplificar, 


(7-62) 


X\(0 


Fm\ 


m x -f- m 2 2 k(nii -f- m 2 ) 2 


cos 


k(m x + m 2 ) f ~j 

w,m 2 J 


Problema A-7-6. En la Fig. 7-65 el sistema esta en reposo inicialmente. En t = 0 se 
aplica al punto A un escalon unitario como desplazamiento de entrada. Suponiendo 
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que el sistema permanece lineal a traves del periodo de respuesta y que esta subamor- 
tiguado, encuentrese la respuesta x(t), asi como los valores de x (0 +), i (0 +) y x(oo). 

(Entrada escalon 

, unitario) 






Fig. 7-65. Sistema mecanico. 

Solucion. La ecuacion de movimiento del sistema es 

mx -f b(x — y) -f- kx — 0 

o bien 

mx I bx -( kx •— by 

Observando que x(0—) = 0, jc( 0 — ) = 0, la transformada £_ de esta ultima 
ecuacion da 

(ms 2 -|- bs ! k)X(s) — bsY(s) 

Asi, 

£(-v) bs 

Y(s) ms 2 -(• bs k 

Puesto que la entrada y es un escalon unitario, >%s) = 1/s. En consecuencia, 

Y( £ hS 1 = h 

v ms 2 -[■ bs i k s ms 2 bs f k 

2^(0 n _ 

.v 2 • 2 £a>„.y + 0)~ 

__2C_ (O n >/T^T> _ 

s / l - C 2 (S -I- CcOn) 2 1 - (co„V 1 C 2 ) 2 

donde hemos utilizado las relaciones k/m= u 2 n y b/m = 2fu>„. La transformada in- 
versa de Laplace de x(s) es 

2 r , _ 

\(/> ' e -ico„l g en Q) n \/ 1 — £ 2 t 

v 1 C 2 

Aunque los valores dex(0 + ), i(0 + ) y ,v(oo) pueden encontrarse facilmente de 
esta ultima ecuacion, en su lugar se usaran aqui los teoremas del valor inicial y final 
con el objeto de demostrar su aplicacion. 

A1 aplicar el teorerna del valor inicial a este problema, los valores iniciales 
jr (0 +) y i (0 +) pueden encontrarse como 

v(0 ) lim.vV(v) !im -- s ?/ >(Dn - - 0 

, ■ • j • ■ a- ; 2L,OJ n s ■ OJ~ 

v!0 ) lim.v 2 A(s( lint , ’ ~^ 0) " 2 £o>„ 

■ s- • 2L,a)..'- (0: 
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El valor final *(co) se obtiene mediante el uso del teorema del valor final 


-y(oo) = lim sX{\) ----- lim 


s-2 C(O n 


0 


s -o 5 .0 s 2 “H 2Ccu„.v 1 (X>1 

Asi la masa m retorna a su posicion original en el transcurso del tiempo. 


Problema A-7-7. Considerese el sistema rotatorio mostrado en la Fig. 7-66 y su- 
pongase que el par T aplicado al rotor es de corta duracion pero de gran amplitud de 
modo que se le puede considerar como una entrada de impulso. Supongamos que la 
velocidad angular inicialmente es cero, u oj( 0— ) = 0. Dados los valores numericos 

J — 10 kg-m 2 
b — 2 N-s/m 



b 


Fig. 7-66. Sistema rotatorio mecanico. 


encuentrese la respuesta w(/). Supongase que la amplitud del par T es de 300 N-m/s y 
que la duracion del par es de 0.1 s; esto es, la magnitud del par T es de 300 xO.I = 
30 N-m. 


Solucion. La ecuacion de movimiento del sistema es 


Jcb f bco = T, CW(0 ) = 0 

Consideremos que el par impulsivo de magnitud 1 N-m es <5(/). Entonces, al sustituir- 
los valores numericos dados en esta ultima ecuacion, obtenemos 

10cu | 2a> = 30 <5(0 


Tomando la transformada £_ de esta ultima ecuacion, 

10[,n(.v) - ©(0-)] + 2Q(s) - 30 

o sea 


0(0 


30 3 

10 .v -i 2 = v 0.2 


La transformada inversa de Laplace de ft($) es 

co(t) — 3e~°- 2r (7-63) 


N6tese que oj(0 +) = 3 rad/s. La velocidad angular del rotor es cambiada instantctnea- 
mente de w(0 —) = 0 a w(0 + ) - 3 rad/s. 
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Si el sistema solo est.i sometido a la condicion inicial a>(0) = 3 rad/s y no hay 
par externo, T = 0, entonces la ecuacion de movimiento se hace 

lOco + 2co = 0, co(0) = 3 

A1 tomar la transformada de Laplace de esta ultima ecuacion 
10[jfi(j) - ©(0)] + 2fi($) = 0 

o bien 


Q(^) = 


10co(0) 30 3 

10 $ + 2 “ 10 $ + 2 $ + 0.2 


La transformada inversa de Laplace de fl(s) da 

co(t ) — 3e -0 - 2 ' 


la cual es identica a la Ec. (7-63). 

Del analisis precedente vemos que la respuesta de un sistema de primer orden a 
una entrada impulso es identica al movimiento desde la condicion inicial en t = 0 +. 

Esto es, el efecto de la entrada de impulso a un sistema de primer orden consiste 
en generar la condicion inicial distinta de cero en t = 0 +. 


Problema A-7-8. En relation con la Fig. 7-67, un hombre deja caer una bola de 
acero de masa m en el centro de la masa M desde una altura d y la atrapa en el primer 
rebote. Suponiendo que el sistema esta inicialmente en reposo, £cual es el movimien¬ 
to de la masa M despues de haber sido golpeada por la bola de acero? Supongase que 
el impacto es perfectamente elastico. Ademas, supongase que los valores numericos 
de M, m, b, ky d se dan como M = 1 kg, m = 0.1 kg, b - 4 N-s/m, k = 125 N/m 
y d = 1 m. El desplazamiento x de la masa M se mide desde la posicion de equilibrio 
antes que la bola la toque. Las condiciones iniciales son x(0— ) = 0 y x(0—) = 0. 




Fig. 7-67. Sistema mecanico sometido 
a una entrada impulso. 


Solucion. La ecuacion de movimiento del sistema es 

Mx bx + kx —■ p{t) (7-64) 

Puesto que se supone que el impacto es perfectamente elastico, la cantidad de movi¬ 
miento de la pelota cambia desde mv hacia abajo (en t = 0) a mv hacia arriba (en t = 0), 
o sea un cambio total de 2 mv donde v es la velocidad de la pelota antes de golpear la 
masa M. El impacto de la bola de acero es un impulso de entrada en masa M. La 
magnitud o area del impulso de entrada p(t) es 
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Asi, 

p(t) — 2mv d(t) 

Y por lo tanto, la Ec. (7-64) se puede escribir 

Mx + bx -f kx = 2mv 5(t) 

Observando que x(0—) = 0 y x(0—) = 0, la transformada £_ de esta ultima 
ecuacion da + bs + k)X(s) = 2mv 

Resolviendo para X(s), obtenemos 

X(s) — 2mv _ 

Ms 2 + bs + k 

Puesto que la velocidad v de la bola despues de caer una distancia d es 

v — */2gd 


se sigue que 


Y , , _ 2m*s/2gd 

^ ^ Ms 2 + bs + k 


A1 sustituir los valores numericos dados en esta ultima ecuacion, tenemos 


_ 2 x 0.V2 x 9.81 x 1 _ 


s 2 + 4s + 125 


(.s + 2) 2 + ll 2 


= 0.0805: 


-f 2) 2 + ll 2 

La transformada inversa de Laplace de X(s) da 

x(t) = 0.0805 e -2r sen 11/ m 

Asl, la respuesta de la masa M es un movimiento senoidal amortiguado. 

Problema A-7-9. Encu6ntrese la funcion de transference E 0 (s)/E j (s) del circuito 
electrico mostrado en la Fig. 7-68. 



Fig. 7-68. Circuito electrico. 0 -—-1— 

Soluci6n. Las impedancias complejas Z x y Z 2 son 

Zi = Ls 

_L _ i. 4 _Cs- 1 + RCS 
Z z ~ R + U R 
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Por lo tanto, 

y) = __ z 2 _ 

Ei(s) Z x -\-Z 2 


Problema A-7-10. Una fuerza externa p(t) se aplica a la masa m 2 en el sistema me- 
canico mostrado en la Fig. 7-69. Obtengase la funcion de transferencia AXs)/P(.s). En 
el diagrama los desplazamientos x y y se miden desde sus respectivas- posiciones de 
equilibrio. 

Solucion. Las ecuaciones de movimiento del sistema son 

m 2 x -}- b x (x — y) + k 1 (.v — y) 4- k 2 x = p 
y + b x (y - 4) + k x (y - x) =0 


Fig. 7-69. Sistema mecinico. 

Tomando la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones y suponiendo cero las 
condiciones iniciales, tenemos 

(m 2 s 2 i b t s \ k x \ k 2 )X(s) — (b x s t A: a ) K(.v) 1 P(s ) 

C rn x s 2 i b x s \ k x )Y(s ) = ( b x s -f /ri)A'(s) 

A1 eliminar L(s) de estas dos ultimas ecuaciones, la funcion de transferencia 
X(s)/P(s) resulta 

A'(.v) _ m x s 2 | b x s 4 k x _ 

P(s) ( m 2 s 2 + k 2 )m x s 2 -f {m x s 2 4 m 2 s 2 f k 2 )(b x s + k x ) 

Problema A-7-11. Obtengasnse las funciones de transferencia X 0 ( s )/ X i ( s ) y E 0 (s)Z 
Ej(s) de los sistemas mostrados en la Fig. 7-70(a) y (b), respectivamente, y muestrese 
que los sistemas son analogos. 

Solucion. La ecuacion de movimiento del sistema mecanico de la Fig. 7-70(a) es 

b x {x t — x 0 ) 4 - k x (x- - x 0 ) = b 2 x a 



R 

I , RCs R 

R ' LRCs 2 i Ls -|-- R 
1 1 4 RCs 
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(a) (b) 

Fig. 7-70. (a) Sistema mecanico; (b) sistema eiectrico analogo. 

Asi que al tomar la transformada de Laplace de esta ecuacion, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, tenemos 

(Ai a I- Ai)A'i(-s') = (bis -|- ki -[■ b 2 s)X 0 (s) . 

La funcion de transferencia X 0 (s)/Xi(s) es 

h s .1 | 

X 0 (s) _ = _ b x s -\ A, _ A/. 

Xi(s) ' (Ai i b 2 )s | A, ~ Ai -I A 2 „ j , 

A, ' 

A continuation, considerese el sistema eiectrico mostrado en la Fig. 7-70(b). 
Usando impedancias complejas, la funcion de transferencia E 0 (s)/E t (s) se obtiene 
como 

n , _L 

Eo(s) = At 1 C,.y RiCyS \ 1 

£■/(*) ft ! o , 1 ■ (*i L/? 2 )C,.V -I- 1 

^ 1 CVv 

Comparando las funciones de transferencia obtenidas, vemos que tienen la misma 
forma y, por lo tanto, son sistemas andlogos. 

Problema A-7-12. Encuentrese la funcion de transferencia X 0 (s)/X'(s) del sistema me¬ 
canico mostrado en la Fig. 7-71(a) y muestre que este sistema es analogo al sistema 
eiectrico de la Fig. 7-71(b). 

Solution. Las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico de la Fig. 7-71(a) son 

A i (v, — y) = A,(j — x 0 ) 
b\(y - x a ) = k 2 x 0 

(Notese que se transmite una fuerza igual a traves de cada componente.) Al tomar la 
transformada de Laplace de estas dos ecuaciones, suponiendo cero las condiciones 
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Fig. 7-71. (a) Sistema mecanico; (b) sistema electrico analogo. 


iniciales, tenemos 

kAXM - Y(s)] = bdsYis ) - sX 0 (s)] 
bi[sY(s) - sX 0 (s)] = k 2 X 0 {s) 

Asi que al eliminar Y(s) de las dos ultimas ecuaciones, obtenemos X 0 (s)/X i (s) como 

* 1 , 

Xo(s) _ k, S 

A continuacion, considerese el sistema electrico mostrado en la Fig. 7-71(b). 
Usando impedancias complejas, la funcion de transferencia E 0 (s)/Ej(s) puede obte- 
nerse como 

1 

E 0 (s) _ (1 IRi) + C\S R\CzS 

E t (s ) 1 1 /?,(C, + C 2 )s + 1 

C 2 s + (1 //?,) + C lS 

La comparacion de estas dos funciones de transferencia muestra que los dos sistemas 
son an&logos. 


Problema A-7-13. Despu6s de obtener las funciones de transferencia X 0 (s)/X i (s) y 
£ 0 (s)/£,(s) de los sistemas mostrados en la Fig. 7-72(a) y (b), muestre que estos son 
sistemas an&logos. 

Solucion. Las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig. 7-72(a) son 

M*/ - x„) = b 2 (x 0 - y) 
b 2 (x 0 -y) = k 2 y 

Al tomar la transformada de Laplace de estas dos ultimas ecuaciones, suponiendo 
cero las condiciones iniciales, obtenemos 

kAXfc) - X 0 (s)] = b 2 [sX 0 (s) - sY(s)] 
b 2 [sX 0 (s) - s Y (j)) = k 2 Y(s) 
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Fig. 7-72. (a) Sistema mecanico; (b) sistema electrico analogo. 


A1 eliminar Y(s) de las dos ultimas ecuaciones, la funcion de transferencia se hace 


XqU) _ 

X£s) 



La funci6n de transferencia E 0 (s)/Ej{s ) del sistema electrico de la Fig. 7-72(b) 
puede obtenerse como 


1 

E 0 (s) _ _Cjj_ R 2 C 2 s + 1 

Ei(s) R z ._1_ R Z {C i + C 2 )s + 1 

R 2 C 2 s + 1 CiS 


Comparando las funciones de transferencia de los sistemas mecanico y electrico, ve- 
mos que son sistemas analogos. 


Problema A-7-14. Encu6ntrese la funcion de transferencia X 0 (s)/X i {s) del sistema 
mecdnico de la Fig. 7-73(a) y muestre que es andlogo al sistema electrico de la Fig. 
7-73(b). 

Solucion. Las ecuaciones de movimiento del sistema mecanico de la Fig. 7-73(a) son 

bi(x, - x 0 ) + k } (x, - x a ) = b 2 {x 0 - y ) 
b 2 i.x 0 - y) = k 2 y 

Al tomar la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, tenemos 

bAsXfc) - sX 0 (s )] + ki[X,(s) - X 0 (s)] - b 2 [sX 0 (s) - sY(s)] 
b 2 [sX 0 (s) - sY(s)) = k 2 Y(s) 
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Fig. 7-73. (a) Sistema mecanico; (b) sistema electrico analogo. 


Si eliminamos 7(5) de las dos ultimas ecuaciones, la funcion de transferencia X 0 (s)/ 
A^s) se hace 


X 0 (s) 

Us) 


'r s 

vA'i 


1 


k\ 


+ 0- 


, b 2 


Para el sistema electrico de la Fig. 7-73(b), la funcion de transferencia E 0 {s)/E,{s) 
resulta 


E 0 (s) 

EM 


Ri 


1 

C] 5 


1 


(1 IRi) + C 2 s 


C i 5 


__ (R i Cjs + 1 )(R z C 2 s } 1) 

(RiCiS I 1 ){R 2 C 2 s 1 I) 1 R 2 C,s 

Una comparacidn de las funciones de transferencia muestra que los sistemas de la 
Fig. 7-73(a) y (b) son analogos. 


Problem a A-7-15. Encuentrese el periodo del pendulo conico en el cual una bola 
de masa m da vueltas alrededor de un eje vertical fijo con una velocidad constante, 
como lo muestra la Fig. 7-74. 

Solucion. Mientras la bola se mantenga en un angulo constante, la componente ver¬ 
tical de la tension S en la cuerda se equilibrara con la fuerza gravitacional mg y la 
componente horizontal de S se balanceara con la fuerza centrifuga mo 2 r. De modo 
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que, por la geometrla 


o bien 



Fig. 7-74. Pendulo conico. 


mC0 2 r r 

mg h. 



Por lo tanto, el periodo T es 



Problema A-7-16. Un muchacho monta en bicicleta con una velocidad constante 
de 80G m/min alrededor de una trayectoria circular horizontal de radio r - 50 m 
inclinado hacia adentro un 4ngulo 9 con respecto a la vertical como en la Fig. 7-75. 
Determinese el angulo de inclinacion 9 necesario con el objeto de mantener un tnovi- 
miento circular en estado estable. 



, i. 

mC0 2 r ^ m — 
r 
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La fuerza gravitational mg puede resolverse en dos fuerzas componentes, Fy R como 
se muestra en la Fig. 7-75. La fuerza horizontal F = mg tan 8 debe proporcionar la 
fuerza centripeta necesaria, mv*/r. (Notese que la fuerza horizontal F puede sumi- 
nistrarse mediante friction si la superficie es suficientemente dspera. Si no lo es, el 
muchacho debe reducir la velocidad para evitar que derrape.) Por lo tanto, 

mg tan 9 — ni¬ 
cy bien 

tan 0 = — 
gr 


A1 sustituir los valores numericos dados en esta ultima ecuacion, encontramos 


tan 9 


(800/60) 2 
9.81 x 50 


- 0.3625 


o tambien 


9 = 19.9° 


Problema A-7-17. En sistemas rotatorios, si algunas flechas giran a velocidades 
criticas, pueden desarrollarse grandes vibraciones como resultado de efectos de la re- 
sonancia. En relation con la Fig. 7-76(a), donde el disco de masa m estd montado en 
una flecha eldstica cuya masa es despreciable comparada con la del disco y esta colo- 
cado a media distancia entre los cojinetes, supongase que el disco no es perfectamen- 
te simetrico y que hay una excentricidad e respecto al centro del disco. El centro geo- 
metrico del disco, el centro de masa del disco, y el centro de rotation est4n indicados 
mediante los puntos O, Gy/?, respectivamente. La distancia entre los puntos R y 0 
es r y aquella entre los puntos O y G es e. Supongase que la constante de resorte 
equivalente de la flecha eldstica es k, de modo que la fuerza restauradora debida a la 
flecha elastica es kr. £,Cual es la velocidad critica del sistema? 

Solution. En relation con el sistema de la Fig. 7-76(a), la fuerza centrifuga que ac- 
tua sobre la flecha es muPie + r). Esta fuerza se equilibra con la fuerza restauradora 
de la flecha elAstica, kr. Asi, 


o bien 


donde u>„ 


mCO z (e + r) = kr 

C0 2 (e 4 - r) = coir 
yjk/m. Resolviendo para r, 

e 


r (col/co 2 ) - 1 


(7-65) 


La deflexion r tiende a incrementarse r4pidamente cuando w tiende a En w = 
ocurre la resonancia. La deflexion r se incrementa mientras que la Ec. (7-65) siga 
siendo vdlida. La velocidad critica de la flecha es entonces 



CO cr = CO, 
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(a) 



Fig. 7-76. Sistema rotato- 
rio donde (a) la velocidad 
angular es menor que la ve¬ 
locidad critica; (b) la veloci¬ 
dad angular es mayor que la 
velocidad critica. 


A velocidades mayores que la critica, el centro de gravedad G estara situado 
como se muestra en la Fig. 7-76(b), y la fuerza centrifuga se hara 

mC0 2 (r — e) 

y esta fuerza se equilibra con la fuerza restauradora de la flecha el&stica kr. Por lo 
tanto, 

mCQ 2 (r — e) — kr 

Resolviendo para r y observando que k/m = w*, tenemos 


_ _ e_ _ 

~ 1 — (CO 2 j CO 2 ) 


Para oj > w„, la deflexion r decrece y tiende a e si se incrementa u>. Para u> ^ o>„, el 
centro de gravedad del disco se mueve hacia la linea XX ', y en este caso el disco no 
gira excentricamente sino que la flecha deflexionada, gira excentricamente alrededor 
del centro de gravedad G. 


Problem* A-7-18. Considerese el sistema masa-resorte mostrado en la Fig. 7-77. El 
sistema estd inicialmente en reposo, o x(0) = 0 y ir(0) = 0. En t - 0 se aplica a la masa 
una fuerza pit) = P sen ut. Usando el metodo de la transformada de Laplace, 
determinese x(f) para / > 0. Cuando los valores de m, k, P y cj est^n dados como m = 
1 kg, k = 100 N/m, P - 50 N, y w = 5 rad/s, encu6ntrese la solucibn x{t). 
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Fig. 7-77. Sistema masa-resorte. 



Solucion. La ecuacion de movimiento del sistema es 

mx -f- kx — P sen cot 

A1 definir co„ = yjk/m, esta ultima ecuacion puede escribirse 

P 

x ! CO~x ■■= — sen cot 
m 


La transformada de Laplace de esta ultima ecuacion, usando las condiciones ini- 
ciales x(0) = 0 y jc( 0) = 0, es 


En consecuencia, 


0- -[- co 2 )X(s) = 


P CO 

m s 2 + co 2 


X(s) = 


Pco _1_ 

m (5 2 + C0 2 )(s 2 + CO 2 ) 


Pco / 1 1 _ 1 _ 1 \ 

m \co 2 — CO% S 2 + CD 2 CO 2 — CO 2 S 2 + CO 2 ) 


La transformada inversa de Laplace de esta ultima ecuacion es 


x«) 


1 


_ 

m co 2 — co 2 \co„ 


sen co„t - sen cot 


De los valores numericos dados, encontramos u„ = yjk/m = V100/1 = 10 rad/s, 
P/m = 50 N/kg, y ce/a)„ = 5/10 = 0.5. Sustituyendo estos valores numericos en la 
ultima ecuacion, tenemos 

x(t ) = — jsen 10t 4 ^sen 5t m 


PROBLEMA A-7-19. Suponiendo que el sistema mecanico de la Fig. 7-78 este en repo- 
so antes de dar la fuerza de excitacion P sen aY, obtengase la solucion completa x(t) y 



Fig. 7-78. Sistema mecanico. 
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la solution en estado estable x ss (t). El desplazamiento x se fnide desde la position de 
equilibrio. 


Solution. La ecuacion de movimiento del sistema es 

mi + bx 4- kx - P sen cot 1 ■■ 

Observando que x(0) = 0 y ;c(0) = 0, la transformada de Laplace de esta ecuacion es 

co 


(ms 2 b.s |- k)X(s) P 2 


co 2 


o bien 


X(s) = 


Pco 


(j 2 4 CO 2 ) (ms 2 I bs 4 k) 
Pco 1 1 


m s 2 -\- CO 2 s 2 4 2 Cco„s 4- co 2 

donde co„ = \jk/m y f = b/(2yjmk). X(s) puede expandirse como 


X(s) 


Pco f as + c 


—as 4- cf 


\s 2 + co 2 s 2 4- 2£co„s 4- co 


i) 


Mediante simples calculos puede encontrarse que 

-2 Co>„ 


Por lo tanto, 
Pco 


(col — co 2 ) 2 4- 4£ 2 co 2 co 2 

_ (co 2 — co 2 ) _ 

(col — co 1 ) 2 4 4( 2 co 2 co 2 

4( 2 co 2 — (col — co 2 ) 
(co 2 - co 2 ) 2 4 4£ 2 co 2 co 2 


A'(.v) = 


{col - co 2 ) 2 4- 4( 2 co 2 co 2 


L 


f -2(co„.s 4 (co 2 - co 2 ) 2Cco„(.s 4 (co„) 4 2£ 2 co 2 (co 2 - co 2 ) 


.v 2 4 co 2 .v 2 I 2Cco„s 1 co;; 

La transformada inversa de Laplace de X(s) da 


x(t) 


Pco 


m[(co 2 co 2 ) 2 4- 4£ 2 co 2 co 2 ] 


2C,co n cos co t 4 


(CO 2 — CO 2 ) 


2Zco„e ^COSO.VTT 2 , I 

CO„s/ 1 C 2 


CO 


sen 


sen cot 


co„ \/i - ( 2 1 


En estado estable (/ —• oo) los terminos que involucran a e {uj tienden a cero. 
Asi que en el estado estable 


xjt) 


Poj 


m[((ol - co 2 ) 2 . 4C 2 co 2 co 2 ] 


s—rti 2 £co„ cos cot —-- sen ot 

ico 2 


co 2 — co 2 

cxi 


Pco 


b c 

(A tnCO'Y : b-Q)*' 


A wco- ’ 

os cor --sen cot 

co 
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\/(k — mco 2 ) 2 -f b 2 co 2 


sen cot 


tan -1 — 
k 


bco \ 
— mco 2 / 


Problema A-7-20. Considerese el sistema mecanico mostrado en la Fig. 7-79. Si se 
aplica una fuerza de excitation p(t) = P sen ut, donde P = 1 N y co = 2 rad/s, se en- 
cuentra que la amplitud en estado estable de x{t) es de 0.05 m. Si la frecuencia de ex¬ 
citacion se cambia a u = 10 rad/s, se encuentra que la amplitud en estado estable de 
x(t ) es de 0.02 m. Determinese los valores de b y k. 

pit) - P senu/ 



Solution. La ecuacion de movimiento del sistema es 

bx + kx — p(t) 

La funcion de transferencia es 

X(s) = 1 

P(s ) bs + k 

De donde la funcion de transferencia senoidal es 


1 


X(ico) _ _ 

P(jco) bjco + k 


La relacion de amplitudes es 


Y asi, 


X(ico) 

P(jco) 


X(jco) I 


1 


V b 2 co 2 -f k 2 

1 PUco)\ 

\/ b 2 co 2 + k 2 


Del planteo del problema, si p(t) = P sen wt = sen It, la amplitud de x(t) es de 0.05 m. 
Por lo tanto, 

0.05 = 1 


*/b 2 x 2 2 + k 2 

o bien 

4b 2 4- k 2 = 400 (7-66) 

Si p(t) = P sen oot = sen 10/, entonces la amplitud de x(t) es 0.02 m. Por lo tanto 

1 


0.02 


o tambien 


*Jb 2 x 10 2 + k 2 
100 b 2 + k 2 = 2500 


(7-67) 
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De las Ecs. (7-66) y (7-67) obtenemos 


o bien 
Tam bien, 
o bien 


96 b 2 = 2100 


b = 4.68 N-s/m 
k 2 = 312.5 

k = 17.7 N/m 


Problema A-7-21. En relation con el sistema mostrado en la Fig. 7-80, supongase 
que la entrada y la salida son el desplazamiento y y el desplazamiento x, respectiva- 
mente. Supongase que y(t) = Y sen oit. i,Cual es la salida x(t) en estado estable? 


Solucion. La ecuacion de movimiento del sistema es 


mx + b(x — y) f kx = 0 


o bien 


mx -f bx + kx = by 

Por lo tanto, la funcion de transferencia entre X(s) y Y(s) es 

X(s) bs 

Y(s) ms 2 + bs + k 



Entonces la funcion de transferencia senoidal es 


Asi, 


y 


X(jco) = bjco _ 

Y(JC 0 ) —mco 2 + bjco + k 


X(jco) = bco 

Y(jco) {k — mco 2 ) 2 + b 2 co 2 


i X(jCD) 

Y(jco) 


tan' 


= 90° 


tan" 


bco . bco 

0 an k — mco 2 

bCO 


k — mco 2 
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Observando que Y(j^) = Y, la salida sc obtienc como 
x(t) — | X(joi) \ sen (cot -!- 0) 




J)0) Y 

inco^y 


I - /> 2 C0 2 


— sen cot 


90° 


tan" 


bco 


moj- 


I I angulo tan l \b/(k — mu> 2 )\ varia de 0 a 180° cuando cj se incrementa de cero a infi¬ 
nite*. Asi que para oj pequena la salida adelanta a la entrada casi por 90", para cj 
grande la salida se alrasa respecto a la entrada casi por 90°. 


Prohi.kma A-7-22. Encuenlrense los desplazamientos en estado estable Vj(/) y v 2 (/) 
del sistema mostrado en la big. 7-81. Supongase que los coelieientes de arnorti- 
guamiento viscose b x y b 2 son positivos, pero despreciables por su pequeiiez. (Esto 
significa que para obtener las ecuaciones del sistema, podemos suponer b x = 0, 
b 2 = 0. Puesto que b x y b 2 son positivos, aunque pequenos, el sistema es estable y la 
Ec. (7-33) puede usarse para encontrar la solution en estado estable.) Los desplaza- 
mientos j»i y.v 2 se niiden desde sus respectivas positioner de equilibrio en auseneiade 
la fuer/.a de excitation. 


Solution. Las ecuaciones de movimiento del sistema son 

m i v, I : A',.vj ; /> 2 (.v, x z ) ; A ; (v, \ : ) pit) Pstn cot 

m 2 x 2 I- b-Jx z - a-j) L(.v, a,) 0 

Puesto que b x y h 2 son despreciables por su pequene/, Misfit uyamos b x 0 \ b 2 0 



en las ecuaciones do movimiento. Entoriv.es, 

m x x x -j- A'l-t, k z {\< v>) (At) 

m z x z r A-(aa a.) ) 

A l tomar la trail for mada de Laplace de estas do,-, cl »*. 
condiciones iniciaies, teneiuos 


m las 
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(m ].v 2 -j A i \-k 2 )X l (s) k 2 X,(s) P(s) 

(m 2 s 2 ! - k 2 )X 2 (s) - k 2 X l (s) 0 

de la cual 


Xi(s) 
X i (s) 


m 2 s 2 4 A- 


X } (s) 

Ks) 


(m x s 2 Aj | k 2 ){ni 2 .s 2 i A,) A? 


Puesto que el sistema es basicamente estable, puede aplicarse la Ee. (7-33). A1 aplk 


la Ec. (7-33) al presente problema las amplitudes X x {j^)\ y 
de las funciones de transferencia senoidales eomo simie: 


X 2 ( /u') j se obtienen 


XiiiCD) 

PUcoj 

X 2 (jco) 

xdjco) 


(A 


I A 2 
k\ 


k 2 m 2 0) 2 

nt l cu z )(k 2 m 2 0) z ) k\ 


A 2 — fn 2 co 2 
Asi que la solucion cn estado estable Vj(/) es 

-Vj (/) \ X y (jco) | sen cat 1 

_ . (k 2 


XAi(o) 

H /CD) 


m 2 co z ) P 

(Ai -|- k 2 - m [ OJ 2 )(k 1 m z oX) 


■ 7 j sen coi 

A 7 


L.a solucion en estado estable ,v 2 0 ) es 

.v 2 (r) j X 2 (jCO) [sen j ODt • 
A, 


iX 2 (ico) 1 
/ F(/OJ) , 


A, - nhCO 2 


Xi ( jco) |sen I cor 


AtP 


x 2 (/co)Xy(icoy 
Xy(]CQ)P( i(O) 


(k 1 


niiCO~)(k 2 m 2 C0 2 ) A | 


> sen a)/ 


N 6 tese que los dngulos / X x (ju)/P(ju) y / X 2 (joj)/P( /a' ) son de 0" o bien de ISO ’. 
Los movimientos de las triasas Wj y m 2 cstan en fase o bien 180° d es fa sa do s de la ex¬ 
citation. 

Notese tambien que las masas y m 2 se mueven en la misma direction si u.< < 
s/k 2 /m 2 y en direccion opuesta co > 4k 2 /m 2 . Si uj = k 2 /tn 2 , la inasa pemianece 
inmbvil, en tanto que la masa m 2 se mueve senoidalmente. 

Probi.ema A-7-23. La f'igura 7-82 es un diagrama esquemdtico de un acelerometro. 
Supongase que la caja del acelerometro esta unida al bastidor de un avion, id acele¬ 
rometro indica la aceleracion de su caja con respecto al espacio inercial. El angulo de 
inclination 0 medido desde la linea horizontal se supone const ante durante el periodo 
de medicion. Muestre que, para entradas dc baja frecucncia, la aceleracion de la caja 
relativa al espacio inercial puede detenminaf.se mediante el desplazamiculo dc Si. 
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m con respecto a su caja. En el diafragma x es el desplazamiento de la masa m relati- 
vo al espacio inercial y se mide desde la position donde el resorte no esta comprimido 
ni estirado y y es el desplazamiento de la caja relativo al espacio inercial. 



Solution. La ecuacion de movimiento del sistema es 

mx + b(x — y) + k(x — y) = mg sen 9 
En terminos de un desplazamiento relativo x — y, la ultima ecuacion se hace 

m(x — y) + b{x — y) 4- k(x — y) = mg sen 9 — my (7-68) 

Puesto que 6 se supone constante durante el periodo de medicion, mg sen 8 es cons- 

tante. Por lo tanto, es posible calibrar el desplazamiento y definir una nueva va¬ 
riable z tal que 


y — sen 9 


Entonces, la Ec. (7-68) puede escribirse 

mi: + bz -f kz — —my 


Si la aceleracion y (la aceleracion de la caja relativa al espacio inercial) se toma como 
entrada al sistema y la variable z se toma como la salida, la funcion de transferencia 
del sistema se hace 

Z(s) __ —m _ _—1_ 

s 2 E(s) ms 2 + bs + k s 2 + ( bjm)s + ( kjm ) 


La funcion de transferencia senoidal es 

Z(,jco) = _ -l _ 

— ca z Y(jco) —co 2 + ( bjm)jco + (k/m) 
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Si la frecuencia de entrada co del sistema es muy baja comparada con \jk/m , entonces 

Z(yftj) . _ 

-CO 2 Y{jOJ) ~ k 

lo cual significa que z = a — y — ( mg/k ) sen 9 es aproximadamente proporcional a' 
la aceleracion de entrada lentamente variable y. Asi que para entradas de baja fre-: 
cuencia, la aceleracion y de la caja relativa al espacio inercial puede estar dada por 



De este modo, para entradas de baja frecuencia, la aceleracion y de la caja relativa al 
espacio inercial puede determinarse mediante el desplazamiento de la masa m con 
respecto a su caja. 

Notese quejun acelerometro tal como este debe tener una frecuencia natural no 
amortiguada sjk/m suficientemente alta comparada con la mayor frecuencia de en¬ 
trada que se vaya a medir. 

Problkma A-7-24. Una maquina rotatoria con una masa de 100 kg, montada sobre 
un aislador gira a una velocidad constante de 10 Hz. Una masa desbalanceada m ubi- 
cada a una distancia r del centra del rotor esta emitiendo vibraciones a una frecuen¬ 
cia co muy proxima a la frecuencia natural co„ del sistema con el resultado de que la 
maquina vibra violentamente y se transmite a la cimentacion una gran fuer/a vibra- 
toria. 

Disenese un absorbedor de vibracion dinamica para reducir la vibracion. Cuan- 
do el absorbedor de vibracion dinamica se agrega a la maquina rotatoria como sc 
muestra en la Fig. 7-83, el sistema entero se hace un sistema de dos grados de liber- 
tad. Determinese la masa m u y la constante del resorte k a del absorbedor de vibracion 
dinamica tal que la mas baja frecuencia natural sea 20 % de la frecuencia de opera- 
cion. Determinese tambien la m^.s alta frecuencia natural del sistema. Supongase que 
los valores de b (coeficiente de friccion viscosa del aislador) y b u (coeficiente de fric- 
cion viscosa del absorbedor de vibracion dinamica) son positivos pero despreciables 
por su pequenez. (Notese que puesto que los valores de b y b u son positivos, aunque 


Fig. 7-83. Maquina rotatoria con un 
absorbedor de vibracion dinamica. 



Absorbedor 

de 

vibracion' 

dinamica 


Maquina 

rota'ona 


Soporte 
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pequenos, el sistcma es estable. Por lo lanto, los despla/amientos pueden obtenerse 
median!e el uso de la tuneion de transferencia senoidal.) 

Solmion. 1 as eeuaeiones de movimiento del sistema son 

A/.v : bx i A.v b a (x y) ■ Ayf.v y) p{:) mco'-r sen OH 

ni,,y | hj y x) | Ay(y x) 0 

donde ,v y r son desplazamientos de la masa M y de la masa m tn respeetivamente, y 

am bos v y y se iniden desde sus respectivas posieiones de equilibria* Pucsto que /; = 0 

y /y 0, las dos ultimas eeuaeiones pueden simplificarse a 
A/.v ; A.v I A..(.\ y) pit) 

m a y : Ay(y x) 0 

( 'uando se desprecia la frieeidn viscosa, el sistema se haee equivalente al mostradoen 
la Fig. 7 42(b) eon h - 0. Por lo tanto. de la He. (7-44) obtenemos la amplitud de.v(/) 
eomo 

tnco 2 r(k a m a CQ 2 ) 1 


! X(jto) | | ( . - /,. A/ CO 2 )(Ay m a CO 2 ) A 2 

Para liacer esta amplitud igual a cero, escogemos 

Ay /?yC 0 2 

Puesto que la velocidad de operation es de 10 Hz, tenemos 

co 10 x 2 n 62.8 rad/s 

Por lo tanto, 

A, 


(7-69) 


62.8 2 


3944 


l as dos freeueneias naturales a, y a 2 (donde a, < w 2 ) el sistema entero pueden 
eneontrarse de la ecuaeion earaeteristiea. [El denominador de la Ee. (7-69) es el poli- 
nomio earaeteristieo.) 

(A' ( Ay — Mcof)(k a ntjCOf) k 2 - 0 (/ — 1, 2) 

o bien 


l. /. 


(Of 


T-° 


(7-70) 


N6tese que en el presente sistema, puesto que la frecuencia natural del sistema - 
\ k/M esta muy proxima a la frecuencia de operaeion co = yjk u /m u , podemos esta- 
Weecr / r. rj~ 

a /4 - 62.8 

V M 'V m a 

Por el planteo del problema la mas baja frecuencia natural debe ser 20% dife- 
rente de la frecuencia de operaeion co. Puesto que a, < oo, esto significa que 

eu, =- 0 . 8 co - 0.8 > 62.8 

Al sustituir co, - ay y k/M = kgm a = a 2 en la Ec. (7-70), tenemos 

,i2W 2\ L 

0 


( 1 1 k a 

- “fVi 


Ay 

V ' A ~ 

co 2 A 

CO 2 ) 

A 
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Siistiluycndu 


Resolviemio 


Sc sipue ouc 


0.8 as csta uliinia ccnauon y simplilicando da 


0 . 8 2 )( 1 O.R 2 ) 


k„ 


/ 4 


0.2025 


ill... A.. 

M k 


0.2025 


Puesto que M i!>t • f e„ u'licnios 

(j.2050 100 20.25 kg 


Fucs!o quo 


obienemos 


k k a 
M m, 


62 . 8 ' 


4 


(62.8) 2 (20.25) 79.9 10 ! N/m 


Asi quo la tnasa \ la conMame del resort e del absorbedor tie vi brae ion dinamiea son 
in. 20.25 kg y A:,. 79.F - !0 3 N/m, respectivamente. 

i.as tie's trecueneias naturalcs u'j v u> 2 pueden determinarse suslituyendo k„/k 
0.2025 en la ecuacion 


/, A „ co 
1 1 k or - ' 


Ax- i) 


0 


(/ 1 , 2 ) 


o hien 


Resolviendo para uo/uj, 

Puesto que ca, < to 2 , 

Por lo tanto, 


0.2025 


cot 


OJf 

co 2 


cof 

CO 2 


0.2025 - 0 


CD 2 


0.64 o sea 1.5625 


CO f 
CO 2 


0.64, 


m 

OJ 2 


1.5625 


CO, 


0.8CO = 0.8 x 62.8 = 50.24 rad/s ----- 8 Hz = 480 cpm 


co. 


1.25CO = 1.25 x 62.8 - 78.5 rack s -■= 12.5 Hz - 750 cpm 


Probi i M \ A-7-25. C'onsiderese una ecuacion diferencial en tiempo real (: 


0 


~~ 0.011 0.0001 V 0 , \ ( 0 ) 10 . 

Suponiendo que la resolvemos usando una computadora analogies, determinese el 
factor dc eseala de tiempo A (donde t =. A) tal que el tiempo de ascntamientoT. v sea tie 
10 seeundos. 
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Solucion. A1 cambiar el tiempo real t a tiempo de computadora T, donde T = \t, la 
ecuacuon diferencial dada puede escribirse 

<7 2 a , 0.01 dx . 0.0001 

ff + T5 + T ,=0 

De esta ultima ecuacion obtenemos ca„ = 0.01/Xyt = 0.5. El tiempo de asentamien- 
toT, es cuatro veces la constante de tiempo, 4/faj. Por lo tanto, 

_ J_ _ 4A 
J £co n 0.005 

Asignando T s -- 10, obtenemos X = 0.0125. 

Probi.kma A-7-26. En el sistema de ecuacion diferencial 

x I 0.4a | 4,v = 40- l(r) 

el segundo miembro de la ecuacion representa la funcion de excitaclon, una funcion 
escalon de magnitud 40 que ocurre en t =0. Las condiciones iniciales son .v(0) = 0, y 
A'(0) = 0. Tracese un diagrama de computadora analogica para obtener la respuesta 
.*■(/)• Hagase el voltaje de salida maximo de cada amplificador de ± 80 V. 

Solucion. Para t > 0, tenemos 

a - 0.4a i 4a = 40 

Resolviendo esta ultima ecuacion para la derivada de mas alto orden resulta 

a 0.4.v - 4.v -I- 40 (7-71) 


1 * 2 



Fig. 7-84. Diagrama de computadora analogic:; para la determination 
de fact ores de escala de magnitud. 

Dctinamos A 0 , Ay y k 2 conio !os factores de escala de magnitud y reescribamos la Ec. 
(771) como 

— 4 ^-(Ao-40) 


A 
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En relation con la Fig. 7-84, el voltaje de entrada es £ 0 «40, el voltaje de salida del pri¬ 
mer integrador es - k x x, y el voltaje de salida del segundo integrador es k 2 x. (El vol¬ 
taje de salida del inversor del signo es — k 2 x). Por el pianteo del problema los voltajes 
de salida maximos deben ser ^80 V. 

Se pueden obtener estimaciones conservadoras de los valores maximos de x y x 
al despreciar el termino de amortiguamiento en la ecuacion del sistema. La ecuacion 
simplificada es 

x + 4x = 40, x(0) = 0, jc(0) == 0 

La solution de esta ecuacion simplificada es 

x(t) = 10 — 10 cos It 

Por lo tanto, 


Los valores maximos son 


x(/) = 20 sen 2 1 


I x limax 20 

I X | m ax = 20 

Escogemos ahora k^ , Ar t y k 2 de modo que los valores maximos de k „ .40, | — k^x |, y 
| k 2 x | sean 80 V. Asi tenemos 


Se sigue que 


k o 

k t 

k 2 



80 ^ 80 

I X | n ,ax 20 

80 _ 80 
I X | ln ax ~ ' 20 



4 

4 


Puesto que k 2 /k r = 1, escogemos 7 - 1. (El potenciomefro 7 puede ser eliminado.) 
La constante del segundo integrador (1/y ){k 2 /k{) se hace 1. Notese que de la Fig. 
7-84, obtenemos 

k x x ----- aX(---k x x) -}- bfi(- k 2 x) -{■ ck 0 40 


o bien 

x - aClx — bfir~x j cf ,; 40 
A - 1 k 1 


Observando que k 2 /k x - 1 y k^/k x - 0.5, la ultima ecuacion se hace 

i - aax - bfix 1 20c (7-72) 

Una comparacion de las Ecs. (7-71) y (7-72) muestra que 

atx - 0.4, bfi = 4, 20c - 40 

Por lo tanto, podemos escoger a = l, a = 0.4, b = 4, 0 = y c — 2. Entonces 
quedan determinadas todas las constantes desconocidas en la Fig. 7-84. La figura 
7-85 es el diagrama de computadora para obtener la respuesta x(t). [La salida del se¬ 
gundo integrador da 4x(0-j 
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Probi kma A-7-27. Encuenlrese la ecuacion diferencial representada pot ei diagra- 
ma de computadora analogica de la Fig. 7-86. 


Solution. En relation con el diagrama, venios que 

x 0.5.7 i : 1.5 a 

y •- II - -V 

E.liminando y y y de las dos ecuaciones resulta la ecuacion diferencial del sistema. 

x 1.5 v (- x u j 0.5;/ 

donde a(0 ) 0 y f ( v u) clt I 0. 

J I f - - o 



Problema A-7-28. Tracese un diagrama de computadora analogica para el sistema 
de la siguiente funcion de transferencia, que incluye din&mica de un numerador. 


X(s) 5 s + 1 

L'(.v) " ,v- i 3.v -1-2 






Scanned and Edited By YORCH® 


Cap. 7 


Eip.mpi os DL-: Probulmasy Somhionps 479 


Soluci6n. A1 reescribir la funcion de transferencia, obtenemos 


.v ; A'(.y) 

! 3.vA'( \) 

! 2X(s) --- 

5.v(;t.v) 

( M 

Resolviendo para s ! X(s), 

s 2 X(s) 

s[5U(s) 

3 At v.] 

■ I IS) 

:\iv» 

o bien 

A( v) ‘ 

[5U(s) 

3 A'(.v)] -i ^ 

1 [t (V) 

2 A't s>] 

1 

|5 U(s) 

3 A (v> ' 

1 U ; M 

2 A'( s )] 


En la Fig. 7-87 se muestra un diagrama de computadora analogica para esta ultima 
ecuacion. 


Probi.kma A-7-29. Tracese un diagrama de computadora analogica para el sistenia 
de la funcion de transferencia 

X(s) bg S 3 I b\S 2 •} _/) 2 .V t h x 
U(s) s'- \- U]S 2 i a z s \ a 3 

Soluci6n. A1 reescribir la funcion de transferencia, tenemos 

(s ] 1 a x s 2 t a 2 s i a 3 )A'(s) (b 0 s :) \ b : s 2 1 b 2 s ' b 3 )U{s) 

Resolviendo para s 3 X(s), obtenemos 

j 3 AXy) = ( 6 0 s 3 l-bjs 2 I b z s | b 3 )U(s) (, a,s 2 I aj , a 3 )X{s) 



Por lo tanto, 

X(s) - b a U(s) ■ ' [/J t C (.s> u y X(s)} \ [ b 2 U t > a z X(\)] 

a- [[hiiXs) a 3 X(s)] 
v 

= b 0 U(s) } | ([/;, L (.v) - ai X(s)] ; j. ![/o t (s i < 7 2 .V(.v)] 

-I- ~[b 3 U(s) - a 3 X(s )]|) 





Scanned and Edited By YORCH® 


480 Analisis de Sistemas Lineales Cap. 7 


En la Fig. 7-88 se muestra un diagrama de computadora analdgica para representar 
este sistema. 



Fig. 7-88. Diagrama de computadora analogica. 


Problem A A-7-30. Tracese un diagrama de computadora analdgica para simular el 
sistema mec&nico de la Fig. 7-89. Supongase x(0) = 0y^(0) = 0. Los valores nume- 
ricos de t\, bi, k x y k 2 se dan como l\ = 20 N-s/m, bi = 30N-s/m, = lOON/my 

k 2 = 60 N/m. 
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AI tomar la transformada de Laplace de estas ecuaciones, sustituyendo las condi- 
ciones iniciales en cero y eliminando Z(s), encontramos 

X(s) _ (b^s + + k 2 ) 

r(^) (his + A'l )(b 2 s + k z ) + b 2 k 2 s 


Sustituyendo los valores numericos dados en esta ultima ecuacion da 


X(s) = _ (20^ + 100X305’ -i- 60) 

Y(s) (205 + 100)(305 + 60) + 30 x 6O5 

— + 75 + 10 

5 2 -f 105 + 10 


En consecuencia, 

(5 2 4- 105 + 10)26(5) = (5 2 + 75 + 10)L(5) 


Resolviendo para 5*26(5), tenemos 


Asi, 


' s 2 X(s) = (5 2 + 75 + 10) Y(s) - (105 + 10)26(5) 

X(s) = Y(s) + y{[7 Y(s) - 1026(5)] + y[10K(5) - 10^(5)]} 


En la Fig. 7-90 se muestra un diagrama de eomputadora analogica para esta 
ecuacidn. 



Fig. 7-90. Diagrama de eomputadora analogica. 
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PROBFEMAS 


Pkobi.kma B-7-1. En el sistema de la Fig. 7-91 el interruptor se cierra en t = 0. En- 
cuentre el voltaje e 0 (t). Suponga al capacitor descargado inicialmente. 




R, 

-AAAAr- 


R ? 



Fig. 7 91. Sisicnui electrico. 



Probi.fma B-7-2. En relacion con la Fig. 7-92 la fuente de voltaje E se conecta subi- 
tamente por medio del interruptor S en el instante t = 0. Suponga al capacitor Cdes- 
cargado inicialmente y que la inductancia L no lleva corriente inicial. ^.Cudl es la 
corriente /(/)? 



L R. 

-m-1 



Fig. 7-92. Sistenia c'ceti ico. 



Probi FMA B-7-3. Fa masa m (m - 1 kg) esta vibrando inicialmente en el sistema 
mecanico mostrado en la F ig. 7 93. En t ~ 0 golpeamos la masa con una fuerza im- 
pulsiva p(t) cuya magnitud es de 10 N. Suponiendo que la constante del resorte k es 
de 100 N/m y que v(0 ) 0.1 m, v(() ) ■-■ 1 m/s, encuentre el desplazamiento como 

funcion del tiempo t. Id desplazamiento \(t) se mide desde la posicion de equilibrio 
en ausencia de la fuer/a do excitacion. 



Fig. 7-93. Sistema mecanico. 
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Problema B-7-4. Una vibracion libre del sistema mecanico de la Fig. 7-94(a) indica 
que la amplitud de la vibracion decrece a 25% de su valor en t — t 0 despues de cuatro 
ciclos consecutivos de movimiento, como lo muestra la Fig. 7-94(b). Determine el 
coeficiente de friccion viscosa b del sistema si m = I kg y /r = 500 N/m. 



Fig. 7-94. (a) Sistema mecanico; (b> pffcibn de una ciirva de vibra¬ 
cion libre. 


PROB1.EMA B-7-5. Una masa de 20 kg esta soportada por un rcsorte y un amorti- 
guador como se muestra en la Fig. 7-95(a). Cuando se agrega una masa de 2 kg a los 
20 kg masa, el sistema vibra como se encuentra en la F ig. 7 95(b). Determine la cons¬ 
tant e del resorte k y el coeficiente de friccion viscosa b. [Note que (0.02/0.08) x 100 
25% de la diferencia maxima que corresponde a s' - 0.4.] 



fig. 7-95. (a) Sistema mecanito; (b) curva de rcspuesia escalon. 
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Problema B-7-6. Considere el sistema mecanico mostrado en la Fig. 7-96. El p6n- 
dulo m 2 est& soportado por la masa Wj, la cual vibra a causa de una conexibn el&sti- 
ca. Obtenga las ecuaciones de movimiento del sistema. 


Fig. 7-96. Sistema mecanico. 



Problema B-7-7. El sistema mostrado en la Fig. 7-97 estb inicialmente en reposo. 
En t = 0 una masa m se pone en movimiento por una fuerza impulsiva cuya magni- 
tud es la unidad. ^Puede la masa detenerse por otra fuerza impulsiva semejante? 


Fig. 7-97. Sistema mecanico. 



Problema B-7-8. La Fig. 7-98 muestra un sistema que consiste en una masa y un 
amortiguador. El sistema est& inicialmente en reposo. Cuando se pone en movimien¬ 
to mediante una fuerza impulsiva cuya magnitud es la unidad, encuentre la respuesta 
x(0- Determine la velocidad inicial de la masa m. 





Fig. 7-98. Sistema mecanico. 
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Problema B-7-9. Encuentre las funciones de transferencia X 0 {s)/X t {sl y E 0 {s)/E j {s) 
de los sistemas mecanico y electrico mostrados en la Fig. 7-99(a) y (b), respectiva- 
mente. 



VTZXXETT? 


R z C 2 

°—'ww—! I-[—° 



(a) (b) 

Fig. 7-99. (a) Sistema mecanico; (b) sistema electrico. 


Problema B-7-10. Obtenga las funciones de transferencia X 0 {s)/X t {s) y £ 0 (s)/£,(s) de 
los sistemas mostrados en la Fig. 7-100(a) y (b) y inuestre que son sistemas analogos. 



(a) (b) 

Fig. 7-100. (a) Sistema mecanico; (b) sistema electrico anaiogo. 


/ 
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Problem a B-7-11. Despues de encontrar la funcion de transferencia X 0 (s)/Xj(s) del 
sistema mecanico mostrado en la Fig. 7-101, obtenga un sistema electrico analogo. 


Fig. 7-101. Sistema mecanico. 



'1 

i 

Xj 


o 


Probi.f.ma B-7-12. Encuentre la funcion de transferencia E 0 (s)/Ei(s) del sistema 
electrico mostrado en la Fig. 7-102. Ademas, encuentre un sistema mecanico analogo. 


Fig. 7-102. Sistema electrico. 



Problema B-7-13. Obtenga tanto la funcion de transferencia E 0 (s)/E l (s) del siste¬ 
ma mecanico mostrado en la Fig. 7-103, como tambien un sistema electrico analogo 



Fig. 7-103. Sistema mecanico. 
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Problema B-7-14. En el sistema termico mostrado en la Fig. 7-104(a) se supone que 
el tanque esta aislado para evitar perdidas de calor hacia el aire del medio ambiente, 
que no hay almacenamiento de calor en el aislamiento y que el liquido en el tanque 
esta perfectamente mezclado de modo que se le tiene a una temperatura uniforme. 
(Asi que puede usarse una sola temperatura para denotar la temperatura del liquido 
en el tanque y la del liquido que sale.) Posteriormente se supone que la razon de flu jo 
de liquido hacia el tanque y saliendo del tanque es constante e igual a0 ( K. Para t < 0 
el sistema se encuentra en estado permanente y el calentador suministra calor a razon 
de H J/s. En t = 0 la razon de entrada de calor se cambia de fl a /7 + h J/s. Este 
cambio causa que la temperatura del liquido que sale cambie de© 0 a 0 O + OK. Su- 
ponga que el cambio en temperatura 6 K, es la salida y que el cambio en la entrada de 
calor h J/s, es la entrada al sistema. Determine la funcion de transference 
Q(s)/H{s), donde0(s) =£[0(0] y F/(s) = £[/)(/)]. Muestre que el sistema termico es 
analogo al sistema electrico mostrado en la Fig. 7-104(b), donde el voltaje e 0 es la sa¬ 
lida y la corriente / es la entrada. 


9 


9 


Liquido 

frio 



Liquido 

calienfe 


(a) 



Fig. 7-104. (a) Sistema termi¬ 
co; (b) sistema electrico ana- 
logo. 


PROBLEMA B-7-15. Una piedra con masa de 0.1 kg esta unida al extremo de una 
cuerda de 1 m y gira a una velocidad angular de 1 Hz. Encuentre la tension en la cuer- 
da. Si la maxima tension que la cuerda permite es de 40 N, ^cual es la velocidad an¬ 
gular maxima (en Hz) que puede obtenerse sin romper la cuerda? 
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Problema B-7-16. En el reguiador de velocidad de la Fig. 7-105, gelled esla frecuen- 
cia w necesaria para mantener la configuration mostrada en el diagram^? 


Fig. 7-105. Sistema reguiador de velo¬ 
cidad. 



Problema B-7-17. El sistema masa-resorte mostrado en la Fig. 7-106 esta inicial- 
mente en reposo. Si se excita la masa m mediante una fuerza senoidal p(t) = P sen wf, 
i,cual es la respuesta x(t)7 Suponga que m — 1 kg, K = 100 N/m, P = 5 N, yu = 2 
rad/s. 


Fig. 7-106. Sistema masa-resorte. 



P sen loI 


Problema B-7-18. Una maquina rotatoria de masa M = 100 kg tiene una masa des- 
balanceada m = 0.2 kg a una distanciar — 0.5 m del centro de rotacidn. (La masaM 
incluye a la masa m.) La velocidad de operacion es de 10 Hz. Suponga que la ma¬ 
quina esta montada sobre un aislador que consta de un resorte y un amortiguador 
como sc muestra en la Fig. 7-107. Si se desea tener f = 0.2, especifique la constante 
del resorte k tal que solamente 10% de la fuerza de excitacion se transmita a la ci- 
mentacion. Determine la amplitud de la fuerza transmitida. 



7/7/7/■ 77- 


Fig. 7-107. Maquina rotatoria monta¬ 
da sobre un aislador de vibration. 






Scanned and Edited By YORCH® 


Cap. 7 Probl emas 489 

PROBLEMA B-7-19. En la Fig. 7-108 un instrumento esta sujeto a una base cuyo rao- 
vimiento se va a medir. El movimiento relativo entre la masa m y la base, registrado 
en un tambor rotatorio indicar& el movimiento de la base. Suponga que * es el 
desplazamiento de la masa, y es el desplazamiento de la base, z = x - y es el movi¬ 
miento de la pluma relativo a la base. Si el movimiento de la base es y = Y sen ut 
£cu£l es la relacion de amplitudes de z con respecto a y en estado estable? Muestre 
que si co &>„, donde co„ = % Jk/m , el dispositivo puede usarse para medir el despla- 
zamiento de la base, yw^;w„, este puede usarse para medir la aceleracion de la base. 



Fig. 7-108. Instrumento de medicion de movimieto o aceleracion. 


Problema B-7-20. La figura 7-109 muestra una m^quina m montada sobre un aisla- 
dor en el cual el resorte k x es el resorte que soporta a la carga y el amortiguador visco- 
so bz est^t en serie con el resorte k 2 . Determine la transmisibilidad de la fuerza cuando 
! la masa m est6 sometida a una fuerza de excitacion p(t) = P sen ut. Determine tam- 
| bi6n la amplitud de la fuerza transmitida a la cimentacion. 


p ( t ) = P sene jt 

I 



Fig. 7-109. Maquina montada sobre 
un aislador de vibracion. 
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Problema B-7-21. Una maquina m esta montada sobre un aislador en la Fig. 7-110. 
Si la cimentacion esta vibrando de acuerdo con y = Y sen <x>t, dondej' es el desplaza- 
miento de la cimentacion, encuentre la amplitud de vibracion de la maquina. Deter¬ 
mine la transmisibilidad del movimiento. 


Fig. 7-110. Maquina montada sobre 
un aislador de vibracion. 



Probi.ema B-7-22. La figura 7-111 muestra una maquina con un absorbedor de 
vibracion dinamica. La frecuencia natural no amortiguada del sistema en ausencia 
del absorbedor de vibracion dinamica es oj„ = yjk/tn. Suponga que la frecuencia de 
operacion co esta proxima a co„. Si el absorbedor de vibracion dinamica se sintoniza 
de modo que yjk a /m a — cj, ^cual es la amplitud de la masa m a del absorbedor de vi¬ 
bracion? 


Fig. 7-111. Maquina con un absorbe¬ 
dor de vibracion dinamica. 


p{t) = P sencur 



Problema B-7-23. A1 resolver la siguiente ecuacion diferencial por medio de una 
computadora analogica 


50x f 2x + 0.02x = sen t 

es deseable emplear una asignacion de escala de tiempo con el objeto de reducir la va- 
riacion de las magnitudes de los coeficientes y ajustar la velocidad de respuesta. De¬ 
termine un factor de escala de tiempo X adecuado para que el tiempo de asentamien- 
to sea de 50 segundos. 
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PkoBLEMA B-7-24. Obtenga la funcion de transferencia ATsJ/Ufs) del sistema 
mostrado en fa Fig. 7-112. 



Fig. 7-112. Diagrama de compu¬ 
tadora analogica para simular 
un sistema. 


Problema B-7-25. Trace un diagrama de computadora analogica para generar una 
serial 


x(t) = 80e 1 cos t 

Use el numero minimo de amplificadores operacionales. 

Probi.ema B-7-26. Trace un diagrama de computadora analogica para resolver la 
ecuacion 

x -1- 2x -{• 3a - 10-1(/), a-( 0) - 0, i(0) 0 

Determine los factores de escala de magnitud de modo que el voltaje de salida maxi- 
mo de cada amplificador sea de ±90 V. 


Probeema B-7-27. Encuentre la funcion de transferencia AT>)/t/(s) del sistema 
mostrado en la Fig. 7-113. 



Fig. 7-113. Diagrama de computadora analogica para simular 
un sistema. 


Probeema B-7-28. Determine la funcion de transferencia X(s)/U(s) del diagrama de 
tomputadora analogica mostrado en la Fig. 7-114. 
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Fig. 7-114. Diagrama de computadora analogica para simular un sistema. 

Problf.ma B-7-29. La figura 7-115 es un diagrama de computadora analogica para 
simular cierto sistema. Obtenga la funcidn de transferencia X(s)/ U(s) del sistema. 



Fig. 7-115. Diagrama de computadora analogica para simular un sistema. 


Problema B-7-30. En relacion con el sistema vibratorio medinico de la Fig. 7-116, 
trace un diagrama de computadora analdgica para simular este sistema. Suponga que 


Entrada de f uerza 


Fig. 7-116. Sistema vibratorio meca- 
nico. 


p(t) — Psenojt 
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el desplazamiento x se mide desde la position de equilibrio en ausencia de la fuerza de 
excitation senoidal. Las condiciones iniciales son x(0) = 0 y jir(O) = 0 y la fuerza 
de entrada P sen a>r se aplica en t = 0. Los valores numdricos de m, b, k, P y go se 
dan como m = 2 kg, b = 0.2 N-s/m, k - 200 N/m, P = 5 N, yw = 3 rads/s. 
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anAlisis de sistemas 

DE CONTROL 


8-1 INTRODUCCION 

En este capitulo se expone solamente material introductory acerca de 
sistemas de control. Nuestro estudio se limita al analisis en el dominio del 
tiempo o analisis de la respuesta transitoria. Comenzaremos definiendo la 
terminologia necesaria para describir sistemas de control, con terminos tales 
como plantas, perturbaciones, control realimentado y sistemas de control rea- 
limentados, seguidos por descripciones de sistemas de control cerrados y 
abiertos. Finalmente se comparan las ventajas y desventajas de los sistemas 
de control de malla cerrada y de malla abierta. 

Plantas. Una planta es una pieza de equipo, un conjunto de partes de 
maquina que funcionan juntas, cuyo proposito es realizar una funcion par¬ 
ticular. En este libro llamaremos planta a cualquier objeto fisico sometido a 
control. 

Perturbaciones. Una perturbation es una senal que tiende a afectar ad- 
versamente el valor de la salida de un sistema. Si la perturbacion se genera 
dentro del sistema se llama interno\ una perturbacion externa se genera fuera 
del sistema y es una entrada. 

Control realimentado. El control realimentado se refiere a una opera- 
ci6n que, en presencia de perturbaciones, tiende a reducir la diferencia entre 


494 



Scanned and Edited By YORCH® 


Sec. 8-1 Introduction 495 

la salida de un sistema y alguna entrada de referenda y que actua sobre la 
base de esta diferenda. En esta operacion solo se espedfican perturbadones 
impredecibles, puesto que las perturbadones prededbles o conoddas pue- 
den compensarse dentro del propio sistema. 

Sistemas de control realimentados. Un sistema que mantiene una rela¬ 
tion prescrita entre la salida y alguna entrada de referencia comparandolas 
y usando la diferenda qomo medio de control se llama sistema de control rea- 
limentado. El sistema de control de la temperatura ambiente puede ser un 
ejemplo. Midiendo la temperatura real de un cuarto y comparandola con la 
temperatura de referencia (temperatura deseada), el termostato enciende o 
apaga el equipo de calefaccion o enfriamiento de tal modo que asegure una 
temperatura ambiente confortable independientemente de las condiciones 
del exterior. 

Los sistemas de control realimentados, por supuesto, no estan limita- 
dos a la ingenieria, sino que puede encontr&rseles tambien en varios campos 
diferentes a la ingenieria. El cuerpo humano, por ejemplo, es un sistema 
avanzado de control con realimentacion. Tanto la temperatura del cuerpo 
como la presion de la sangre se mantienen constantes mediante realimenta¬ 
cion fisiologica. De hecho, la realimentacion realiza una funcion vital: hace 
al cuerpo humano relativamente insensible a las perturbadones externas, capa- 
citandolo asi para funcionar apropiadamente en un ambiente cambiante. 

Como otro ejemplo, considere el control de la velocidad de un automo- 
vil por un operador humano. El conductor decide acerca de la velocidad apro- 
piada para la situation, la cual puede ser la velocidad limite establecida para 
el camino o carretera involucrados. El conductor observa la velocidad real 
mirando el velocimetro. Si viaja muy despacio, acelera y la velocidad del 
carro aumenta. Si la velocidad real es muy alta, desacelera y el carro va m&s 
lento. Ese es un sistema de control realimentado con un operador humano. 
Aqui el operador humano puede reemplazarse f&cilmente por un dispositivo 
mecanico, electrico o similar. En lugar del conductor observando el veloci¬ 
metro, se puede usar un generador electrico para producir un voltaje pro- 
porcional a la velocidad. Este voltaje puede compararse con un voltaje de 
referencia que corresponda a la velocidad deseada. La diferencia en los vol- 
tajes se puede usar como serial de error para posicionar el carburador e 
incrementar o decrementar la velocidad segun se necesite. 

Sistemas de control de malla cerrada. Los sistemas de contr<jLieali- 
mentados son llamados frecuentemente sistemas de controf de nfalla cerra¬ 
da. En la pr&ctica, los terminos control realimentado y control de malla 
cerrada son intercambiables. En un sistema de control de malla cerrada la 
seflal de error, la cual es la diferencia entre la seflal de entrada y la seflal rea- 
limentada (la cual puede ser la seflal de salida misma o una funcion de la se¬ 
ftal de salida y sus derivados), se alimenta al controlador de modo que se re- 
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duzca el error y lleve la salida del sistema a un valor deseado. El termino 
control de malla cerrada siempre implica el uso de una acci6n de control re- 
alimentado con el objeto de reducir el error del sistema. 

Sistemas de control de malla abierta. Aquellos sistemas en los cuales la 
salida no tiene efecto en la accidn de control se llaman sistemas de control 
de malla abierta . En otras palabras, en un sistema de control de malla abier¬ 
ta la salida no se mide ni se realimenta para compararse con la entrada. Un 
ejemplo pr&ctico es un m&quina lavadora. Remojar, lavar y enjuagar en la 
lavadora operan sobre base de tiempo. La m&quina no mide la sefial de sali¬ 
da, es decir, la limpieza de la ropa. 

En cualquier centro de malla abierta la salida no se compara con la 
entrada de referencia. Asi, a cada entrada de referencia corresponde una 
condition de operacidn fija; como resultado, la exactitud del sistema depende 
de la calibration. En presencia de perturbaciones un sistema de malla abier¬ 
ta no efectuar& la tarea deseada. El control de malla abierta puede usarse en 
la pr&ctica solo si la relacidn entre la entrada y la salida se conoce y si no hay 
perturbaciones internas ni externas. Claramente, tales sistemas no son siste¬ 
mas de control realimentados. N6tese que cualquier sistema de control que 
opere sobre la base del tiempo es de malla abierta. Por ejemplo, un control 
de tr&fico que opere mediante sefiales producidas sobre la base de tiempo es 
otro ejemplo de control de malla abierta. 

Sistemas de control de malla cerrada contra sistemas de control de 
malla abierta. Una ventaja del sistema de control de malla cerrada estriba 
en el hecho de que el uso de la realimentacidn hace la respuesta del sistema 
relativamente insensible a las perturbaciones externas y a las variaciones in¬ 
ternas en los par&metros del sistema. Asi, es posible usar componentes ine- 
xactas y baratas para obtener un control exacto de una planta dada, en tan- 
to que es imposible hacerlo en el caso del sistema de malla abierta. 

Desde el punto de vista de la estabilidad, el sistema de control de malla 
abierta es mas facil de construir porque la estabilidad del sistema no repre- 
senta mayor problema. Por otra parte, la estabilidad es un problema mayor 
en el sistema de control de malla cerrada, el cual puede tender a sobrecorre- 
gir errores lo que puede causar oscilaciones de amplitud constante o cam- 
biante. 

Requisitos generates de los sistemas de control. Todo sistema de 
control debe ser estable. Este es un requisito primario. Adem&s de la estabi¬ 
lidad absoluta, un sistema de control debe tener una estabilidad relativa ra- 
zonable; es decir, la respuesta debe mostrar un amortiguamiento razonable. 
M&s aun, la velocidad de respuesta debe ser razonablemente r&pida. Un sistema 
de control tambien debe ser capaz de reducir los errores a cero o a algun va¬ 
lor pequefto. Todo sistema de control util debe satisfacer estos requisitos. 
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A causa de que la necesidad de una estabilidad relativa razonable y de 
exactitud en el estado estable tienden a ser incompatibles, es necesario al di- 
sefiar sistemas de control, establecer el equilibrio m£s efectivo entre las dos. 

Esquema del capitulo. Como se ha notado, este capltulo explica el ma¬ 
terial introductorio sobre andlisis de sistemas de control. En adicion a las 
definiciones necesarias, se han dado varios ejemplos de sistemas de control 
en la Sec. 8-1. En la Sec. 8-2 tratamos de los diagramas de bloques de los sis¬ 
temas de control y sus componentes. Despues de describir las acciones de 
control encontradas generalmente en los controladores autom^ticos in- 
dustriales, la Sec. 8-3 explica las t6cnicas est&ndar para obtener diferentes 
acciones de control mediante el uso de componentes neum&ticas, hidr&uli- 
cas y electrdnicas. A continuacidn se cubre el an&lisis de la respuesta transi- 
toria de los sistemas de control en la Sec. 8-4. Aqui se expone la respuesta de 
sistemas de primero y segundo 6rdenes a las entradas aperiddicas, y los efec- 
tos de diferentes acciones de control sobre las caracteristicas de la respuesta 
transitoria de los sistemas de control. La seccion 8-5 trata de las especifica- 
ciones de la respuesta transitoria. En la Sec. 8-6 se dan metodos para mejo- 
rar las caracteristicas de la respuesta transitoria. El capitulo termina con un 
problema de disefio sencillo en la Sec. 8-7. 


8-2 DIAGRAMAS DE BLOQUES 

Un sistema puede estar formado por varias componentes. Con el obje- 
to de mostrar las funciones realizadas por cada componente, se usan fre- 
cuentemente unos diagramas en el an&lisis y disefio de los sistemas, llamados 
diagramas de bloques. Esta seccidn explica que es un diagrama de bloques, 
expone un metodo para obtener diagramas de bloques de los sistemas fisicos 
y, finalmente, describe tecnicas para simplificar tales diagramas. 

Diagramas de bloques. Un diagrama de bloques de un sistema es una 
representacion gr&fica de las funciones realizadas por cada componente y 
del flujo de las seftales. Tal diagrama describe las interrelaciones que existen 
entre las diferentes componentes. A diferencia de una representacion mate- 
matica puramente abstracta, un diagrama de bloques tiene la ventaja de in¬ 
dicar mas realistamente los flujos de la sefial del sistema real. 

En un diagrama de bloques todas las variables de! sistema est&n conca- 
tenadas una con otra a traves de bloques funcionales. El bloque funcional 
o simplemente bloque es un simbolo de la operacion matematica sobre la 
senal de entrada en el bloque que produce la salida. Las funciones de transfe- 
rencia de las componentes usualmente se meten en los bloques correspon- 
dientes, los cuales est&n conectados mediante flechas para indicar la direc¬ 
tion del flujo de las sefiales. N6tese que la sefial puede pasar solamente en la 
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direccion de las flechas. Asi, un diagrama de bloques de un sistema de 
control muestra explicitamente una propiedad unilateral. 

La figura 8-1 muestra un elemento de un diagrama de bloques. La ca- 
beza de flecha que apunta hacia el bloque indica la entrada, y la cabeza de la 
flecha que sale del bloque representa la salida. A tales flechas se les identifi- 
ca como senates. 


Fig. 8-1. Elemento de un diagrama 
de bloques. 

Notese que las dimensiones de la senal de salida del bloque son las di- 
mensiones de la senal de entrada multiplicadas por las dimensiones de la fun- 
cion de transferencia del bloque. 

Las ventajas de la representacion en diagrama de bloques estriban en la 
facilidad de formar diagramas de bloques totales para el sistema entero, 
exclusivamente mediante la conexion de los bloques de las componentes de 
acuerdo con el flujo de la senal y la posibilidad de evaluar la contribucion 
de cada componente al funcionamiento total de sistemas. 

En general, la operacion funcional del sistema puede visualizarse mas 
pronto examinando el diagrama de bloques que examinando el sistema 
fisico directamente. Un diagrama de bloques contiene informacibn concer- 
niente al comportamiento dinamico, pero no incluye information alguna 
acerca de la construction fisica del sistema. En consecuencia, muchos siste¬ 
mas no similares ni relacionados pueden representarse mediante el mismo 
diagrama de bloques. 

Debe notarse que en un diagrama de bloques no se muestra explici¬ 
tamente la fuente principal de energia y que el diagrama de bloques de un 
sistema dado no es unico. Se pueden trazar numerosos diagramas de blo¬ 
ques diferentes de un sistema dependiendo del punto de vista del analisis. 

Punto suma. En relation con la Fig. 8-2, el simbolo que indica una 
operacion de suma es un circulo con una cruz. El signo mas o menos en cada 
punta de flecha indican si la serial va a ser sumada o restada. Es importante 
que las cantidades que se van a sumar o restar tengan las mismas dimen¬ 
siones y las mismas unidades. 


Funcion de 
transferencia 
G(s) 



Fig. 8-2. Punto suma. 


b 
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Puntos de bifurcacion. Un punto de bifurcation es un punto en el cual 
la serial de un bloque concurre a otros bloques o puntos suma. 

Diagrama de bloques de un sistema de malla cerrada. La figura 8-3 es 
un ejemplo de un diagrama de bloques de un sistema de malla cerrada. La 
salida 0 o (.y) se realimenta al punto suma, en donde se le compara con la 
entrada 0 ,(j). La naturaleza de la malla cerrada del sistema se indica clara- 
mente en la figura. La salida del bloque 0 o (s) se obtiene en este caso mul- 
tiplicando la funcion de transferencia G(s) por la entrada al bloque, £(s). 

Cualquier sistema lineal puede representarse mediante un diagrama de 
bloques formado por bloques, puntos suma y puntos de bifurcacion. Cuando 
la salida se realimenta por un punto suma para compararla con la entrada, 
es necesario convertir la forma de la seflal de salida a la forma de la serial de 


Punto de Punto de 

suma bifurcacion 


T 


®<(s) Eis) | 

[- i 

1 G(s) 1 

1 

® 0 (s) 


r 1 




Fig. 8-3. Diagrama de bloques 
de un sistema de malla cerrada. 


entrada. Esta conversion se logra mediante el eleinento de realimentacion 
cuya funcion de transferencia es H(s), como se muestra en la Fig. 8-4. Otro 
papel importante del elemento de realimentacion es el de modificar la salida 
antes de que se le compare con la entrada. En el ejemplo presente la seflal de 
la realimentacion que se alimenta por el punto suma para compararla con la 
entrada es B(s ) = H(s)Qfs). 


®i(s) 


Bis) 


Eis) 

G(s) 

®oiS) 

pj 





1 

| His) 

L_ 

1 



Fig. 8-4. Diagrama de bloques 
de un sistema de malla cerrada. 


Funcidn de transferencia de malla abierta y funcion de transferencia 
prealimentada. La relacion de la seflal realimentada B(s) con respecto a la seflal 
de error E(s) se llama funcidn de transferencia de malla abierta. Es decir, 

B(s ) 

Funcion de transferencia de trayectoria abierta = —— = G(s)H(s) 

E(s) 
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La relation de salida 0 o (s) con respecto a la sefial de error actuante 
E(s) se llama funcidn de transferencia prealimentada, de modo que 

0 (s) 

Funcion de transferencia prealimentada = —= G(s) 

E(s) 

Si la funcidn de transferencia de la realimentacion es unitaria, entonces la 
funcidn de transferencia de malla abierta y la funcidn de transferencia prea¬ 
limentada son una misma. 

Funcidn de transferencia de malla cerrada. En el sistema mostrado en 
la Fig. 8-4, la salida Qfs) y * a entrada 0,(5) estan relacionadas como sigue: 

e 0 (s) = G(s)E(s) 

E(s) = 0,(j) - B(s) = 0,(5) - H(s)G 0 (s) 

Eliminando E(s) de estas ecuaciones da 

Q 0 (s) = G(j)[0 f (j) - H(s)Q 0 (s)] 


o bien 


Q.(J) G(s) 

0,(5) 1 + G(s)H(s) 


( 8 - 1 ) 

I 


La funcidn de transferencia que relaciona 0 o (s) con 0,.^) se llama funcidn 
de transferencia de malla cerrada. Esta funcidn de transferencia relaciona la 
din&mica del sistema de malla cerrada con la din&mica del sistema preali- 
mentado y los elementos del sistema realimentado. Puesto que la transfor- 
mada de Laplace de la salida 0 o (.s) se da en la Ec. (8-1) como 

00 ^ = 1 + G(s)H(s) e ‘^ 

el comportamiento de un sistema de malla cerrada dado depende tanto de la 
funcidn de transferencia de malla cerrada como de la naturaleza de la entrada. 


Procedimientos para trazar un diagrama de bioques. Con el objeto de 
trazar un diagrama de bioques de un sistema, primero se escriben las 
ecuaciones que describen el comportamiento de cada componente. Luego se 
toma la transformada de Laplace de estas ecuaciones, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, y se representa cada ecuacion transformada indivi- 
dualmente en forma de bloque. Finalmente, se arman los elementos en un 
diagrama de bioques completo. 

Como ejemplo, considerese el circuito RC mostrado en la Fig. 8-5(a). 
Las ecuaciones de este circuito son 


e t — e 0 


i 


R 


( 8 - 2 ) 
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e 0 = J i dt (8-3) 

La transformada de Laplace de las Ecs. (8-2) y (8-3) con condiciones ini- 
ciales cero, se hacen 

I(s) = - E 0 (s)] (8-4) 

E o(s) = ^/(s) (8-5) 

La ecuacidn (8-4) representa una operacidn suma y el diagrama correspon- 
diente se muestra en la Fig. 8-5(b). La ecuacidn (8-5) representa los bloques 
como se muestran en la Fig. 8-5(c). Armando estos dos elementos, obtene- 
mos el diagrama de bloques total del sistema como se muestra en la Fig. 
8-5 (d). 




• Fig. 8-5. (a) Circuito RC; (b) diagra¬ 
ma de bloques correspondientes a la 
Ec. (8-4); (c) diagrama de bloques 
correspondientes a la Ec. (8-5); (d) dia¬ 
grama de bloques del circuito RC. 
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Reduction de un diagrams de bloques. Debe notarse que los bloques 
pueden conectarse en serie solo si la salida de un bloque no se afecta por el 
bloque siguiente. Si hay cualesquiera efectos entre las componentes, estas 
componentes deben combinarse en un solo bloque. 

Cualquier numero de bloques en cascada que representen componentes 
sin carga puede reemplazarse por un solo bloque, cuya funcion de transfe- 
rencia es simplemente el producto de las funciones de transferencia indivi- 
duales. 

Un diagrama de bloques complicado que involucre muchas trayectorias 
de realimentacion puede simplificarse mediante un rearreglo paso a paso, 
usando reglas de algebra de los diagramas de bloques. Algunas de estas 
reglas importantes se dan en la tabla 8-1. Se obtienen escribiendo la misma 
ecuacion en forma diferente. La simplification del diagrama de bloques me¬ 
diante rearreglos y sustituciones reduce considerablemente la labor necesa- 
ria para el analisis matematico subsecuente. Debe notarse, sin embargo, que 
a medida que el diagrama de bloques se simplifica, la funcion de transferen¬ 
cia de los nuevos bloques se hace mas compleja porque se generan nuevos 
polos y nuevos ceros. 

A1 simplificar un diagrama de bloques, recuerdese lo siguiente: 

1. El producto de las funciones de transferencia en direction de preali- 
mentacion debe permanecer igual. 

2. El producto de las funciones de transferencia alrededor de una 
malla debe permanecer igual. 

Una regia general para simplificar un diagrama de bloques consiste en 
mover los puntos de bifurcation y los puntos suma, intercambiar los puntos 
suma y despues reducir las mallas internas de realimentacion. 


Ejemplo 8-1. Considerese el sistema mostrado en la Fig. 8-6(a). Simplifique este 
diagrama mediante el uso de las reglas dadas en la tabla 8-1. 

A1 mover el punto suma de la malla de realimentacion negativa que contiene a 
H 2 afuera de la malla de realimentacion positiva que contiene a H u obtenemos la 
Fig. 8-6(b). Eliminando la malla de realimentacion positiva, tenemos la Fig. 8-6(c). 
Eliminando entonces la malla que contiene a H 2 /G x da la Fig, 8-6(d). Finalmente, 
eliminando la malla de realimentacion resulta la Fig. 8-6(e). 

Notese que el numerador de la funcion de transferencia de malla cerrada 
0 o Cy)/©f(.y)es el producto de las funciones de transferencia deld malla realimentada. 
El denominador de 0 o (s)/0i(s) es igual a 

1 — 2 (producto de las funciones de transferencia alrededor de cada malla cerrada) 
- 1 ~ (G,//i ~ G 2 H 2 - GiG z ) 

= 1 - Gilli -i G 2 1J 2 'rGiG 2 

(La malla de realimentacion positiva produce un termino negativo en el denomina¬ 
dor.) 



Scanned and 


Sec. 8-2 

Tabla 8.1 Reglas del Algebra de eos 



Diac.rama de Bioques 


GRAMAS DE BLOQUES 
Diagramas de bioques equivalentes 

















Scanned and Edited By YORCH® 


504 AnAlisisde Sistemasde Control Cap. 

Tabla 8.1 (Continuaci6n) 



























Fig. 8-6. 
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Ejemplo 8-2. Tracese un diagrama de bloque para el circuito mostrado en la Fig. 
8-7. Despues simplifiquese el diagrama de bloques y obtengase la funcion de transfe- 
rencia entre E 0 (s) y,(s). 

Definamos el voltaje a traves de la capacitancia C t como e x . Entonces las 
ecuaciones del circuito son 

e t — e ! = /? i/j 
e\ - e 0 = R 2 i 2 



Reescribiendo estas cuatro ecuaciones en la forma de sus transformadas de Laplace, 


/i (s) = ~ E 1 {s)] (8-6) 

I 2 (s) = ^[£,(j> - £ 0 (j>] (8-7) 

E^) =-^[Eis) - h(s)] ( 8 - 8 ) 

E 0 (s) = £- s h(s) (8-9) 


De las Ecs. (8-6) y (8-9) obtenemos elementos del diagrama de bloques mostrado en 
la Fig. 8-8(a). A1 conectar las seflales apropiadamente podemos construir un diagra¬ 
ma de bloques como el de la Fig. 8-8(b). La interaccion de los dos circuitos RC 
simples puede verse claramente en el diagrama. Usando las reglas de Algebra de los 


Fig. 8-7. Circuito electrico. 



diagramas de bloques dadas en la tabla 8-1, este diagrama puede simplificarse al 
mostrado en la Fig. 8-8(c). La simplificacion subsecuente resulta en la Fig. 8-8(d) y 
(e). La funcion de transferencia entre E 0 (s) y E^s) es, por lo tanto, 

EM = _ 1 _ 

Ei(,s) R]C\ R 2 C 2 s- -j- (/?,Ci + R2.C2 f R\C 2 )s 4 1 


8-3 CONTROLADORES AUTOMATICOS INDUSTRIALES 

Un controlador automatico compara el valor real de la salida de la 
planta con el valor deseado, determina la desviacion y produce una senal de 
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control que reduce la desviacibn a cero o a un valor pequefto. La forma en 
la cual el controlador produce la serial de control se llama accidn de control. 

A continuacibn describiremos las acciones de control fundamentales 
usadas comunmente en los controladores autom&ticos industriales, seguidas 
por los principios b&sicos de los controladores neum&ticos, los controlado¬ 
res hidr&ulicos y los controladores electrbnicos. 

Acciones de control. Las acciones de control encontradas normalmen- 
te en los controladores autom&ticos industriales consisten en: dos posiciones 
o encendido-apagado, proporcional, integral o derivativo. Es necesario 
comprender bien las propiedades b&sicas de las diferentes acciones de 
control con el objeto de que el ingeniero seleccione la mas adecuada a su ins- 
talacion particular. 

Clasificacibn de los controladores automaticos industriales. Los con¬ 
troladores autom&ticos industriales pueden clasificarse de acuerdo a su ac¬ 
tion de control como 

1. Controladores de dos posiciones o de encendido-apagado 

2. Controladores proporcionales 

3. Controladores integrates 

4. Controladores proportionates integrates 

5. Controladores proporcionales derivatives 

6. Controladores proporcionales integrates derivatives 


Controlador autom&tico, actuador y elemento de medicibn. La figura 
8-9 es un diagrama de bloques de un sistema de control industrial, el cual 
consta de un controlador autom&tico, un actuador, una planta y un elemen- 
to de medicibn. El controlador detecta la seftal de error actuante, la cual 
usualmente esta en un nivel muy bajo de pbtencia y la amplifica a un nivel 
suficientemente alto. (Asi, el controlador autom&tico comprende un detec¬ 
tor de error y un amplificador.) Muy a menudo se usa un circuito de reali- 
mentacion adecuado, junto con un amplificador para componer la seftal de 
error actuante y producir una mejor seftal de control. 

El actuador es un elemento que produce la entrada a la planta de acuer¬ 
do con la seftal de control, de modo que la seftal de realimentacion corres- 
ponda a la seftal de entrada de referencia. 

El elemento de medicibn es un dispositivo que convierte la variable de 
salida en otra variable adecuada, tal como desplazamiento, presion o volta- 
je, la cual puede usarse para comparar la salida con la seftal de entrada de 
referencia. Este elemento se encuentra en el lazo de realimentacion del siste¬ 
ma de malla cerrada. El punto de ajuste del controlador debe convertirse en 
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una entrada de referencia con las mismas unidades de la serial realimentada 
desde el elemento de medicion. 


Controlador automatico 


Entrada de 
referencia 


punto de 
ajuste 



Detector de error 

/ ! 



Amplificador 

1 

Actuador 

£ 

3M 

I 


\ 1 

Sena! de error 1 

del actuador i 



Elemento de 
medicion 


Planta 


Salida 


Fig. 8-9. Diagrama de bloques de un sistema de control industrial, el cual 
consta de un controlador automatico, un actuador, una planta y un elemento 
de medicion. 


Acci6n de control de dos posiciones o de encendido-apagado. En el 

sistema de control de dos posiciones el actuador tiene solo dos posiciones fi- 
jas, las cuales son, en muchos casos, simplemente de encendido y apagado. 
El control de dos posiciones o de encendido y apagado es sencillo y barato, 
por esta raz6n, se usa ampliamente en sistemas de control tanto industrials 
como domesticos. 

Para explicar el concepto, supongamos que la senal de salida del con¬ 
trolador es m{t) y la senal de error actuante sea e(t). En el control de dos 
posiciones la senal m{t) permanece en un valor, ya sea maximo o minimo, 
dependiendo de que la senal de error del actuador sea positiva o negativa, de 
modo que 

m(t) = M x para e (t ) > 0 
= M 2 Para e (r) < 0 

donde Af 1 y M 2 son constantes. El valor minimo M 2 es generalmente cero o 
-M x . Como regia, los controladores de dos posiciones son dispositivos 
electricos y en estos se usa ampliamente una v&lvula electrica operada por 
solenoide. Los controladores proporcionales neum&ticos con muy alta ga- 
nancia actuan como controladores de dos posiciones y en ocasiones se les 
llama controladores de dos posiciones neum&ticos. 

La figura 8-10(a) y (b) muestra el diagrama de bloques para este tipo de 
controlador. La escala a traves de la cual la serial de error del actuador debe 
moverse antes que ocurra la conmutacidn se llama claro diferencial [vease la 
Fig. 8-10(b)]. Dicho claro causa que la salida del controlador m(t) mantenga 
su valor presente hasta que la serial de error del actuador se haya movido li- 
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geramente mas alia del valor cero. En algunos casos, el claro diferencial es 
el resultado de una friction no intencional y de perdida de movimiento; sin 
embargo, muy a menudo se proporciona intencionalmente con el objeto de 
evitar una operation muy frecuente del mecanismo de encendido-apagado. 





(a) 


Claro diferencial 




Fig. 8-10. (a) Diagrama de bloques de 
__ un controlador de dos posiciones; (b) dia¬ 
grama de bloques de un controlador 
(b) con posiciones con claro diferencial. 

Miremos el sistema de control de nivel de liquido de la Fig. 8-11. Con 
un control de dos posiciones la valvula de entrada esta abierta o cerrada y 
por lo tanto, la razon de cambio en el flujo de entrada es una constante po- 
sitiva o cero. Como se muestra en la Fig. 8-12, la sefial de salida se mueve 
continuamente entre los dos limites requeridos, causando por lo tanto queel 
actuador se mueva de una position fija a la otra. Tal oscilacion en la salida 
entre dos limites es una caracteristica de la respuesta tipica de un sistema bajo 
control de dos posiciones. 

De la Fig. 8-12, vemos que la amplitud de oscilacion de la salida puede 
reducirse decrementando el claro diferencial. Sin embargo, este paso incre- 
menta el numero de conmutaciones de encendido-apagado por unidad de 
tiempo y reduce la vida util de la componente. La magnitud del claro dife¬ 
rencial debe determinarse a partir de factores tales como la exactitud re- 
querida y la vida de la componente. 

Acciones de control proportional, integral y derivativa. Ademas de la 
action de control de dos posiciones o de encendido-apagado; las acciones de 
control proporcional, integral, y derivativa son acciones de control basicas 



M z 
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Fig. 8-11. Sistema de control de nivel 
de liquido. 



Hit). 



Fig. 8-12. Curva altura con¬ 
tra tiempo del sistema mos- 

trado en la Fig. 8-11. 0 / 

quc se cncucntran en los controladores automaticos industriales. Para cada 
acci6n de control la relacion entre la salida del controlador M(s) y la sefial 
de error del actuador £’( 5 ) se establece por una funcion de transferencia de 
forma especifica. En lo que sigue, ilustramos funciones de transferencia 
M(s)/E(s ) de accion de control proporcional, accion de control propor- 
cional integral, accion de control proporcional derivativa y accion de 
control proporcional integral derivativa. 

En relacidn con el controlador mostrado en la Fig. 8-13, para la accion 
de control proporcional, M(s) y E(s) estan relacionadas por 


M(s ) 
E(s ) 


= G c (s ) - K, 


donde K p se llama ganancia proporcional. 



Fig. 8-13. Diagrama de bloques de un 
controlador. 


Para la accion de control integral, la relacion entre M(s) y E(s) es 


donde AT, es una constante. 


M(s) 

E(s) 


G c (s) 


s 
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Para la action de control proportional integral, M(s) y E(s) est&n rela- 
cionadas por 

fa = G,( S) = *,(i + 5 L) 

donde K p es la ganancia proportional y T t es una constante llamada tiempo 
integral. 

Para la action de control proporcional derivativa, M{s) y E(s) est6n re- 
lacionadas por 

^ = G,(s) = K p (l + T,s) 

donde K p es la ganancia proporcional y T d es una constante llamada tiempo 
derivativo. 

En forma similar, para la action de control proporcional integral deri¬ 
vativa, M(s) y E(s ) est&n relacionadas por 



Controladores neum&ticos. Las decadas recientes han visto un gran 
desarrollo de los controladores neumaticos de baja presibn para sistemas de 
control industriales, y en el presente se les usa ampliamente en los procesos 
industrials. Las razones de su amplia demanda incluyen su caracteristica a 
prueba de explosion, su simplicidad y facilidad de mantenimiento. 

Amplificadores neumaticos de tobera y aleta. En la Fig. 8-14(a) apare- 
ce un diagrama esquem&tico de un amplificador neum&tico de tobera y ale¬ 
ta. En este sistema se alimenta aire a presion a traves del orificio, y ese aire 
se alimenta de la tobera hacia la aleta. Generalmente, la presion de sumistro 
P s para tal controlador es 1.38 x 10 5 N/m 2 manometrica (1.4 kgy/cm 2 ma- 
nometrica o 20 psig). El di&metro del orificio es del orden de 0.25 mm (o 
0.01 in) y el de la tobera es del orden de 0.4 mm (0.016 in). Para asegurar el 
funcionamiento apropiado del amplificador, el di&metro de la tobera debe 
ser mayor que el diametro del orificio. 

A1 operar este sistema, la aleta se posiciona contra la abertura de la to¬ 
bera. La presion de respaldo de la tobera P b se controla mediante la distan- 
cia entre tobera y aleta. A medida que la aleta se aproxima a la tobera, la 
oposicion al flujo de aire a traves de la tobera se incrementa con el resultado 
de que la presion de respaldo de la tobera P b se incrementa. Si la tobera 
queda completamente cerrada por la aleta, la presion de respaldo de la to¬ 
bera P b se hace igual a la presibn de suministro P s . Si la aleta se separa de la 
tobera, de modo que se amplie la distancia entre tobera y aleta (en el orden de 
0.25 mm o 0.01 in), entonces casi no hay restriction al flujo y la presion 
de respaldo de la tobera P b adopta un valor minimo que depende del dispo- 
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Suministro de aire • 


Orificio 


/ 



A ta valvula 
de control 


Entrada 


9 



Tobera 





Fig. 8-14. (a) Diagrama esquematico de un amplificador neumati- 
co de tobera y aieta; (b) curva de presion de respaldo de la tobera 
contra distancia tobera-aleta. 


sitivo tobera-aleta. (La presion mas baja posible es la presion ambiente P a .) 
En la Fig. 8-14(b) se muestra una curva tipica de la relation entre la presidn 
de respaldo de la tobera P b y la distancia tobera-aleta X. La parte empinada 
y casi lineal de la curva se utiliza en la operacidn real del amplificador de to¬ 
bera y aieta. 

El amplificador de tobera y aieta convierte el desplazamiento en una se- 
fial de presidn. Puesto que los sistemas de control industriales requieren una 
gran potencia de salida para operar grandes v&lvulas actuadoras neum^ti- 
cas, la amplificacidn de potencia del amplificador de tobera y aieta es usual- 
mente insuficiente. En consecuencia, un relevador neum&tico a menudo sir- 
ve como amplificador de potencia en combinacidn con un amplificador de 
tobera y aieta. 
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Relevadores neumaticos. En la practica, en un controlador neumatico, 
un amplificador de tobera y aleta actua como amplificador de primera eta- 
pa y un relevador neumatico como amplificador de segunda etapa. El rele- 
vador neumatico es capaz de manejar una gran cantidad de flujo de aire. 

En la Fig. 8-15(a) se muestra un diagrama esquematico de un relevador 
neumatico. A medida que la presion de respaldo de la tobera P h se incre- 
menta, la v&lvula de esfera es forzada hacia su asiento inferior, haciendo 
decrecer, por lo tanto, la presion de control P c . Tal relevador se llama releva¬ 
dor de accion reversa. Cuando la valvula de la esfera se encuentra en lo m&s 
alto de su asiento, la abertura a la atmosfera se cierra y la presion de control 
P c se hace igual a la presion de suministro P s . Cuando la valvula de la esfera 
estd en el fondo de su asiento, interrumpe el suministro de aire y la presidn 
de control P c cae hasta la presion ambiente. La presion de control P c puede 
asi variar desde la presion manometrica cero hasta la presion de suministro 
total (de 0 N/m 2 manometrica hasta 1.38 x 10 5 N/m 2 manometrica, o deO 
psig a 20 psig). El movimiento total de la valvula de esfera entre sus asientos 


Presion de respaldo 
de la tobera P. 



A la atmosfera 


A la valvula neumatica 


Suministro de aire P s 
' (a) • 

Presion de respaldo 
de la tobera P. 


Suministro de-aire P c 



A la atmosfera 
A la valvula neumatica 


Fig. 8-15. (a) Diagrama esquematico de un relevador neumatico 
del tipo de dCscarga a la atmosfera; (b) diagrama esquematico de 
un relevador neumatico del tipo sin descarga a la atmosfera. 
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superior e inferior es pequefio (del orden de 0.25 mm o 0.01 in). En todas las 
posiciones de la valvula de esfera, excepto en su asiento superior, el aire 
continua fluyendo hacia la atmosfera, aun cuando se alcance una posicibn 
de equilibrio entre la presibn de respaldo de la tobera y la presion de 
control. Asi el relevador mostrado en la Fig. 8-15(a) se conoce como re/eva¬ 
dor del tipo de descarga a la atmdsfera. 

Hay otro tipo de relevador, el tipo sin descarga a la atmdsfera. Aqui, el 
flujo de aire para cuando se alcanza una condition de equilibrio y, por lo 
tanto, no hay perdida de aire a presion en la operation en estado estable. En 
la Fig. 8-15(b) se muestra un diagrama esquematico de un relevador del tipo 
sin descarga a la atmosfera. 

Controladores proporcionales neumaticos. En el diagrama esquemati¬ 
co de un controlador proporcional neumatico mostrado en la Fig. 8-16, el 
amplificador de tobera y aleta constituye el amplificador de primera etapa, 
y la presion de respaldo de la tobera se controla mediante la distancia tobe- 
ra-aleta. El amplificador del tipo de relevador constituye el amplificador de 
segunda etapa. La presion de respaldo de la tobera determina la position de la 
valvula de esfera en el amplificador de segunda etapa. 


Serial de error del actuador 



Fig. 8-16. Controlador proporcional neumatico. 

1 Este controlador oftera como sigue. La serial de entrada al amplificador 
neumatico de dos etapas es la serial de error del actuador. Al incrementarse la se- 
ftal de error del actuador se mueve la aleta hacia la derecha. Este paso decremen- 
tara, a su tumo la presion de respaldo de la tobera y el fuelle B se contraera, lo 
que resultara en un movimiento hacia arriba de la valvula de esfera. En con- 
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secuencia, hay mas aire fluyendo hacia la valvula neumatica y la presion de 
control se incrementa. Este incremento hard que el fuelle F se expanda y 
mueva la aleta hacia la izquierda, cerrando asi la tobera. Por esta realimen- 
tacion el desplazamiento tobera-aleta es muy pequeno, pero el cambio en la 
presion de control puede ser grande. Si el cambio en el error del actuador 
decrece, la presion de respaldo de la tobera se incrementa y la valvula de es- 
fera se mueve hacia abajo, resultando, por lo tanto, en un decremento del 
flujo de control y un incremento en la descarga a la atmosfera. Esta situa¬ 
tion puede causar que la presion de control disminuya. 

Debe notarse que la operacibn apropiada del controlador requiere que 
el fuelle de realimentacibn mueva la aleta menos que el movimiento causado 
por la serial de error solitaria. (Si estos dos movimientos fueran iguales, no 
resultaria acci6n de control alguna.) 

Las ecuaciones de este controlador se pueden obtener como sigue. 
Cuando el error del actuador es cero, e = 0, existe un estado de equilibrio 
con la distancia tobera-aleta igual a X , el desplazamiento del fuelle F igual a 
Y y el desplazamiento del fuelle B igual a Z, la presion de respaldo de la tobe¬ 
ra igual a P b y y la presion de control igual a P c . Cuando existe un error del 
actuador, la distancia tobera-aleta, el desplazamiento de los fuelles Fy B, la 
presion de respaldo de la tobera, y la presion de control se desvian de sus 
respectivos valores de equilibrio. Sean estas desviaciones x, y, z,p b yp c , res- 
pectivamente. (La direction positiva de cada variable de desplazamiento esta 
indicada por una punta de flecha eti el diagrama.) 

Suponiendo que la relacibn entre la variacibn de la presibn de respaldo 
de la tobera y la variacion de la distancia tobera-aleta sea lineal, tenemos 

p b = —K x x (8-10) 

donde K x es una constante. Pero el fuelle B, 

p b = Kz? (8-11) 


donde K 2 es una constante. La posicibn de la v&lvula de esfera, la cual de- 
pende del desplazamiento del fuelle B, determina la presibn de control. Si la 
v&lvula de esfera es tal que la relacibn entre p c y z es lineal, entonces 

Pc = -K 3 z (8-12) 

donde K 2 es una constante. De las Ecs. (8-10), (8-11) y (8-12), obtenemos 

P, = -fV. = Kx (8-13) 


donde K = K X K 2 /K 2 es una constante. Para el movimiento de la aleta, tenemos 

b - a - (8-14) 


x = 


e — 


cl -j- b o b’ 


El fuelle F actua como un resorte y la siguiente ecuacibn se mantiene. 

Ap c = k,y (8-15) 
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Aqui A es el area efectiva del fuelle f 7 , y k s es la constante equivalente del re- 
sorte; es decir, el estiramiento debido a la action del lado corrugado del 
fuelle. 

Suponiendo que todas las variaciones de las variables estin dentro de 
una escala lineal, podemos obtener un diagrama de bloques de este sistema 
de las Ecs. (8-13), (8-14) y (8-15) como se muestra en la Fig. 8-17(a). De la 
Fig. 8-17(a) puede verse que el controlador neumatico mostrado en la Fig. 
8-16 es en si mismo un sistema realimentado. La funcion de transferencia 
entre p c ye est£ dada por 

b K 

P c (s ) _ a + b _ K 
E(s ) , , K a A 

1 a^bk s 

En la Fig. 8-17(b) se da un diagrama de bloques simplificado. Puesto que p c 
y e son proporcionales, el controlador neum&tico de la Fig. 8-16 es un 
controlador proportional. En los controladores proporcionales comer- 
ciales, se provee de mecanismos de ajuste para variar la ganancia K p . 



(a) 


Fig. 8-17. (a) Diagrama de 
bloques del controlador pro¬ 
portional neumatico mostra¬ 
do en la Fig. 8-16; (b) diagra¬ 
ma de bloques simplificado. 


E{s) 



(b) 


Como se noto anteriormente, la seiial de error del actuador movia a la 
aleta en una direction y el fuelle de realimentacidn lo movia en la direction 
opuesta, pero en menor grado. Asi es que el efecto del fuelle de realimenta- 
cion es reducir la sensibilidad del controlador. El principio de la realimen- 
tacion se usa comunmente para obtener controladores de banda proportional 
amplia. 

Los controladores neumaticos que no tienen mecanismos de realimen- 
taci6n (lo cual significa que uno de los extremos de la aleta est& fijo) tienen 
alta sensibilidad y se llaman controladores de dos posiciones neumaticos o 
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® 0 (s) 
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1 
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Fig. 8-18. (a) Diagrama de bloques- 
de un sistema de malla eerrada. 


controladores de encendido-apagado heumaticos. En estos controladores, 
solo se requiere un pequeno movimiento entre la tobera y la aleta para dar 
un cambio completo de la presion de control maxima a la minima. 

Obtencion de las acciones de control derivative e integral. El principio 
basico para operar una accion de control deseada consiste en insertar el in- 
verso de la funcion de transferencia deseada en la trayectoria de la realimen¬ 
tacion. En el sistema mostrado en la Fig. 8-18, la funcion de transferencia 
de malla eerrada es 

r QqCj)' ' G(S) 

&>{*) 1 + G(s)H(s) 

Si | G(s)H(s) | > 1, entonces la funcion de transferencia de la malla eerrada 
puede modificarse a 

&o(s) 1 

©,-(j) #(■*) 

Asi que si se desea una accion de control proporcional derivativa, inserta- 
mos un elemento que tenga la funcion de transferencia \/(Ts + 1) en la tra¬ 
yectoria de la realimentacion; y si se quiere una accion de control proporcio¬ 
nal integral, insertamos un elemento que tenga la funcion de transferencia 
Ts/{Ts + 1) en la trayectoria de realimentacion. 


Controladores proporcionales derivatives neumaticos. En el sistema 
de fuelle neumatico mostrado en la Fig. 8-19 la resistencia de la restriccion 
(valvula) se denota mediante R y la eapacitancia del fuelle mediante C. En 
relation con la Sec. 5-5, la ecuacion de este sistema puede darse mediante la 
Ec. (5-40), reescrita asi: 


RC dp r ° 
dt 


P o Pi 


La funcion de transferencia de este sistema de fuelle es, por lo tanto, 


PJs) \ 

P,{s) PCs 1 

Luego, si el sistema de fuelle mostrado en la Fig. 8-19 se inserta en !a frayec- 
toria de reahmentacion del conirolauor proporcional neumatico, el contro- 
Jador se convertira en uno proporcional derivativo. 
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R 

=^=DxJ 

p + pi 



p + p 

Fig. 8-19. Sistema de ftiellc neuma- 
tico. 


Considerese el controlador neumatico mostrado en la Fig. 8-20(a). Su- 
poniendo cambios pequefios en el error del actuador, la distancia tobera- 
aleta, y la presion de Control una vez mas, se puede trazar un diagrama de 
bloques de este controlador como en la Fig. 8-20(b). En el diagrama de blo- 



ns) , 


^ A 


\ Pc (S) 


a -t b 






a 

Y( s) 

A 

^(s) 

r"i 

a 4- b 

■ 

Aj 


| RCs +1 


.(b).' 

Fig. 8-20. (a) Diagrama de controlador proporeiona) derivative, (b) dia¬ 
grama de bloques. 
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ques K es una constante, A es el area del fuelle y k s es la constante del resorte 
equivalente del fuelle. La funcibn de transferencia entre p c ye puede en- 
contrarse del diagrama de bloques como sigue: 


P e (s) = _ a + b _ 

E(s) , , Ka A 1 

+ T s RCs + 1 


Notese que en un controlador como ese la ganancia de malla cerrada \KaA/[{a + 
b)k s (RCs + 1)]| se hace usualmente mucho mayor que la unidad. La fun¬ 
cion de transferencia P c (s)/E(s) puede, por lo tanto, simplificarse a 


donde 


= b ^A (RCS + 0 = K - {T " S + 0 


b ±_ 
a A ’ 


T d = RC 


Asi que la alimentation negativa retrasada, o la funcion de transferencia 
1 /(RCs + 1), en la trayectoria de realimentacibn modifica al controlador 
proporcional para hacerlo controlador proporcional derivativo. 

Notese que si la valvula de realimentacion esta totalmente abierta, en- 
tonces la resistencia R es despreciable, jR == 0, la accion de control se hace 
proporcional. Si la valvula de realimentacibn est& totalmente cerrada, de 
modo que R = e», la accibn de control se hace de dos posiciones o de encen- 
dido-apagado. 


Controladores proporcionales integrates neum&ticos. En relacion con 
el controlador neum&tico mostrado en la Fig. 8-21 (a), el fuelle denotado 
mediante I esta conectado a la fuente de presion de control sin restriccion 
alguna. El fuelle denotado mediante II esta conectado a la presion de 
control a traves de una restriccion (valvula). 

Bajo la suposicion de variaciones pequefias en las variables, en la Fig. 
8-21(b) aparece un diagrama de bloques de este controlador. Se da una simpli- 
ficacion de este diagrama en la Fig. 8-21 (c). La funcibn de transferencia de 
este controlador es 

b K 

P c (s) = _ a + b _ 

E(s) , Ka A _/, _ 1 \ 

n a [ bk s \ RCs ! 1/ 

donde K es una constante, A el area de los fuelles y k s la constante del resorte 
equivalente de los fuelles. Si \KaARCs/[(a -l- b)k s (RCS + 1)1 | > 1, como 
es usualmente el caso, la funcibn de transferencia puede simplificarse a 

P c (s) bk s (RCs 11 ) r /. 

E(s) a A RCs p \ T iS J 
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donde 



T, - RC 


A,si, el con(rolador mostrado en la Fig. 8-21(a) es un controlador propor¬ 
tional integral. 


Controladores proporcionales integrates derivatives neum&ticos. Una 

combination de los controladores neumaticos de las Figs. 8-20(a) y 8-21(a) 
da un controlador proporcional integral derivativo. La figura 8-22(a) es un 
diagrama esquematico de este tipo. Aqui las resistencias R, y R d se escogen de 
tal modo que R t R (l . La figura 8-22(b) muestra un diagrama de bloques del 
controlador bajo la suposicion de pequenas variaciones en las variables. 
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Fig. 8-22. (a) Controlador neumatico proporcional integral derivati¬ 
vo; (b) diagrama de bloques. 
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La funcion de transferencia de este controlador es 

b K 

iM _ a —l _(8-16) 

E(s ) , , Ka A (R t C - R d C)s 

' a : bk s ( R d Cs I \)(R : Cs -F 1) 

Notese que generalmente \ KaA{R,C — R d C)s/[{a + b)k s {R d Cs + l)(/?,Cs + 
1)]| >> L Por definicion, 

T t = R'C, T d = R d C 

y observando que T, T d , la Ec. (8-16) se simplifica a 
PXs) 4, (7> + i)(?> -i i) 

E(s) a A ( T i — 7F)a 

, - . />A- V 7//> 2 -}- T t s -|- 1 

a A T,s 

• A-(l ' : ? ) ) (8-17) 

donde 


La ecuacion (8-17) indica que el controlador mostrado en la Fig. 8-22(a) es 
un controlador proporcional integral derivativo. 

Controladores hidraulicos. Como los controladores neuinaticos, los con- 
troladpres hidraulicos tambien se usan ampliamente en la industria. Los sis- 
temas hidraulicos de alta presion permiten obtener fuerzas muy grandes. Mas 
aun, estos sistemas permiten un posicionamiento rapido y exacto de las car- 
gas. Y frecuentemente se encuentra una combination de sistemas electroni- 
cos,e hidraulicos por las ventajas que resultan de mezclar el control electro- 
nico con la potencia hidraulica. 

Controladores integrales hidraulicos. El servomotor hidraulico mos¬ 
trado en la Fig. 8-23 es esencialmente un amplificador de potencia hidrauli¬ 
ca y actuador controlado por valvula piloto. La valvula piloto es una valvu- 
la balanceada en el sentido de que las fuerzas de presion que actuan sobre 
ella estan todas balanceadas. Una salida de gran potencia puede controlarse 
mediante una valvula piloto, la cual puede posicionarse con muy poca po¬ 
tencia. 

En el presente analisis, suponemos que el fluido hidraulico es incom- 
presible y que el momento de inercia del piston de potencia y la carga es des- 
preciable comparado con la fuerza hidraulica en el piston de potencia. Tam¬ 
bien suponemos que la v&lvula no tiene traslape y que la razon de cambio de 
flujo de aceite es proporcional al desplazamiento de la valvula piloto. 
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Fig. 8-23. Servomotor hidrau- 
lico. 


Aceite 
bajo 
I presion 



La operaci6n de este servomotor hidr&ulico es como sigue. Si la entra- 
da a: mueve la valvula piloto a la derecha, se descubre el puerto I y, por lo 
tanto, entra aceite a alta presidn al lado derecho del pistdn de potencia. 
Puesto que el puerto II est£ conectado al puerto de descarga, el aceite en el 
lado izquierdo del pistdn de potencia es regresado por la descarga. El aceite 
que fluye al cilindro de potencia estd a alta presidn; el aceite que fluye del ci- 
lindro de potencia al drenaje est& a baja presidn. La diferencia de presidn 
resultante entre ambos lados del pistdn de potencia causard que dste se 
mueva hacia la izquierda. 

Ndtese que la razdn de cambio de flujo de aceite q (kg/s) multiplicado 
por dt (s) es igual al desplazamiento del pistdn de potencia dy (m) multipli¬ 
cado por el &rea del pistdn A (m 2 ) y multiplicado por la densidad del aceite p 
(kg/m 3 ). Por lo tanto, 


Ap dy = q dt 


( 8 - 18 ) 


Por la suposicidn de que la razdn de cambio de flujo de aceite q es propor- 
cional al desplazamiento de la v&lvula piloto x y tenemos 

q = K,x (8-19) 

donde K x es una constante de proporcionalidad. De las Ecs. (8-18) y (8-19) 
obtenemos 

Ap& = K,x 

La transformada de Laplace de esta ultima ecuacidn, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, da 

ApsY(s) = K,X(s) * 

o bien 

Y(s) = K x _ K 
AXs) Aps s 

donde AT = KJ(Ap). Asi, el servomotor hidr&ulico mostrado en la Fig. 8-23 
actua como un controlador integral. 
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Controladores proportionates hidr&ulicos. El servomotor hidr&ulico 
de la Fig. 8-23 puede modificarse para hacerlo un controlador proporcional 
por medio de un eslabbn de realimentaci6n. Considerese el controlador 
hidr&ulico mostrado en la Fig. 8-24(a). El lado izquierdo de la v&lvula piloto 
estci unido al lado izquierdo del pistbn de potencia mediante un eslabon 
ABC. Este es un eslabbn flotante mbs que uno m6vil alrededor de un pivote 
fijo. 

El controlador opera aqui de la siguiente forma. Si la entrada x mueve 
la valvula piloto hacia la derecha, se descubrir& el puerto I y el aceite a alta 
presion fluir<i a traves del puerto I al lado derecho del piston de potencia y 
forzarb a dicho piston hacia la izquierda. El piston de potencia, al moverse 
hacia la izquierda, arrastrard al eslabon de realimentacibn ABC con el, mo- 
viendo, por lo tanto, la valvula piloto hacia la izquierda. Esta accion conti- 


Aceite 

bajo 



Fig. 8-24. (a) Controlador 
proporcional hidralico; (b) 
diagrama de bloques. 



(b) 


nua hasta que la v&lvula piloto cubre otra vez los puertos I y II. Puede tra- 
zarse un diagrama de bloques del sistema como en la Fig. 8-24(b). La fun- 
ci6n de transferencia entre yyx est& dada por 

b K 

7(5) _ a -j- b s _ trK _ 

X(s) 1 , K <2 -j- b) + Ka 

s a 4- b 


( 8 - 20 ) 
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Observando que en las condiciones de operation normales tenemos | Ka/[s(a + 
t>))\ >> 1, entonees la Ec. (8-20) puede s'implificarse a 

Y[?) b . A - , ' ■ - 

A’(.v) a p \ 

La funcipn de transferencia entre y y x se.hace una constante. Asi, el contfo- 
lador hidraulico mostrado en la Fig. 8-24(a) actua como un controlador 
proporcional, cuya ganancia es K p . Esta ganancia puede ajustarse efectiva- 
mente mediante el cambio de la relation de-la palanca b/a. (El mecanismo 
de ajuste no se muestra en el diagrama.) 


Controladores proporeionales electronicos. Un controlador propor¬ 
cional electronico es un amplificador que recibe una serial de voltaje pe- 
quena y produce una salida de voltaje a un nivel de potencia mas alto. En la 
Fig. 8-25 se muestra un diagrama esquematico de tal controlador. Para este 
controlador. 

= K ( e ‘ ~ e °J Lf) 

donde R z > 0 y KR 2 /R 1 ^> 1. En consecuencia, 

E„(s ) _ Ri ^ k 
E;( s) ~R 2 p 


donde K p es la ganancia del amplificador o controlador proporcional. La 
ganancia K p puede ajustarse cambiando la relacion de las resistencias (el va¬ 
lor de Ri/R 2 ) en el circuito realimentado. 



R, 

R z 


Fig. 8-25. Controlador pro¬ 
porcional electronico. 


Obtencionde accioncs de control derivativas e integrales, en controla¬ 
dores electrdnicos. En la siguiente exposition se describe el principio invo- 
lucrado al obtener acciones de control derivativas e integrales en controla¬ 
dores electronicos. Esencialmente, insertaremos un circuito apropiado en la 
trayectoria de realimentacion con el objeto de proporcionar la accion de 
control proporcional derivativo, la accion de control proporcional integral, 
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o la accion de control proporcional integral derivativa. Para el controlador 
inostrado en la Fig. 8-26, 

E f (s) 1 

E a (s) R d C d s i 1 

[£, 0 ) — E f (s)\K =. E 0 (s) 


Asi que para \K/(R a C d s + 1) | 1, como es usualmente el caso, 


E 0 (s) K(R d C d sj 1) 
E t (s) R d C d s -f U- K 


R d C d s H- 


T d s + 1 


donde T d - R d C d . Asi, el controlador mostrado en la Fig. 8-26 es un contro¬ 
lador proporcional derivativo. 



E 0 (s) 
E, (s) 


! + T d s 


Fig. 8-26. Controlador elect ronico .proporcional derivativo. 

En forma similar, para el controlador mostrado en la Fig. 8-27, 

E f (s) R'C'S 
EXs) RjCtS 1 

[Efc) - E f (s)]K EXs ) 

Y de ese modo para + 1)| ^> 1, como es usual. 


EXs) K(R ( C,s. 1 - 1 ) R.CiS i 1 , , 1 

EXs) ~ KR^CiS -f- R t C iS - 1 - l"' R<C t s T,s 


donde’ T t = R,C r En consecuencia, el controlador mostrado en la Fig. 8-27 
es un controlador proporcional integral. 
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Fig. 8-27. Controlador electronico proporcional integral.’ 
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8-4 ANALISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

En esta seccion estamos interesados en el analisis de la respuesta transi- 
toria de los sistemas de control y en los efectos de las acciones de control in¬ 
tegral y derivativa sobre el comportamiento de la respuesta transitoria. Co- 
menzamos con un analisis del control proporcional de un sistema de primer 
orden, seguido de una descripcion de los efectos de las acciones de control 
integral y derivativo sobre el comportamiento transitorio. Luego presenta- 
mos el control proporcional de un sistema con una carga de inercia e ilustra- 
mos el hecho de que agregando control derivativo se mejora notablemente 
el comportamiento transitorio. 

Control proporcional de un sistema de primer orden. Supongase que el 
controlador en el sistema de control de nivel de liquido de la Fig. 8-28 es pro¬ 
porcional. Supongase tambien que la entrada de referencia al sistema es X. 
En t - 0 se cambia la entrada de referencia de X a X + x. Supongase que 
todas las variables mostradas en el diagrama ( x , q„ h y q 0 ) se mi den desde 
sus respectivos valores en estado estable X, Q, Hy Q. Supongamos tambien 
que las magnitudes de las variables x, q it h y q 0 son suficientemente peque- 
fias, los cual significa que el sistema puede representarse aproximadamente 
mediante un modelo matematico lineal. 


0 + Q, 





Fig. 8-28. Sistema de control 
de nivel de liquido. 


En relacidn con la Sec. 4-5, la ecuacibn del sistema de nivel de liquido 
puede obtenerse como 

RC^+h = Rq t (8-21) 

[Consultese la Ec. (4-17).] De modo que la funcidn de transferencia entre 
H{s) y Qfe) se encuentra a partir de la Ec. (8-21) como 

H(s) R 
Qi(s) RCs + 1 

Supongamos aqui que la ganancia K v de la v&lvula de control es cons- 
tante en la proximidad de la condicion de operaci6n en estado estable. En- 
tonces, puesto que el controlador es proporcional, el cambio en la raz6n de 
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flujo de entrada es proporcional al error del actuador e, o sea 

q< = K P K V <? ( 8 - 22 ) 

donde K p es la ganancia del controlador proporcional. En terminos de canti- 
dades de la transformada de Laplace, la Ec. (8-22) se hace 

QXs) = K p K v E(s) 


En la Fig. 8-29(a) aparece un diagrama de bloques de este sistema. Para 
simplificar nuestro analisis, supongamos que x y h son sefiales de la misma 
clase con las mismas unidades y, por lo tanto, pueden compararse directa- 
mente. (De otro modo deberiamos insertar una funcion de transferencia de 
realimentacion K b en la trayectoria de la realimentacion.) Se da un diagrama 
de bloques simplificado en la Fig. 8-29(b), donde K - K P K V . 

En el siguiente material investigaremos la respuesta h(t ) a un cambio en 
la entrada de referencia. Supondremos un cambio escalon unitario en x(t). 
La funcidn de transferencia de malla cerrada entre H(s) y X(s) est4 dada por 


H(s ) KR 

X(s) RCs + 1 + KR 


(8-23) 



(a) 



K 


R 

j H { S ) 



RCs + 1 




(b) 

Fig. 8-29. (a) Diagrama de bloques del sistema de control de nivel 
de liquido mostrado en la Fig. 8-28; (b) diagrama de bloques 
simplificado. 

Puesto que la transformada de Laplace de la funcion escalon unitario es 
1 /s% sustituyendo AX$) = 1/5 en la Ec. (8-23) da 
„ n KR 1 

RCs + 1 + KR ~s 

Entonces, la expansidn de H(s) en fracciones parciales resulta en 

KR 1 KR 1 

1 + KR s 1 + KR s + [(1 + KR)IRC] 


H(s) = 


(8-24) 
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A continuacion, al tomar la transformada inversa de Laplace de ambos la- 
dos de la Ec. (8-24), obtenemos la solucion en el tiernpo h(t). 


h(t) ■ ! A/ ^(l - e ' r ') para / > 0 (8-25) 

donde 

T . RC 
1 'I j KR 

Notese que la constante de tiempo T x del sistema de malla cerrada es dife- 
rente de la constante de tiempo RC del sistema de nivel solo de liquido. 

La curva.de la respuesta h(t) esta graficada en la Fig. 8-30. De la Ec* 
(8-25) vemos que cuando t tiende al infinito, el valor de h(t) tiende a KR/ 
(1 + KR) o 


h(o o) 


KR 

1 -|- KR 


Puesto que x(oo) = 1, hay un error en estado estable de magnitud 1/(1 + 
KR). Tal error se llama descompensacidn. El valor de la descompensacion 
se hace menor a medida que la ganancia K se hace mayor. 



Fig. 8-30. Curva de respuesta escalon 
unitario del sistema mostrado en la 
Fig. 8-29(b). 


Eliminaci6n de la descompensacidn mediante el uso del control in¬ 
tegral. En el control proporcional de una planta cuya funcibn de transfe¬ 
rence no posea un integrador 1 /s (de modo que la funcibn de transference 
prealimentada no incluya integrador o integradores), hay un error en estado 
estable o descompensacibn en la respuesta escalbn unitario. Esa descompen- 
sacibn puede eliminarse si se incluye en el controlador una accibn de control 
integral. 

Bajo la accibn de control integral la serial de control (la sefiai de sali^ 
del controlador) en cualquier instante es el area bajo la curva de la seftal de 
error del actuador hasta esc instante. La seftal de control m(t) puede tener 
un valor diferente de cere cuando la seftal de error del actuador e(/) es cero, 
corno lo muestra la Fig. 8-31(a). Esta situacibn es imposible en el caso del 
controlador proporcional, puesto que una seftal de control diferente de cero 
requiere una serial de error del actuador diferente de cero. (Una seftal de 
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error del actuador diferente de cero en estado estable significa que hay una 
descompensaqidn,) La figura 8-31(b) muestra la curva e(() contra t y la cur- 
va correspondiente m(t ) contra t cuando el controlador es del tipo propor- 
cional. 

N6tese que la accidn de control integral mejora la exactitud del estado 
estable mediante la eliminacion de la descompensacion o del error en esta¬ 
do estable. Incluso puede llevar a una respiiesta oscilatoria de amplitud lenta- 
mente decreciente, o aun de amplitud creciente, siendo cualesquiera de las 
dos indeseables. 






Fig. 8-31. (a) Curva de error y curva de seftal de control del sistema 
que usa un controlador integral; (b) curva de error y curva de seftal de 
control del sistema que usa un controlador proporcional. 


Control integral de un sistema de nivel de liquido. La figura 8 32(a) 
muestra un sistema de control de nivel de liquido. Supongamos aqui que el 
controlador es integral. Supongamos tambien que las variables jc, q„ h y q () , 
las cuales se miden desde sus respectivos valores en estado estable X, Q, H y 
Q, son cantidades pequenas; por lo tanto, el sistema puede considerarse li¬ 
neal. En estas suposiciones, el diagrama de bloques del sistema puede obte- 
nerse como se muestra en la Fig. 8~32(b). De este diagrama, la funcidn de 
transferencia de malla cerrada entre H{s) y X(s) es 

H(s) _ KR _ 

X(sj RCs 2 -I- v ; KR 

Se sigue que 

F(s) X(s) H(s) RCs 1 ■ s 

\(.s) A'(y) " RCs 1 r* : KR 
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Puesto que el sistema es estable, el error e w en estado estable de la respuesta 
escaldn unitario se encuentra aplicando el teorema del valor final. 


e ss = lim sE(s ) 

s-»0 


lim 

f —*0 


s(RCs 2 + s) 
RCs z -j- s -f- KR s 


= 0 



Q+q 0 


(a) 


x(s) /On Els) | 

K ! 


R 

H(s) 

1 

y\ 

5 i 


RCs +1 

1 



(b) 

Fig. 8-32. (a) Sistema de control de nivel de liquido; (b) diagrama de 
bloques. 

Un control integral del sistema de nivel de liquido elimina asi el error en es-, 
tado estable de la respuesta escalon, mejorando, por lo tanto, la exactitud en 
el estado estable. £sta es una mejoria importante sobre el control propor- 
cional, el cual produce descompensacidn. 

Debe notarse que la accidn de control proporcional integral propor- 
ciona justamente una exactitud en el estado estable tan buena como la ac- 
ci6n de control integral sola. De hecho, el uso del control proporcional in¬ 
tegral permitir& que la respuesta transitoria disminuya m&s aprisa. 

Accion de control derivativa. La accion de control derivativa, cuando 
se agrega a un controlador proporcional, proporciona un medio para obte- 
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ner un controlador con mayor sensibilidad. Una ventaja de usar la accibn 
derivativa es que responde a la raz6n de cambio del error del actuador y 
puede producir una correccion importante antes que la magnitud del error 
del actuador se haga demasiado grande. Asi el control derivativo se anticipa 
al error del actuador, inicia una acci6n correctiva pronta y tiende a incre- 
mentar la estabilidad del sistema. 

Aunque el control derivativo no afecta el error en estado estable direc- 
tamente, agrega amortiguamiento al sistema, y, por lo tanto, permite el uso 
de un valor mayor en la ganancia del sistema, factor que lleva a mejorar la 
exactitud del estado estable. 

Notese como a causa de que el control derivativo opera sobre la razon 
de cambio del error del actuador y no sobre el propio error del actuador, 
este nunca se usa solo. Se usa siempre en combinacion con una accibn de 
control proporcional o proporcional integral. 

Control proporcional de un sistema con carga inercial. Antes de consi- 
derar el efecto de la accibn de control derivativo sobre el funcionamiento 
del sistema, expliquemos el control proporcional de una carga inercial. 

En el sistema de control de posicibn de la Fig. 8-33(a), la caja con la 
funcibn de transferencia K p representa un controlador proporcional. Su sa- 
lida es una serial del par T, la cual se aplica a un elemento de inercia J. La 
salida del sistema es el desplazamiento angular 6 0 del elemento inercial. Para 
el elemento inercial, tenemos 


J0 O = T 


La transformada de Laplace de esta ultima ecuacibn, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, se hace 

^ 2 © 0 (^) - T(s ) 


Por lo tanto, 


e o (s)_ 1 

T(s ) Js 2 


El diagrama de la Fig. 8-33(a) puede redibujarse como en la Fig. 8-33(b). De 
este diagrama la funcibn de transferencia de malla cerrada puede obtenerse 
como 

®M = K » 

0,U) Js 2 + K p 

Puesto que las raices de la ecuacibn caracteristica 

Js 2 -\- K p — 0 

son imaginarias, la respuesta a la entrada escalbn unitario continua oscilan- 
do indefinidamente como se muestra en la Fig. 8-33(c). 
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(a) 



Fig. 8-33. (a) Sistema de con¬ 
trol de position; (b) diagrama 
de bloques; (c) curva de res- 
puesta escalon unitario. 


B 0 [t) 



(c) 


Los sistemas de control que presentan tales oscilaciones sostenidas no 
son aceptables. Veremos que la adicidn de control derivativo estabiliza el 
sistema. 


Control proporcional derivativo de un sistema con carga inercial. Mo- 

difiquemos el controlador proporcional para hacerlo un controlador pro¬ 
porcional derivativo cuya funcidn de transference sea K p ( 1 + TjS). El par 
desarrollado por el controlador es proporcional a K p (e + TJ), donde e es 
la serial de error del actuador. La accidn de control derivativo es esencial- 
mente anticipadora; mide la velocidad del error instantdneo y predice con 
gran anticipacidn en el tiempo las desviaciones con el objeto de producir 
una accidn compensadora apropiada antes que ocurra la desviacidn. 

En el sistema mostrado en la Fig. 8-34(a), la funcidn de transferencia 
de malla cerrada est& dada por 

e.(j) K p {\ + T d s ) 

0,(j) Js 2 + K p T d s + K p 
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La ecuaci6n caracteristica 

Js 2 + K p T d s + K p = 0 

tiene ahora dos raices con parte real negativa, para valores positivos de J , K p , 
y T d . Asi, la action de control derivativo introduce un efecto amortiguador. 
Una curva tipica de la respuesta 6 0 (t) a la entrada escaldn unitario se da en la 
Fig. 8-34(b). Claramente, la curva de respuesta muestra una notable mejoria 
sobre la curva de respuesta original, mostrada en la Fig. 8-33(c). 




Fig. 8-34. (a) Diagrama de blo- 
ques de un sistema de control 
de position que usa un contro- 
lador proporcional derivativo; 
(b) curva de respuesta escaldn 
unitario. 


8-5 ESPECIFICACIONES DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

Una razon de que los sistemas con almacenamiento de energia no 
pueden responder instant&neamente, presentar&n una respuesta transitoria 
al someterlos a entrada o perturbaciones. En consecuencia, las caracteristi- 
cas de la respuesta transitoria constituyen uno de los factores m&s importan- 
tes en el disefto de sistemas. 

En muchos casos practicos, las caracteristicas de comportamiento de- 
seadas en un sistema de control pueden darse en t6rminos de las especifica¬ 
ciones de la respuesta transitoria. Con frecuencia, tales caracteristicas de 
comportamiento se especifican en tdrminos de la respuesta transitoria a la 
entrada escaldn unitario, puesto que este es f&cil de generar y es suficiente- 
mente eficaz. (Si la respuesta de un sistema lineal a una entrada de escaldn 
se conoce, es posible calcular matem&ticamente la respuesta a cualquier 
entrada.) 

La respuesta transitoria de un sistema a una entrada escaldn unitario 
depende de las condiciones iniciales. Por conveniencia al comparar las res- 
puestas transitorias de diferentes sistemas, es una prdctica comun utilizar 
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una condici6n inicial estandar: El sistema esta inicialmente en reposo con la 
salida y todas las derivadas respecto al tiempo en cero, naturalmente. Por 
tanto, las caracteristicas de la respuesta pueden compararse facilmente. 

Especificaciones de la respuesta transitoria. La respuesta transitoria de 
un sistema de control practico a menudo muestra oscilaciones amortiguadas 
antes de alcanzar el estado estable. Al especificar las caracteristicas de la 
respuesta transitoria de un sistema de control a una entrada escaldn unita- 
rio, es conveniente designar lo siguiente. 

1. Tiempo de retardo, t d 

2. Tiempo de subida, t r 

3. Tiempo pico, t p 

4. Sobrepaso maximo, M p 

5. Tiempo de asentamiento, t s 

Estas especificaciones se definen adelante y se muestran gr&ficamente en la 
Fig. 8-35. 



Tiempo de retardo. El tiempo de retardo t d es el tiempo necesario para 
que la respuesta llegue a la mitad del valor final la primera vez. 

Tiempo de subida. El tiempo de subida t r es el tiempo requerido para 
que la respuesta se eleve de 10 a 90%, o de 5 a 95%, o de 0 a 100% de su va¬ 
lor final. En sistemas subamortiguados de segundo orden, normalmente se 
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usa el tiempo de subida de 0 a 100%. En sistemas sobreamortiguados, es 
comun el tiempo de subida de 10 a 90%. 


Tiempo pico. El tiempo del pico t p es el tiempo requerido para que la 
respuesta alcance el primer pico del sobrepaso. 


Sobrepaso maximo (porcentual). El sobrepaso maximo M es el valor 
del pico maximo de la curva de respuesta 0 o (t) contra t medida desde la cota 
unitaria. Si el valor en estado estable final de la respuesta difiere de la uni- 
dad, entonces es una practica comun usar el porcentaje de sobrepaso. Este 
se define mediante 


Maximo sobrepaso porcentual = --^ p \ — x 100% 

0 O («) 

La cantidad de sobrepaso maxima (porcentual) indica directamente la esta- 
bilidad relativa del sistema. 


Tiempo de asentamiento. El tiempo de asentamiento t s es el tiempo re¬ 
querido para que la curva de respuesta alcance el 2% del valor final y se 
mantenga en el. (N6tese que en algunos casos se usa el 5% en lugar del 2% 
como porcentaje del valor final.) El tiempo de asentamiento esta relaciona- 
do con la mayor constante de tiempo del sistema. 

Comentarios. Notese que si especificamos los valores t d > t r , t p , t s y M p , la 
forma de la curva de respuesta queda virtualmente determinada. Este hecho 
puede verse claramente en la Fig. 8-36. 

Adem&s, n6tese que no todas estas especificaciones se aplican necesa- 
riamente a cualquier caso dado. Por ejemplo, en un sistema sobreamorti- 
guado, no se aplican los terminos tiempo de pico y sobrepaso maximo. 



Fig. 8-36. Especificaciones de la curva de respuesta transitoria. 
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Sistema de control de posicion. El sistema de control de posicion (servo- 
mecanismo) mostrado en la Fig. 8-37(a) consta de un controlador proporcio- 
nal y elementos de carga (elementos inerciales y friction viscosa). Supongase 
que deseamos controlar la posicion de salida d 0 de acuerdo con la posicion de 
entrada 0,. 

La ecuacibn para los elementos de carga es 

J6, + b6 0 =T 

donde T es el par producido por el controlador cuya constante de ganancia 
es K. Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de esta ultima 
ecuacibn, suponiendo cero las condiciones initiates, encontramos 

Js 2 Q 0 ( s ) + bsQ 0 (s) = T(s ) 

Por lo tanto, la funcibn de transferencia entre O 0 (s) y T(s) es 

Q 0 Q) _ 1 

T(s) s(Js + b) 

A1 usar la funcibn de transferencia, la Fig. 8-37(a) puede redibujarse como 
en la Fig. 8-37(b). La funcibn de transferencia de malla cerrada se obtiene 
entonces como 


o bien 


donde 


0o(j) K K/J 

0 ,( 5 ) Js 2 + bs + K s 2 + (b/J)s + (K/J) 


0oQ) col 

©,-(•*) 5 2 + 2 {co n s + a ) 2 


( 8 - 26 ) 


co„ 


^ — frecuencia natural no amortiguada 


c = 


b 

2jKJ 


= relacibn de amortiguamiento 


En terminos de y a>„, el diagrama de bloques de la Fig. 8-37(b) puede redi¬ 
bujarse como en la Fig. 8-37(c). 

A continuation, consideremos la respuesta escalbn unitario de este sistema 
cuando 0 < < 1. Para una entrada escalbn unitario, tenemos 0 ( .(s) = 1/5. 

Entonces 


0 ( 5 ) —__L 

“ 5 2 + 2 {coj + co 2 s 

1 5 + 2 Cco n 

S 5 2 + 2C(O n S + CO 2 

= J _ 5 + fan _ fan 

s (s + Cw«) 2 + °>d (5 + £co n ) 2 + co} 


( 8 - 27 ) 
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donde o) d = oj„V 1 — f 2 . La transformada inversa de Laplace de la Ec. (8-27) da 
6 0 (t) = 1 — e~ c "’ ,r cos co d t - - = e~ Cc0n ‘ sen co d t 


VI - C 2 

1 — e~ ia>nt (cos co d t H - -=JL= sen 

V VI - C 2 > 


(8-28) 



(a) 




(c) 

Fig. 8-37. (a) Sistema de control de position; (b) diagrama de 
bloques; (diagrama de bloques del sistema de segundo orden en 
forma estandar. 

o bien 

0 o (t) = 1 - sen (o> d t + tan" 1 (8-29) 

Se muestra en la Fig. 8-38 una familia de curvas S 0 (t) con diferentes valores 
de donde la abscisa es la variable sin dimensibn <s> n t. Las curvas son fun- 
ciones solamente de 






Scanned and Edited By YORCH® 


540 Analisis de Sistemas de Control Cap . 8 

Comentario sobre las especificaciones de la respuesta transitoria. Ex- 

cepto en ciertas instalaciones donde no se pueden tolerar oscilaciones, es 
preferible que la respuesta transitoria sea suficientemente rapida asi como 
razonablemente amortiguada. Asi, con el objeto de obtener la respuesta tran¬ 
sitoria deseable en un sistema de segundo orden, el factor de amorti- 
guamiento relativo f debe escogerse entre 0.4 y 0.8. Los valores pequenos 



Fig. 8-38. Curvas de respuesta escalon unitario del sistema mostrado 
en la Fig. 8-37(c). 


de f f < 0.4) producen sobrepaso excesivo en la respuesta transitoria y un 
sistema con un valor grande de f ($* > 0.8) responde lentamente. 

Mas adelante veremos que el sobrepaso maximo y el tiempo de subida 
entran en conflicto entre si. En otras palabras, el maximo sobrepaso y el 
tiempo de subida no pueden simultaneamente hacer menores. Si uno se hace 
menor, el otro necesariamente se hace mayor y viceversa. 

Sistemas de segundo orden y especificaciones de la respuesta transitoria. 

En las paginas siguientes obtendremos el tiempo de subida, el tiempo pico, 
el sobrepaso maximo y el tiempo de asentamiento del sistema de segundo 
orden dado por la Ee. (8-26). Estos valores se obtendran en terminos de f y 
io„. El sistema se supone subamortiguado. 
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Tiempo de subida t r . En relaci6n con la Ec. (8-28), encontramos el tiempo 
de subida t r tomando d 0 (t r ) = 1 o 

0 o (t r ) = 1 —- 1 — e'^/cos co d t r + sen a > d t r \ (8-30) 

v V1 — C 2 7 

Puesto que 0, podemos obtener de la Ec. (8-30) la siguiente 

ecuacibn 


cos ca d t r 


sen co d t r 

VI -c x 


o bien 


tan ctV r 


VI -C 2 


Asi, el tiempo de subida ( r es 

t r — — tan 
OJj 


yi -c 2 \ a-i 


■ (-w 


co d 


(8-31) 


donde j3 esta definida en la Fig. 8-39. Notese que el valor de tan 1 ( — VI - V 
f) cae entrey7r y tt. Si f = 0 +, entonces tan' 1 ( — Vl - f Vf) = y7r +; si f = 
1 — , entonces tan' 1 (— Vl — f 2 /f) = ft— • Claramente con el objeto de obte¬ 
ner un valor pequefio de debemos tener una gran u d . 


/ OJ 1 



t vr~ 

i^d 


Viv : 

1 V/ , 



- a 

0 

a 


•< 



Fig. 8-39. Definition del angulo ft. 


Tiempo pico t p . En relacion con la Ec. (8-28), podemos obtener el tiempo 
pico diferenciando d 0 (t) con respecto al tiempo t y haciendo esta derivada 
igual a cero o 


Se sigue que 
o bien 


0 _ sen QjJ : 0 

dt J\ - C 2 

sen coj — 0 


e o d t — 0, n, 2 n, 3 n, . . . 


Puesto que el tiempo pico corresponde al primer pico de sobrepaso, tene- 
mos (>3 d t p = tt. Entonces, 

n 


t 


(8-32) 
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El tiempo pico t p corresponde a medio ciclo de la frecuencia de oscilacidn 
amortiguada. 


Sobrepaso maximo M p . El sobrepaso maximo ocurre en el tiempo pico o 
en t = t p = Tr/a) d . Asi, de la Ec. (8-28) M p se obtiene como 




oxo -1 


_g-Ca>n(H/eu<i) 

— e -Cn/^~C 


COS 71 -f 


VI -c : 


-sen 


*) 


(8-33) 


El sobrepaso maximo porcentual es e~ x 100%. 


Tiempo de asentamiento t s . En un sistema de segundo orden subamorti- 
guado, la respuesta transitoria a la entrada escaldn unitario est& dada por la 
Ec. (8-29). N6tese que la curva de respuesta d 0 (t) permanece siempre dentro 
de un par de cur vas envo lventes como se muestra en la Fig. 8-40. [Las cur- 
vas 1 ± (e- f "-'A/1 — f 2 ) son las curvas envolventes de la respuesta transito¬ 
ria a una entrada escaldn unitario.] La constante de tiempo de estas curvas 
envolventes es l/fco„. El tiempo de asentamiento t s es cuatro veces la cons¬ 
tante de tiempo, es decir, 


t s 



(8-34) 



Fig. 8-40. Curva de respuesta escalon unitario y sus curvas envolventes. 
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N6tese que el tiempo de asentamiento es inversamente proporcional a 
la frecuencia natural no amortiguada del sistema. Puesto que el valor de f 
estd determinado usualmente por el requisito del sobrepaso m&ximo permi- 
sible, el tiempo de asentamiento se determina principalmente por la frecuen¬ 
cia natural no amortiguada &>„. En otras palabras, la duracibn del periodo 
transitorio puede variarse sin cambiar el sobrepaso m&ximo, al ajustar la 
frecuencia natural no amortiguada co„. 

Del andlisis precedente est& claro que <a d debe ser grande si vamos a te- 
ner una respuesta r&pida. Con el objeto de limitar el sobrepaso m&ximo M p 
y disminuir el tiempo de asentamiento, el factor de amortiguamiento relati- 
vo f no debe ser muy pequefia. La relacibn entre el sobrepaso porcentual 
m&ximo M p °7o y el factor de amortiguamiento relativo se muestra en la 
Fig. 8-41. Notese que si el factor de amortiguamiento relativo esta entre 0.4 
y 0.8, entonces el sobrepaso porcentual m&ximo de una respuesta escalbn 
est& entre 25 y 2.5%. 



0 0.5 1.0 15 

i 


Fig. 8-41. Curva que relaciona el sobrepaso porcentual maximo M p y 
el factor de amortiguamiento relativo f. 


Ejemplo 8-3. Determinese el tiempo de subida, el tiempo pico, el sobrepaso o maximo 
y el tiempo de asentamiento cuando el sistema de la Fig. 8-42 est£ sometido a una 
entrada escalbn unitario. 

N6tese que o>„ = 1 rad/s y f = 0.5 para este sistema. Por lo tanto, 

0) d = CO n Vl - C 2 = Vl - 0.5 2 - 0.866 
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1 


s (s + 1) 


®As) 


Fig. 8-42. Sistema de control. 


Tiempo de subida t r . En relation con !a Ec. (8-13) el tiempo de subida t r es 

/ - 71 ~ P 

r co d 

donde (i = sen' 1 0.866 = 1.05 rad. Por lo tanto, 

3.14 - 1.05 


t r = 


0.866 


- 2.41 s 


Tiempo pico t p . El tiempo pico t p esta dado por la Ec. (8-32). 

_ Ti _ 3.14 _ - 
p CO d 0.866 S 

Sobrepaso maximo M p . En relacibn con la Ec. (8-33) el sobrepaso maximo M p es 

M p = e~ M ' /T= F = *- 0 . 5 * 3 . 14 / 0.866 = e ~ 1 • 8 1 = Q.163 

Tiempo de asentamiento t s . El tiempo de asentamiento 4 esta definido por la Ec. 
(8-34) yes 


8-6 MEJORAMIENTO EN LAS CARACTERISTICAS 

DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

En la Sec. 8-5 consideramos la respuesta escaldn de sistemas de control 
de position. Se mostrO que un factor de amortiguamiento relativo pequeno 
haria el sobrepaso m&ximo en la respuesta escaldn grande, asi como en un 
tiempo de asentamiento grande. Tales caracteristicas son generalmente in- 
deseables. Esta secciOn comienza con un metodo para mejorar las caracte¬ 
risticas de amortiguamiento de un sistema de segundo orden a traves de reali- 
mentaciOn de la velocidad (realimentaciOn tacOmetro). Luego se considerati 
la respuesta de los sistemas de segundo orden a entradas rampa. Aqui pre- 
sentamos un metodo para mejorar el comportamiento en estado estable de 
la respuesta rampa por medio de una acciOn de control proporcional deriva¬ 
tive. Finalmente se describe otro metodo para mejorar tal comportamiento 
en estado estable a traves de un prefiltro del tipo proporcional derivativo. 

Tac6metros. Un tacbmetro de cd es un generador que produce un vol- 
taje proporcional a su velocidad de rotacibn. Se usa como transductor, con- 
virtiendo la velocidad de la flecha rotatoria en un voltaje de cd propor- 
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cional. Si la entrada al tacdmetro es la posicidn 6 de la flecha y la salida es el 
voltaje e , entonces la funcidn de transferencia del tacdmetro de cd es 


E(s) 

e(s) 


K h s 


donde E(s) = £[<?], ©(.?) = £[0],y k h es una constante. La inclusidn de seme- 
jante tacdmetro en la trayectoria de la realimentacidn del sistema de control 
de posicidn mejorara las caracteristicas de amortiguamiento del sistema. El 
uso del tacdmetro para obtener una sefial de realimentacidn de velocidad se 
conoce como realimentacidn de velocidad o realimentacidn por tacdmetro. 


Sistemas de control de posicidn con realimentacidn de velocidad. Los 

sistemas con un factor de amortiguamiento relativo pequefto muestran un 
gran sobrepaso m&ximo y una larga oscilacidn sostenida en la respuesta es- 
cal6n. Para incrementar el amortiguamiento efectivo del sistema y asi mejo- 
rar las caracteristicas de la respuesta transitoria, se emplea frecuentemente 
la realimentacidn de velocidad. 

Considerese el sistema de control de posicidn con realimentacidn de ve¬ 
locidad mostrado en la Fig. 8-43(a). Supongamos que el coeficiente de fric- 
cidn viscosa b es pequefto de modo que el factor de amortiguamiento relati¬ 
vo en ausencia del tacdmetro es bastante pequefia. En el presente sistema, la 
sefial de velocidad, junto la sefial de posicidn, se realimenta a la entrada para 
producir la sefial de error del actuador. (Ndtese que al obtener la sefial de 
velocidad, es preferible usar un tacdmetro en vez de diferenciar fisicamente 
la sefial de posicidn de la salida porque la diferencia siempre acentua las se- 
flales de ruido.) 

El diagrama de bloques de la Fig. 8-43(a) puede simplificarse como en 
la Fig. 8-43(b), lo que da 

Q.(J) _ K _ 

0 , 0 ) Js 2 + (b + KK h )s + K 


El factor de amortiguamiento relativo f de este sistema es 

-_ b + KK h 
'IJKJ 


(8-35) 


y la frecuencia natural no amortiguada es 



Ndtese que la frecuencia natural no amortiguada a> n no est& afectada por la 
realimentacidn de velocidad. Dados los valores de / y b, el valor de K se de- 
termina de lo requerido en la frecuencia natural no amortiguada a>„. La rea¬ 
limentacidn de velocidad (realimentacidn por tacdmetro) tiene el efecto de 
incrementar el factor de amortiguamiento relativo sin afectar la frecuencia 
natural no amortiguada del sistema de segundo orden. 
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Fig. 8-43. (a) Diagrams de bloques de un sistema de control de position 
con realimentation de velocidad; (b) diagrams de bloques simplificado. 


Ejemplo 8-4. Sup6ngase, en el sistema mostrado en la Fig. 8-43(b), que los valores 
numfcricos de / y b son 

/ = 1 kg-m 2 
b = 1 N-m-s 


Deseamos determinar los valores de la ganancia K y la constante de realimentacibn 
de velocidad K h de modo que el sobrepaso m&ximo sea 0.2 y el tiempo poco sea 1 s. 
El sobrepaso m£ximo M p estb dada por la Ec, (8-33) como 

M p = e 

Este valor debe ser 0.2. Por lo tanto, 


c -c«,vi-c* = 0.2 


la cual da 

C = 0.456 

El tiempo pico t p est& especificado como 1 s. Por lo tanto, de la Ec. (8-32) 


tp 



o bien 


co d - 3.14 
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Puesto que f es 0.456, to n es 


co 


co d 




= 3.53 


La frecuencia natural no amortiguada u> n es igual a yjK/J = s/K/l = VK, y as! 

K = co 2 = 12.5 N-m 

Entonces K h se obtiene de la Ec. (8-35) como 

K h = 2 ^ K ~^~ 1 = 0.178 s 


Errores en estado estable de la respuesta rampa. Los sistemas de 
control de posicibn deben estar sometidos a entradas cambiantes que 
pueden ser aproximadamente fragmentos de entradas rampa. En tal res¬ 
puesta rampa, el error en estado estable al seguir las entradas debe ser pe- 
queflo. 

Considbrese el sistema mostrado en la Fig. 8-44. La respuesta transito¬ 
ria de este sistema cuando est& sometido a una entrada rampa puede en- 
contrarse por un mbtodo directo. En el presente an&lisis, examinaremos el 
error en estado estable cuando el sistema est£ sometido a una entrada como 
la expresada. 



Fig. 8-44. Diagrama de bloques de un sistema de control de posicion 
con un controlador proporcional. 


Del diagrama de bloques, tenemos 

E(s) _ QfQ) — €><,0) _ t _ ® 0 (g) _ Js 2 + bs 

©/(■?) ©,(•?) Js 2 -f- bs + K 


El error en estado estable de la respuesta a la rampa unitaria puede obtener- 
se como sigue. Para una entrada rampa unitaria 6 { (t) = t , tenemos ©,( 5 ) = 
]/£. El error en estado estable se obtiene entonces como 


e.. = 


lim s£(s) 

s-’O 


lim 


js~ ps 


Js 2 -f- bs + K s 2 


- a,, + *) = A 

,0 sHJs 1 + bs + K) K 
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Con el objeto de asegurar un error en estado estable pequeno al seguir una 
entrada rampa, el valor de K debe ser grande y valor de b pequeno. Sin em¬ 
bargo, un gran valor de K y un pequeno valor de b pueden hacer el factor de 
amortiguamiento relativo f pequeno y, en general, resultara en caracteristi- 
cas de la respuesta transitoria indeseables. En consecuencia, es necesario 
disponer de algunos medios para mejorar el comportamiento en estado es¬ 
table al seguir entradas rampa sin afectar adversamente el comportamiento 
de la respuesta transitoria. A continuacion se exponen dos de esos medios. 


Control proporcional derivative de sistemas de segundo orden. Debe 
alcanzarse un equilibrio entre un comportamiento de la respuesta transito¬ 
ria aceptable y un comportamiento aceptable en estado estable a traves de 
una accidn de control proporcional derivativo. 

En el sistema de la Fig. 8-45, la funcidn de transferencia de malla cerra- 
da es 

QqC* 1 ) __ Kj> + K d s _ (8-361 

0,0) ~ Js 2 + (b + K d )s + K p K ’ 



Fig. 8-45. Diagrama de bloques de un sistema de control de posicion 
con un controlador proporcional derivativo. 


Por lo tanto, 


E(s) _ Qi(s) — 0 o (j) 


Js 2 + bs 


0,(.t) “ 0,(5) Js 2 -j- (b + K d )s + K p 

Para una entrada rampa unitaria, 0,(5) es 1 /s 2 . Luego se sigue 

Js 2 + bs 


E(s) 


1 


Js 2 + (b -I- K d )s + K p s 2 

El error en estado estable de una respuesta rampa unitaria es 

,, x ,, Js 2 + bs 1 b 

e s s lim sE\s) lim j , , . / r is \ f .2 ■ 

s~*o s-> 0 Js 2 + (b + K d )s -f Kp S~ K p 

La ecuacidn caracteristica es 

Js 2 + (b + K d )s + K p = 0 
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El amortiguamiento efectivo de este sistema es entonces b + K d en lugar de 
b. Puesto que el factor de amortiguamiento relativo f del sistema es 

k_ b I K d 

^ ~ 2*/K? 

es posible tener tanto un error en estado estable pequeno e ss como un factor 
de amortiguamiento relativo razonable al hacer b pequeno, K p grande, y es- 
coger K d suficientemente grande de modo que f este entre 0.4 y 0.8. 

Examinemos la respuesta escaldn unitario de este sistema. Definarnos 



En tdrminos de u n , f y z, la Ec. (8-36) puede escribirse 

®oO) = /i , ±\ _ ojj _ 

0,^) V 1 ^ )s 2 + 2£co n s -|- a>l 

Adviertase que si un cero, s = — z, se localiza proximo a los polos de malla 
cerrada, el comportamiento de la respuesta transitoria difiere considerable- 
mente de aquel de un sistema de segundo orden sin ceros. En la Fig. 8-46 se 
muestra un conjunto tipico de curvas de respuesta de este sistema con f = 
0.5 y diferentes valores de z/f co n . En estas curvas vemos que la accion de 
control proporcional derivativo hard al tiempo de subida menor y un sobre- 
paso maximo mayor. 



Fig. 8-46. Curvas de res¬ 
puesta escalon unitario del 
sistema mostrado en la Fig. 
8-45 con un factor de amor- 
tiguamiento relativo t" igual 
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Sistemas de segundo orden con prefiltro tipo proporcional derivativo. El 

error en estado estable al seguir una entrada rampa puede eliminarse si la 
entrada se introduce al sistema a traves de un prefiltro tipo proporcional de¬ 
rivativo, como el mostrado en la Fig. 8-47, y si el valor de k se establece 
apropiadamente. 

La funcion de transferencia O o (.s)/0 f (s) para este sistema es 


Q,C0 
©,(*) 


(1 ks)K 


Js 2 + bs 4- K 
Por lo tanto, la diferencia entre 0,0) y 0 o (s) es 


E(s) 0,(v) — 0 o (j) 

Js~ - f (b — Kk)s 
~ Js 2 + bs + K 


1 


gU>) 

©« 0 ). 


©i(j) 


0 , 0 ) 


El error en estado estable de la respuesta rampa es 

Js 2 + (b - Kk)s 1 


lim sE(s ) 

i ~>0 


lim s' 

5 -0 


Kk 


Js 2 


bs + K s 2 


K 


Asi que si k se escoge como 



el error en estado estable al seguir una entrada rampa puede hacerse igual a 
cero. 

Dado los valores de J y b, el valor de K se determina normalmente de lo 
requerido por = yJK/J. Una vez que el valor de K se ha determinado, 
b/K es una constante y el valor de k = b/K se hace constante. El uso de se- 
mejante prefiltro elimina el error en estado estable en la respuesta rampa. 

Debe notarse que la respuesta transitoria de este sistema a una entrada es- 
cal6n unitario ofrecera un menor tiempo de subida y un mayor sobrepaso 
m&ximo que el sistema correspondiente sin el prefiltro. 

Vale la pena senalar que el diagrama de bloques del sistema con un 
controlador proporcional derivativo mostrado en la Fig. 8-45 puede redibu- 
jarse como en la 8-48. En este diagrama puede verse que el controlador pro¬ 
porcional derivativo, de hecho, es una combinacidn de prefiltro y la reali- 
mentacion de velocidad en la cual los valores de k como de K h se escogen para 
ser K d /K p . 


©, (s) 

1 + /rs 

. (Oy .. r 

K 

' 0 o (s) 



| siJs +b\ 








_1 


Fig. 8-47. Diagrama de bloques de un sistema de control de posicion 
con prefiltro del npo proporcional derivativo. 
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Si el prefiltro y la realimentaci6n de velocidad se proporcionan por se- 
parado, los valores de k y K h pueden escogerse independientemente uno del 
otro. Una selection apropiada de estos valores puede facilitar al ingeniero 
que equilibre el error en estado estable aceptable al seguir una entrada ram- 
pa y un aceptable comportamiento de la respuesta transitoria a la entrada 
escalbn. 



Fig. 8-48. Diagrama de bloques modificado del sistema mostrado en 
la Fig. 8-45. 


8-7 UN PROBLEMA DE DISENO 

Al concluir este capitulo, volvamos al problema de disenar un sistema 
de control. 

Un pendulo invertido montado sobre una carreta impulsada por motor 
se muestra en la Fig. 8-49. Este es un modelo del control de posicibn de un 
impulsor espacial de despegue. La solucibn del problema del control de po- 
sicibn es mantener al impulsor especial en posicibn vertical. El impulsor ver¬ 
tical real (o el pendulo invertido en este problema) es inestable y puede caer 
en cualquier momento y en cualquier direction a menos que se le aplique 
una fuerza de control adecuada. Aqui consideramos un problema en sblo 
dos dimensiones de modo que el pendulo de la Fig. 8-49 se mueve solamente 
en el piano de la pagina. 


4 



Fig. 8-49. Penduio invertid<. 
montado en una carrela impul¬ 
sada por motor 
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Definamos el angulo de la barra con respecto a la linea vertical como 
0 O . La direccibn positiva de 0 O se muestra en el diagrama. La direccibn posi- 
tiva de la fuerza F aplicada a la carreta necesaria para controlar la posicibn 
del pendulo aparece tambien en el diagrama. Nbtese que si el dngulo 0 O es 
positivo, entonces con el objeto de reducir el angulo 0 O y mantener al pendu¬ 
lo invertido vertical, debemos aplicar una fuerza F en la direccibn positiva. 

Suponiendo los valores numericos 

M = 1000 kg 
m - 200 kg 

/ / = 10 m 

disefiese un controlador adecuado tal que el sistema tenga un factor de 
amortiguamiento relativo f de 0.7 y una frecuencia natural no amortiguada 
co„ de 0.5 rad/s. Supbngase tambien que el peso de la barra es despreciable, 
las fuerzas externas tales como las r&fagas de viento son despreciables, y que 
no hay friccibn en la articulacibn ni deslizamiento de las ruedas de la carreta. 

Puesto que el pendulo invertido es una planta inestable, debe incluirse 
una accibn de control derivativa en el controlador. (Nbtese que la accibn de 
control derivativa responde a la razbn de cambio del error del actuador y 
puede iniciar una pronta accibn correctiva con el objeto de incrementar la 
estabilidad del sistema.) Puesto que la accibn de control derivativa no puede 
usarse sola, usemos un controlador proporcional derivativo en el presente 
problema. 

La figura 8-50 muestra un diagrama de bloques posible para este sistema 
de control. Nbtese que el hecho de que la entrada de referenda 0, sea cero 
significa que queremos mantener el pendulo invertido vertical. El controla¬ 
dor proporcional derivativo tiene la funcion de transferencia K p {\ + k^). 
Este controlador produce una fuerza — F donde 

F = KJfl. + K d 9 0 ) (8-37) 



Fig. 8-50. Diagrama de bloques del sistema de control en el cual la 
planta es el sistema de pendulo invertido mostrado en la Fig. 8-49. 

Definamos el sistema coordenado x — y como se muestra en la Fig. 8-51 y 
obtengamos las ecuaciones de movimiento de este sistema. La posicibn hori- 
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zontal de la carreta es x. Las posiciones horizontal y vertical de la masa del 
pendulo son x + l sen 6 0 y l cos 6 0 , respectivamente. 

Aplicando la segunda ley de Newton a la direccibn x del movimiento da 

+ henBJ ^ F (8-38) 


Fig. 8-51. Sistema de pendulo inverti- 
do con el sistema de coordenadas x-y. 

Observando que 



^ sen 9 0 = (cos 0 o )9 o 

^2 sen 9 0 — (—sen 9 0 )$l + (cos 9 0 )9 0 

~j~ cos 9 0 = (—sen 9 0 )& 0 

^2 cos 9 0 = (—cos 9 0 )dl — (sen 9 0 )9 0 


donde un punto denota derivacibn con respecto al tiempo, la Ec. (8-38) 
puede reescribirse asi: 

(Af + m)x — ml(sen9 0 )$l + ml (cos 9 0 )$ 0 = F (8-39) 


A continuacibn, considbrese el movimiento rotatorio del pfcndulo invertido 
con respecto al punto de A en la Fig. 8-51. Aplicando la segunda ley de 
Newton al movimiento rotatorio, tenemos 


' 

m Wl {x + /sen# 0 ) 


/ cos 9 t 


T d 2 n 
— m^(l 
dt 2K 


cos 9 0 ) 


/ sen0 o = mg! sen 9 0 
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Esta ultima ecuacibn puede simplificarse como sigue 
m[x — l(sen9 0 )9 2 + /(cos 9 0 )9 0 ]l cos 9 0 

— m [—/(cos 9o)9g — l(sen9 0 )9 0 ]lsen9 a = mglsen9 0 
y posteriormente simplificarse a 

mx cos 9 0 + ml9 0 = mg$en9 0 (8-40) 


Las ecuaciones (8-39) y (8-40) son ecuaciones diferenciales no lineales. Pues- 
to que en este problema debemos conservar el pendulo invertido vertical, 
podemos suponer que B 0 (t) y 6 0 (l) son pequenas. Bajo esta suposicion, las 
Ecs. (8-39) y (8-40) pueden linealizarse. A1 sustituir sen 6 0 = 6 0 y cos 6 0 = 1 
en las Ecs. (8-39) y (8-40) y despreciando el termino que involucra B 0 6 2 0 , po¬ 
demos obtener las ecuaciones linealizadas de movimiento del sistema. 

( M -f m)x -f ml9 0 — F (8-41) 

mx + ml9 0 = mg9 0 (8-42) 


Estas ecuaciones linealizadas son validas en tanto que 9 0 y 9 0 sean pequefias. 
Restando la Ec. (8-42) de la Ec. (8-41) da 


o bien 


Mx = F — mg9 0 


* = + M ( ' 8 ' 43 ^ 

A1 sustituir la Ec. (8-43) en la Ec. (8-42) y rearreglar, encontramos 

M19 0 — (M + m)g9 0 — —F (8-44) 

En relacibn con la Ec. (8-44), la funcibn entre0 o (5) y — F(s) es 

®o(j) 1 

— F(s) Mis 2 — (M + m)g 

A1 usar esta funcibn de transferencia, el diagrama de bloques de la Fig. 8-50 
puede modificarse para dar la Fig. 8-52. 



Fig. 8-52. Diagrama de bloques del sistema de control de pendulo in¬ 
vertido. 


La sustitucibn de la Ec. (8-37) en la Ec. (8-44) da 

MlS 0 - (M 4 - m)g9, = -KJS, 4 Kfi.) 
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Simplificndo, obtenemos 


de la cual 


1 K p K d Q , 

_ (i 

. m \ 

1 #1 

1 Ml 0 + 

Ml \ 

M) 

1 / J 

II 

ot s? 

3 

*L-(\ 

-1 -Hi) 

Z 

Ml \ 

M / 

l 


2Co> =- 


Por lo tanto, 

K p a>lMl -}- (M j m)g 

v 2 £a> n Ml 

" _ ix~ 

Para determinar los valores numericos de K p y K d , sustituimos M = 1000 kg, 
m = 200 kg, co„ = 0.5 rad/s, f = 0.7 y / = 10 m en las ecuaciones para K p y 
K d , obteniendo 


K, 

K, 


= 0.5 2 x 1000 x 10 -} (1000 I 200) x 9.81 = 14.27 x 10 3 N/rad 
2 x 0.7 x 0.5 x 1000 x 10 


14.27 x 10 3 


0.491 s 


El controlador aqul es proportional derivativo y tiene la funcion de 
transferencia G c (s ), donde 


(7..(.v) A 7 ,( 1 K d s) 14.27 > 10 ! (1 j 0.4915) 

y en la Fig. 8-52 es el diagrama de bloques del jistema disenado. Notese que 
si K p y K d adoptan los valores asi disenados, cualquier inclination ligera 
puede recuperarse sin que el pendulo caiga. Si una perturbation desconocida 
da un pequeno cambio en forma de escalon en el angulo 6 0 (por ejemplo, un 
cambio en forma de escaldn de 0.1 rad), entonces el controlador diseflado 
producira la fuerza correctiva requerida para traer el pendulo invertido a una 
position vertical y la respuesta resultante 6 0 (t) mostrara una curva como la 
de la Fig. 8-53. Adviertase que el tiempo de asentamiento para esta respues¬ 
ta es t s = 4/(^a;J = 4/(0.7 x 0.5) = 11.4 segundos, cualquier pequeno dis- 
turbio de escalon puede corregirse en aproximadamente 11 segundos. Esto 
completa nuestro problema de diseno. 
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Fig. 8-53. Curva de respuesta escalon del sistema de control del pen- 
dulo invertido. 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problema A-8-1. Simplifiquese el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 8-54. 


Fig. 8-54. Diagrama de bloques 
de un sistema. 




Soluci6n. Primero mubvase el punto de bifurcacibn de la trayectoria que incluye a 
Hj por fuera de la trayectoria que incluye a H 2 como se muestra en la Fig. 8-55(a). 
Luego eliminense las dos trayectorias y resulta la Fig. 8-55(b). La combinacibn de 
dos bloques en uno da la Fig. 8-55(c). 
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Fig. 8-55. Diagrama de bloques simplificado del sistema mostrado en 
la Fig. 8-54. 


Problema A-8-2. Del diagrama de bloques mostrado en la Fig. 8-56, obtenga la 
funcion de transferencia que relaciona 0 o (y) y 0 ,.($). 



Fig. 8-56. Diagrama de bloques de un sistema. 


Soluckm. La seflal A"(s) es la suma de las dos seflales(7,0,(s)y0,(s). P° r *° tanto, 

X(s) = (7,0,0) + 0,0) 

La seflal de salida 0 o O) es la suma de GtX(s) y 0,0). De donde 

0.0) = G 2 X(s) + 0,0) = G 2 [G x G i (s) + 0,0)1 + ©,0) 

Y, por lo tanto, tenemos 

|g = C,C 2 + C 2 + l 
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Problem a A-8-3. En el sistema de presion neumatica de la Fig. 8-57(a), supongase 
que, para t < 0, el sistema esta en estado estable y que la presion del sistema entero 
es P. Tambien, supongase que los dos fuelles son identicos. En t = 0 la presion de 
entrada cambia de P a P + p r Entonces la presion en los fuelles cambiara de P a P + 
Pi y de P A P + p 2 , respectivamente. La capacidad (volumen) de cada fuelle es de 
5 x 10~ 4 m 3 , y la diferencia de presion de operation A p (diferencia entre p t y p x o di- 
ferencia de />, y p 2 ) esta entre — 0.5 x 10 5 N/m 2 y 0.5 x 10 s N/m 2 . Las correspoa- 
dientes razones de flujo de masa (kg/s) a traves de las valvulas se muestran en la Fig. 
8-57(b). Supongase que los fuelles se expanden o contraen linealmente con la presion 
de aire que se les aplica, que la constante del resorte equivalente del sistema de fuelles 
es k = 1 x 10 5 N/m, y que cada fuelle tiene un area A = 15 x 10“ 4 m 2 . 

Definiendo como x el desplazamiento del punto medio de la barra que conecta 
los dos fuelles, encuentrese la funcibn de transferencia A(s)/P,(s). Supbngase que el 
proceso de expansibn es isotermico y que la temperatura del sistema entero permane- 
ce a 30°C. 


Solucibn. En relacibn con la section 8-3, la funcibn de transferencia P^/P^s 1 ) 
puede obtenerse como 


P.(.r) _L_ 

P,-(s) '/?,Cj + 1 

En forma similar, la funcibn de transferencia P 2 (,s)/P,-(s) es 


(8-45) 


PM _ 1 

Pi(s) R 2 Cs + 1 


(8-46) 


La fuerza que actua sobre el fuelle 1 en la direccion x es A(P + p x ) y la fuerza que ac- 
tua sobre el fuelle 2 en la direccion x negativa es A(P + p 2 ). La fuerza resultante se 
equilibra con kx, la fuerza del resorte equivalente de los lados corrugados de los 
fuelles. 

A(p i - p 2 ) = kx 

o bien 


A[PAs) - P 2 (s )] = kX(s) 
En relacibn con las Ecs. (8-45) y (8-46), vemos que 


(8-47) 


P x (s) - P 2 (s) 


( _1 

\RiCs 


1 


1 R 2 Cs 

R 2 Cs — R x Cs 
(RiCs + 1 )(R 2 Cs + 1) 


t )p,(5) 


P<(s) 


A1 sustituir esta ultima ecuacion en la Ec. (8-47) y reescribirla, la funcion de transfe¬ 
rencia X(s)/P(s) se obtiene como 


*( 5 ) A (R 2 C - R x C)s 
Pi(s) k (RiCs + \)(R 2 Cs + \) 

Los valores numericos de las resistencias promedio R x y R 2 son 


Pi 


x ip; = 0.167 X 10-*^ 
dq i 3 x 10 5 kg/s 




dAp 0.5 x 10 5 
dq 2 1.5 X 10" 5 


= 0.333 x 10 10 


N/m 2 

kg/s 


(8-48) 
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( 


a ) 



(b) 

Fig. 8-57. (a) Sistema de presion neumatica; (b) curvas de diferencia 
de presion contra razon de flujo de masa. 


El valor numerico de la capacitancia C de cada fuelle es 


C = 


V 

nR *J 


En consecuencia, 


5 x 10"* 

1 x 287 x (273 + 30) 


5.75 x 


10" 9 


kg 

N/m 2 


RjC = 0.167 x 10 10 x 5.75 x 10~ 9 = 9.60s 
R 2 C = 0.333 x 10 10 x 5.75 x 10' 9 = 19.2 s 


559 
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Al sustituir los valores numericos de A, k, RyC, y R 2 C en la Ec. (8-48), tenemos 

X(s) _ 1.44 x 10“ 7 5 

Pi(s ) ( 9.6s + 1)(19.2* + 1) 


Problema A-8-4. La figura 8-58 es un diagrama esquemdtico de una valvula de 
diafragma neumdtica. En estado estable la presidn de control de un controlador es 
P c , la presion en la valvula es tambien P c y el desplazamiento del vastago de la valvu¬ 
la es X. Supongase que en t = 0 la presion de control cambia de P c aP f + p c . Enton- 



Fig. 8-58. Valvula de dia¬ 
grama neumatica. 


ces la presion de la valvula cambiara de P c a p c + p v . El cambio p u en la presion de la 
valvula causara que el desplazamiento del vastago cambie de X + X + x. Encu6ntre- 
se la funcidn de transference entre el cambio en el desplazamiento del v&stago de la 
vdlvula x y el cambio en la presidn de control p c . 


Solucidn. Definamos la raz6n de flujo de aire a la v&lvula de diafragma a traves de 
la resistencia R como q. Entonces, 


Q = 



Para la dimara de aire en la v&lvula de diafragma, tenemos 

C dp v = q dt 


En consecuencia, 



RC^f+p,=p, 


de la cual 
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Observando que 

Ap v = kx 

tenemos 

La funcibn de transferencia entre x y p c es 

X(s) = Ajk 
P c {s) RCs + 1 

Problema A-8-5. Supbngase que, en el controlador hidr&ulico de tubo de inyeccibn 
mostrado en la Fig. 8-59, el pistbn de potencia est& conectado a una carga ligera de 
modo que la fuerza de inercia del elemento de carga es despreciable comparada con 
la fuerza hidr&ulica desarrollada por el piston de potencia. ^Que tipo de accibn de 
control produce este controlador? 

Soluci6n. Definase el desplazamiento de la tobera de inyeccibn desde su posicibn 
neutral comoxy el desplazamiento del pistbn de potencia como y. Si la tobera de in- 
yeccibn se mueve a la derecha un pequefto desplazamiento x, el aceite fluye al lado 
derecho del pistbn de potencia y el aceite del lado izquierdo del pistbn de potencia se 
regresa por el drenaje. El aceite que fluye al cilindro de potencia est& a alta presibn; 
el aceite que fluye del cilindro de potencia al drenaje est& a baja presibn. La diferen- 
cia de presibn resultante causa que el pistbn se mueva hacia la izquierda. 


A 



Aceite bajo Fig. 8-59. Controlador hidraulico de 

pres ion tubo de inyeccion. 
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Para un pequeno desplazamiento x de la tobera de inyeccion, la razon de flujo 
q del cilindro de potencia es proporcional a x, es decir, 

q = K x x 

Para el cilindro de potencia, 

Ap dy = q dt 


donde A es el area del piston de potencia y p es la densidad del aceitc. De aqui, 


dy r „ q 

dt " Ap 



Kx 


donde K = K x j{Ap) = constante. Asi, la funcion de transferencia K(s)/AXs) es 

r(j) K 
X(s) ~ s 

til controlador produce la accion de control integral. 


Problem a A-8-6. En la Fig. 8-60 tenemos un diagrama esquematico de un controla¬ 
dor hidraulico. Dibujese un diagrama de bloques del controlador y determinese la 
funcion de transferencia Y(5)/£(s). 

Solueion. Considerese primero el amortiguador b y el resorte k. La ecuacion de esta 
parte del controlador es 


b(y - i) = kz 

o bien 

by = bz I kz 

Por lo tanto, la funcidn de transferencia Z(s)/Y{s) se hace 

Z(s) bs 
Y(.s) bs + k 


Aceite bajo 



fig. 8-60. Conivolador hidraulico. 
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Esta funcion de transferencia esta en la malla de realimentacion del controlador. El 
diagrama de bloques del controlador se muestra en la Fig. 8-61. La funcion de trans¬ 
ferencia Y(s)/E(s) puede obtenerse del diagrama de bloques como 

K_ 

F(.v) a x + a 2 £ 

E(s) . Ka x b 

a j 1 a 2 bs -f- A 

En semejante controlador la ganancia \Ka 1 b/[(a 1 + a 2 )(bs + Ar)] j es usualmente 
muy grande comparada con la unidad, de modo que la funcibn de transferencia 
F(.v)/£(s) puede simplificarse a 


Y(s) ^ a%( 
E{s) a x V 




donde K p = y T, — b/k. Asi, el controlador mostrado en la Fig. 8-60 es un 
controlador proporcional integral. 


E(s) 

o 2 

LqS’t Xls) . 

K 

| Y{S) 


a x + a 2 


s 




Oi + Qg| 


Z(sj 


bs 


bs + k 


Fig. 8-61. Diagrama de bloques del controlador hidraulico mos¬ 
trado en la Fig. 8-60. 


Problf.ma A-8-7. Tracese un diagrama de bloques para el controlador hidraulico 
mostrado en la Fig. 8-62. <,Que tipo de accion de control produce este controlador? 

Soluci6n. Supongase que, para t < 0, las presiones en los fuelles 1 y 2 es la misma y 
es igual a P. En / = 0 se da la entrada e en la direction positiva mostrada en el dia¬ 
grama. Entonces la valvula piloto 1 se mueve y a la derecha. El desplazamiento x 
causara en los fuelles 1 y 2 los cambios en las presiones de P a P + p () y P + p,, res- 
pectivamente. Supbngase que el cambio de presibn p, es proporcional al desplaza¬ 
miento x de la v&lvula piloto. Supbngase tambien que los desplazamientos u y w de 
los fuelles 1 y 2 son proportionates a los cambios de presibn p 0 y p,, respectivamente, 
y que todos los cambios en las variables son relativamente pequehos. 

Para el fuelle 1, tenemos 


A x p 0 - k x u 

donde A x es el area de los fuelles y k x es la constante del resorte de los fuelles. En¬ 
tonces, 


U(s) A i 

fob) k \ 
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Aceite bajo 



Controlador hi- 


Las presiones p 0 y p ( est£n relacionadas por 

PM ._ L_ 

PM RCs + 1 

donde R es la resistencia de la valvula y C es la capacitancia del fuelle 1. Para el fuelle 2, 

A 2 Pi = k 2 w 

donde A 2 es el ^irea de los fuelles y k 2 es la constante del resorte de los fuelles. De ahl 

fV(s) A 2 
PM - k 2 

Entonces el diagrama de bloques del controlador puede dibujarse como se muestra 
en la Fig. 8-63(a). 
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Notese que los diagramas de bloques de los amplificadores de la primera y se- 
gunda etapas pueden simplificarse, suponiendo \K 1 a 1 A 1 /[(a l + ^k^RCs + 1)]| >• 1 
y | K 2 b 1 /[s(b 1 + b 2 )] | >> 1, como se muestra en la Fig. 8-63(b). Este diagrama puede 
simplificarse posteriormente como se muestra en la Fig. 8-63(c). Asi, la funcion de 
transferencia entre F(s) y E(s) es 


donde 


Y(s) _ a 2 b 2 k x A 2 
E(s ) a l b l A l k 1 


(.RCs + 1) - K p (l + T d s) 


K„ 


q z b 2 k \A Z 
a\b\A\k 2 


RC 


Por lo tanto, el controlador mostrado en la Fig. 8-62 es un controlador proporcional 
derivativo. 


Problema A-8-8. En el sistema de la Fig. 8-64, x{t) es el desplazamiento de salida y 
0(0 es el desplazamiento angular de salida. Supdngase que las masas involucradas 
son despreciables por su pequenez y que todos los movimientos tienen la restriction 
de ser pequeflos; por lo tanto, el sistema puede considerarse lineal. Las condiciones 
iniciales para x y 0 son ceros, es decir, x(0— ) = 0 y 0(0— ) = 0. Muestrese que este 
sistema es un elemento diferenciador. Despues obtengase la respuesta 0(0 cuando 
x(t) es una entrada escalbn unitario. 


Solucidn. La ecuacidn del sistema es 

b(x - id) = klO 

o bien 

$ + lLie =x 

La transformada de Laplace de esta ultima ecuacibn, usando condiciones iniciales 
cero, da 

(is + ^ijQ(s) - j*(jr) 

Y asi 

0(5) 1 5 

X(s) l s + (k/b) 

Asi el sistema es un sistema diferenciador. 

Para la entrada escalbn unitario X(s) = 1/s, la salida 0(5) se hace 

0(5) = T 5 + (A :jb) 

La transformada inversa de Laplace de ©(5) da 

0(0 - 

Nbtese que si el valor de k/b es grande, la respuesta 0(0 tiende a una serial de pulso 
como se muestra en la Fig. 8-65. 
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Fig. 8-63. (a) ftiagrama de bloques del controlador hidraulico 
mostrado en la Fig. 8-62; (b), (c) diagramas de bloques simplificados. 
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Fig. 8-64. Sistema mecanico. 



x (t) 
1 


0 t 


Fig. 8-65. Entrada escalon unitario y 
la respuesta del sistema mecanico mos- 
trado en la Fig. 8-64. 



Problema A-8-9. Considerese el sistema mostrado en la Fig. 8-66(a). La barra sin 
masa AA' se desplaza 0.05 m mediante una fuerza constante de 100 N. Supbngase 
que el sistema est£ en reposo antes de que la fuerza sea abruptamente liberada. La 
curva de respuesta en el tiempo, cuando la fuerza es abruptamente liberada en t = 0, 
se muestra en la Fig. 8-66(b). Determjnese los valores num6ricos de b y k. 

Solucidn. Puesto que el sistema est& en reposo antes que la fuerza sea abruptamente 
liberada, la ecuacibn de movimiento es 

kx — F (t< 0) 
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F = IOO N 



(a) 



(b) 


Fig. 8-66. (a) Sistema meca- 
nico; (b) curva de respuesta. 


N6tese que el efecto de la fuerza F consiste en dar la condition inicial x(0) o 

*<°> - 7 

Puesto que x(0) = 0.05 m, tenemos 

k = m = m = 2000 "i m 

En t = 0 la fuerza F es abruptamente liberada, y por tanto, para t > 0, la ecuacibn 
de movimiento se hace 


bx + kx = 0 0 > 0) 

La solucidn de esta ultima ecuacion es 

*(r) = x(0)e- <k/ft > f = 0.05e _(2000 / 6)f 
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Puesto que la solution es una funcion exponential, en t = constante de tiempo = 
b /2000 la respuesta x se hace 

= 0.05 x 0.368 = 0.0184 m 

De la Fig. 8-66(b), x = 0.0184 m ocurre en t = 6 s. De ahi 


de la cual 


2000 6 
b = l 2 OOON-s/m 


Problema A-8-10. En el sistema mostrado en la Fig. 8-67, expliquense los efectos 
que la variation de los valores de K y b tienen sobre el error estado estable en una res¬ 
puesta rampa unitaria. Esbocense curvas de respuesta rampa unitaria tipicas para un 
valor pequeno, un valor mediano y un valor grande de K. 


®/(s) 

K 

© 0 (s) 

1 

Fig. 8-67. Sistema de malla 
cerrada. 

y 1 

s(Js +b) 




Soluci6n. La funcion de transferencia de malla cerrada es 

QoC0 _ K 

©/(s') Js 2 + bs + K 


Por lo tanto, 


£(s) 0,(s) - e 0 (s) _ Js 2 + bs 

0,(s) 0,(s) Js 2 + bs + K 

Para una entrada rampa unitaria, © f (s) = l/s 2 . Asi, 

r( . Js 2 + bs 1 
LKS) ~ Js 2 + bs + K s 2 

El error en estado estable es 

e ss = lim sE(s) = 

j -o 

Vemos que podemos reducir el error en estado estable e ss incrementando la ganancia 
K o disminuyendo el coeficiente de friction viscosa b. Sin embargo, incrementar la ga¬ 
nancia o disminuir el coeficiente de friction viscosa causa que el factor de amortigua- 
miento relativo disminuya con el resultado de que la respuesta transitoria del sistema 
se haga m&s oscilatoria. Duplicando K disminuye e ss a la mitad de su valor original, 
en tanto que f decrece a 0.707 de su valor original, ya que f es inversamente propor¬ 
tional a la raiz cuadrada de K. Por otra parte, disminuyendo b a la mitad de su valor 
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original decrecen tanto e ss como f a la mitad de sus valores originales. Por lo tanto, 
es aconsejable incrementar el valor de K en vez de disminuir el valor de b. 

Despues que la respuesta transitoria se ha desvanecido y se ha alcanzado el esta- 
do estable, la velocidad de salida se hace igual a la velocidad de entrada. Pero hay un 
error de posicibn en estado estable entre la entrada y la salida. En la Fig. 8-68 se 
ilustran ejemplos de la respuesta rampa unitaria del sistema para tres valores diferen- 
tes de K. 



Fig. 8-68. Curvas de respuesta rampa unitaria del sistema 
mostrado en la Fig. 8-67. 


Problema A-8-11. <,Cu£ 1 es la respuesta escalon unitario del sistema mostrado en la 
Fig. 8-69? 



Fig. 8-69. Sistema de malla 
cerrada. 


Solucibn. La funcion de transferencia de malla cerrada es 

0 o (s) _ 105 + 10 

0,(5) s 2 + 10s + 10 

Asi que para la entrada escalon unitario [0,(s) = 1/s], tenemos 


©„(•s) 


10s + 10 1 

s 2 + 10s + 10 s 


_ 10s + 10 __ 

+ 5 + / V ^l5)(s + 5 — «/15)s 

-4 - yp 1 | -4 + yi 5 _1 
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La transformada inversa de Laplace de 0 o O) da 


e.u) = 


4 + yT? -,5+y/lS )t , 

3+^15 


-3 + vn 


= — 1.15e -8 - 87 ' + 0.145e" 113f + 1 


Problema A-8-12. En relacion al sistema de la Fig. 8-70, determinense los valores de 
K y k tales que el sistema tenga un factor de amortiguamiento relativo f de 0.7 y una 
frecuencia natural no amortiguada de 4 rad/s. 


Fig. 8-70. Sistema de malla 
cerrada. 



K 

® 0 (s) 


^jjjj 

s(s + 2) 

1 1st? 

L_ 



Soluci6n. La funcidn de transferencia de malla cerrada es 

O 0 (s) = _ K _ 

©,($) Y 2 + (2 + Kk)s + K 


Observando que 


obtenemos 

y 


(0„ — \/K , 1^00 n — 2 + Kk 

K = col = 4 2 = 16 


2 + Kk = 2Cc O n = 2 x 0.7 x 4 = 5.6 


Asi, 


Kk = 3.6 


o bien 


k = — = 0-225 
lo 


Problema A-8-13. Determinense los valores de K y k del sistema de malla cerrada 
mostrado en la Fig. 8-71 de modo que el sobrepaso maximo en la respuesta escalon 
unitario sea de 25% y el tiempo pico sea de 2. Supongase que J = 1 kg-m 2 . 

Soluci6n. La funcidn de transferencia de malla cerrada es 

0 , 0 ) _ K 
0,0) Js 2 + Kks + K 
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Fig. 8-71. Sistema de malla 
cerrada. 


A1 sustituir J = 1 kg-m 2 en esta ultima ecuacion, tenemos 


N6tese que 

El sobrepaso m&ximo M p es 


®o(s) K 

0,(-s) s 2 + Kks + K 

C0„ -- 2C(O n = Kk 


M p — e~ 

la cual est& especificada como 25%. De ahi 

e -tK/ST=P = 0.25 

de la cual 


o bien 


- 1.386 

Vl - C 2 

C = 0.404 

El tiempo pico t p est& especificado como 2 s. Y asi 

/ = — = 2 

o bien 

co d = 1.57 

Entonces, la frecuencia natural no amortiguada es 

co d 1.57 


(On = 


- 1.72 


Vl - C 2 Vl - 0.404 2 

Por lo tanto, obtenemos 

K = col = 1.72 2 - 2.95 N-m 

, 2^, = 2 x 0.404 x 1.72 0 ... 

K 2.95 


Problema A-8-14. Cuando el sistema mostrado en la Fig. 8-72(a) est6 sometido a 
una entrada escalbn unitario, la salida del sistema responde como se muestra en la 
Fig. 8-72(b). Determinense los valores de K y T de la curva de respuesta. 
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e /<*> /Os 

K 

© 0 (s) 


r l 

s{Ts + 1) 




(a) 



respuesta tenemos 

t p — 3 


En consecuencia, 


Se sigue que 


tp 


n_ 

co d 


n 

co n *J 1 — £ 2 


_ n 

co„*S 1 — 0.4 2 


- 3 


w n - 1.14 


Del diagrama de bloques tenemos 

Oo(s) __ K 
0,(j) Ts 2 + 5 + K 

de la cual 


Por lo tanto, los valores de T Y K se determinaron como 


2£o>„ 2 x 0.4 x 1.14 

K = 0 >jT = 1.14* x 1.09 = 1.42 
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Problema A-8-15. La figura 8-73 muestra un gobernador controlado por resorte 
que consta de dos bolas, una manga con resorte de carga y eslabones de conexidn. 
Supongase que los brazos est&n verticales cuando la flecha estd girando a una veloci- 
dad de referenda Q, la masa de cada bola es ra, la masa de la manga es M, la masa de 
las otras partes es despreciable, la constante del resorte es k y el coeficiente de fric- 
ci6n viscosa de la manga es b. 

Encuentrese la funcidn de transference que relaciona a x, un pequefio cambio 
en el desplazamiento vertical de la manga y go, un pequefto cambio en la velocidad 
angular. Ademas, encuentrese la condicidn de la constante del resorte k para la ope- 
racidn estable del gobernador. (Consultese la Fig. 8-86 para ver un diagrama es- 
quem&tico de un sistema de control de velocidad.) 


cb 



Fig. 8-73. Gobernador controlado 
por resorte. 


Soluci6n. Supongase que cuando la flecha est£ girando a una velocidad de referen¬ 
da Q, el resorte ejerce hacia abajo una fuerza \Fen el punto B y una fuerza similar 

yF en el punto B ', donde F = kx^ y Xq es el desplazamiento de la manga desde una 

position de referencia. (Supongase que el efecto de la fuerza gravitational mg se toma en 
cuenta al escoger la position de referencia para el desplazamiento de la manga.) 

En la operacidn en estado estable a fl los pares que actuan alrededor del punto 
A consisten en 


Par debido a la fuerza del resorte = ^F/ 

Par debido a la fuerza centrifuga — m& 2 rh 
Asi que la ecuacidn de equilibrio de los pares es 

— FI — mCl 2 rh — 0 


o bien 


1 rr mCi z rh 


(8-49) 



Scanned and Edited By YORCH® 


Cap. 8 


Ejemplos de Problemas y Soluciones 575 


La ecuaci6n (8-49) da la fuerza del resorte que actua en el punto B. Una fuerza simi¬ 
lar actua en el punto B'. 

Supbngase que en t = 0 la velocidad de la flecha se incrementa de S2 a ST + gj. 
Este paso causar& que la manga se mueve haeia arriba en un pequefto desplazamiento 
x. Por tanto, la fuerza del resorte que actua hacia abajo en el punto B se hace 
\kx y la del punto B' tambien se hace \F + \kx. La mitad de la fuerza de inercia de 
la manga y la mitad de la fuerza de friccion viscosa actuan en el punto B y las otras 
mitades actuan en el punto B' . Cuando la manga se mueva x hacia arriba, el radio en 
el cual giran las bolas cambia de r a r + h sen 6. Los pares que actuan alrededor del 
punto A (o alrededor del punto A ') son 

Par debido a la fuerza del resorte — F 4- \kx)l cos 6 
Par debido a la fuerza de inercia de la manga = \Mxl cos 6 
Par debido a la fuerza de friccibn viscosa en la manga = \bxl cos 6 
Par debido a la fuerza centrifuga = w(Q + Co) 2 (r + h sen Q)h cos 9 

d 2 

Par debido a la fuerza de inercia de la bola = mh cos 6 ^ (h sen 8) 

Para un pequefio cambio en la velocidad angular, el angulo 9 es tambien pequefio. A1 
sustituir sen 6 = 8 = x/l, cos 9 = 1, 9 2 = 0, u> 2 = 0 y xco = 0 en las expresiones del 
par precedentes, tenemos 

Par debido a la fuerza del resorte = |(F 4- kx)l 

Par debido a la fuerza de inercia de la manga = \Mxl 

Par debido a la fuerza de friccibn viscosa en la manga = \bxl 

Par debido a la fuerza centrifuga = m ^Q 2 r 4 2fkur +H 1 ^jx S jh 

Par debido a la fuerza de inercia de la bola = mh 2 9 = ^—x 
Por tanto, la ecuacibn de equilibrio de los pares se hace 

— 'j~x + y Mxl + y bxl + y(F 4- kx)l — m([i 2 r + 2 &C0r + £j 2 y x^h = 0 

A1 sustituir la Ec. (8-49) en esta ultima ecuacibn y simplificar, encontramos 


—j—x + -i- Mix -f~ -Trblx + \-k!x — mQ, 2 ^rX = Im^icorh 


o bien 

st +_ itll _i + 

^ mh 2 + \Ml 2 ^ 

Por definicibn. 

Oil 
2 Ccu n 
K 


\kl 2 - mQ 2 h 2 __ 2mftrhl 

mh 2 + \Ml 2 x mh 2 + \Ml 2<a 

jkl 2 - mQ 2 h 2 
mh 2 4 - \Ml 2 
_ \b! 2 

mh 2 4 - \MI 2 

mh 2 4- £ Ml 2 


(8-50) 
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La Ec. (8-50) puede escribirse 

x f 2 Cco n x -f- calx — K CD 

Por lo tanto, la funcion de transferencia entre X(s) y 12 (a), donde X(s) =£[x] y Q(s) = 
£ [w], se hace 

X(s) = K _ 

Q(s) s 2 + 2£co„s -f- co% 


Notese que para la operacion estable del gobernador, > 0, o 

kl 2 


2 mh 1 


> a 1 


En consecuencia, la constante del resorte k debe satisfacer la desigualdad 


k > 


2mh2 n 2 
/2 “ 


Si esta condicibn se satisface, una pequefla perturbation puede causar que la manga 
manifieste una oscilacibn amortiguada alrededor del punto de operacion. 


PROBLEMAS 

Problema B-8-1. Simplifique el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 8-74 y ob- 
tenga la funcion de transferencia 0 o (s)/0/Cs)- 



Fig. 8-74. Diagrama de bloques 
de un si sterna. 
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Problema B-8-2. Simplifique el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 8-75 y ob- 
tenga la funcion de transferencia © 0 ( s)/& 1 (s). 



Fig. 8-75. Diagrama de bloques de un sistema. 


Problema B-8-3. La Fig. 8-76 muestra un transductor electro-neum&tico. Muestre 
que el cambio en la presion de salida es proporcional al cambio en la corriente de 
entrada. 


Fig. 8-76. Transductor electro-neuma- 

tico. 


Corriente de 
entrada 



Problema B-8-4. La figura 8-77 muestra un controlador neumdtico. iQu£ tipo de 
accidn de control produce este controlador? 
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Problema B-8-5. La figura 8-78 es un diagrama esquemAtico de un sistema de 
control de elevacion de un avion. La entrada al sistema es el Angulo de deflexion 0 de la 
palanca de control, y la salida es el angulo del elevador 0. Suponga que los Angulos 
0 y </> son relativamente pequeflos. Muestre que para cada Angulo 0 de la palanca de 
control hay un correspondiente Angulo del elevador <f> (estado estable). 



Fig. 8-78. Sistema de control de elevacion de un avion. 
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Problema B-8-6. Considere unos controladores autom&ticos industriales cuyas ac- 
ciones de control son proporcional, integral, proporcional integral, proporcional de¬ 
rivative y proporcional integral derivativo. Las funciones de transference de estos 
controladores pueden darse, respectivamente, por 


M(s) 

E(s) 


K p 


M(s) _ K t 
E(s) s 


M(s) 

E(s) 



M(s) 

E(s) 


K p { 1 + T d s) 


M(s) _ 
E(s) 


K P {\ 



donde M(s ) es la transformada de Laplace de m(t), la salida del controlador y E(s) la 
transformada de Laplace de e(t), la sefial de error del actuador. Esboce las curvas m(t) 
contra t para cada uno de los cinco tipos de controladores cuando la seflal de error 
del actuador es 

1 e(t) = funcidn de escaldn unitario 

2 e(t) = funcidn rampa unitaria 


A1 trazar las curvas, suponga que los valores numericos deP p , K s , T t y T d estan dados 
como 


K p = ganancia proporcional = 4 
Kj = ganancia integral = 2 
7} = tiempo integral = 2 s 
T d = tiempo derivativo = 0.8 s 


Problema B-8-7. Consid6rese el servo sistema hidr^ulico mostrado en la Fig. 8-79. 
Suponiendo que la seflal e(t) es la entrada y el desplazamiento del pistdn de potencia 
y(0 la salida, encuentre la funcidn de transferencia Y(s)/E(s). 




Fig. 8-79. Servo sistema hidraulico. 

Problema B-8-8. Muchas m&quinas, tales como tornos, fresadoras y esmeriles, es- 
t4n provistos de trazadores para reproducir el contorno de plantillas. La figura 8-80 
es un diagrama esquemdtico de un sistema de trazado hidraulico en el cual la herra- 
mienta duplica la forma de la plantilla sobre la pieza de trabajo. Explique la opera- 
ci6n del sistema. ^ 


Aceite bo jo 
presiort 



Fig. 8-80. Sistema de trazador hidraulico. 
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Problema B-8-9. Considerese un termdmetro de mercurio de pared de vidrio. Si la 
capacitancia termica del vidrio del termdmetro es despreciable, entonces puede con- 
siderarse como un sistema de primer orden y su funcidn de transferencia puede darse 
mediante 

Q(s) 1 

0 6 (s) Ts + 1 

donde 0(s)es la transformada de Laplace de la temperatura del termdmetro 0 y0*(s) 
es la transformada de Laplace de la temperatura del bafto 6 b , ambas temperaturas 
medidas a partir de la temperatura ambiente. 

Suponga que el termdmetro de mercurio de pared de vidrio se usa para medir la 
temperatura de un baflo y que la capacitancia termica del vidrio es despreciable. Su¬ 
ponga tambien que no se conoce la constante de tiempo del termdmetro. Por lo tan- 
to, esta se determina experimentalmente sumergiendo al termometro en una cubeta 
de agua mantenida a 10°C. La figura 8-81 muestra la respuesta de temperatura ob- 
servada en la prueba. Encuentre la constante de tiempo. Si este termdmetro se coloca 
en una bafto, la temperatura del cual se incrementa linealmente a raz6n de 10°C/min, 
icu&nto error en estado estable mostrard el termometro? 

Si la capacitancia termica del vidrio de un termometro de mercurio no es 
despreciable, puede considerarse un sistema de segundo orden y la funcidn de tranj- 
ferencia modificarse a 

1 

(T x s + 1 )(T 2 s + 1) 

donde T x y T 2 son constantes de tiempo. Esboce una curva tipica de respuesta de 
temperatura (6 contra t) cuando dicho termometro con dos constantes de tiempo se 
coloque en un baflo mantenido a la temperatura constante 6 b , donde tanto la tempe¬ 
ratura del termometro 6 como la temperatura del baflo 0 b se miden a partir de la tem¬ 
peratura ambiente. 




(Segundo) 


Fig. 8-81. Curva de respuesta de un sistema de termometro. 
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Problema B-8-10. En relation con el sistema mostrado en la Fig. 8-82, encuentre la 
respuesta 6 0 (t) cuando la entrada 0,(0 es una rampa unitaria. Tambien, encuentre el 
error en estado estable de una respuesta rampa. Suponga que el sistema esta sub- 
amortiguado. 


Fig. 8-82. Diagrama de blo- 
ques de un sistema. 


®,(s) 



KpU + Tjs) 


1 

@ 0 (s) 


Js 2 








Problema B-8-11. En la Fig. 8-83, un sistema masa-resorte-amortiguador est& uni- 
do a una carreta. Para t < 0, la carreta permanece quieta y el sistema entero estd en 
reposo. En t — 0, la carreta se mueve a velocidad constante, x t = r = constante. 
t,Cu£l es el movimiento x Q (t) relativo al suelo? Suponga que el sistema masa-resorte- 
amortiguador esta subamortiguado. 



Fig. 8-83. Sistema mecanico. 


Problema B-8-12. Considere un sistema definido por 

Q 0 (Q __ col _ 

0,(0 s z + 2 Cco n s + col 

Determine los valores de f y cu„ de modo que el sistema responda a una entrada esca- 
lor. con 5% aproximadamente de sobrepaso y con un tiempo de asentamiento de 2 
segundos. 
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Problema B-8-13. La figura 8-84 muestra un sistema de control de posicion con re- 
alimentacidn de velocidad. z,Cu&l es la respuesta 0 o (t) a la entrada escalon unitario? 



Fig. 8-84. Diagrama de bloques de 
un sistema de control de posicion 
con realimentacion de velocidad. 


Problema B-8-14. Considere el sistema mostrado en la Fig. 8-85. Determine el va¬ 
lor de k tal que el factor de amortiguamiento relativo f sea de 0.5. Despues obtenga 
el tiempo de subida t r , el tiempo pico t p , el sobrepaso m&ximo M p y el tiempo de asen- 
tamiento t s en la respuesta escaldn unitario. 



Fig. 8-85. Diagrama de bloques de 
un sistema. 


Problema B-8-15. Explique la operacidn del sistema de control de velocidad 
mostrada en la Fig. 8-86. 
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SISTEMAS DE UNIDADES 


En las p&ginas siguientes se revisar&n primero los sistemas de unidades 
acostumbrados (el sistema de unidades cgs, el sistema de unidades mks, 
etc.) y a continuacidn se presentard el Sistema Internacional de unidades (SI). 

Unidades. Una cantidad fisica puede medirse solamente mediante la 
comparacidn con una cantidad semejante. Una porcidn bien diferenciada 
de una cantidad fisica se denomina unidad. (Para que sea de utilidad, la uni- 
dad debe ser de un tamafto pr&ctico conveniente.) Cualquier cantidad fisica 
de la misma clase puede compararse con ella y su valor puede establecerse 
en terminos de una relacidn numerica y de la unidad que se utilice. 

Unidades basicas y unidades derivadas. La unidad general de una canti¬ 
dad fisica se define como su dimensidn. Puede desarrollarse un sistema de 
unidades escogiendo para cada dimensidn b&sica del sistema, una unidad 
especifica (por ejemplo, el metro para la longitud, el kilogramo para la masa 
y el segundo para el tiempo). A una unidad como esas se le denomina uni- 
dad basica. Todas aquellas unidades que no son basicas se denominan unida¬ 
des derivadas. 

A 

Unidades sistem&ticas. Las unidades sistematicas son las unidades que 
se derivan sistem&ticamente en un sistema de unidades. Pueden obtenerse 
reemplazando las unidades generates (dimensiones) por las unidades basicas 
' del sistema. 


584 
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Si se definen las dimensiones de longitud, masa y tiempo [L\, [M] y [7], 
respectivamente, entonces las cantidades fisicas pueden expresarse como 
[L\ x [M\y[T\ z . Por ejemplo, la dimensidn de la aceleracion es [LH7]- 2 y la de 
la fuerza es [LHA/H7] -2 . En el sistema mks de unidades, la unidad sistem&ti- 
ca de la aceleracidn es, por lo tanto, 1 m/s 2 y la fuerza es 1 kg-m/s?. 

Sistemas absolutos de unidades y sistemas gravitacionales de unidades. 

Los sistemas de unidades en los cuales se toma a la masa como unidad b&si- 
ca se denominan sistemas absolutos de unidades , en tanto que aquellos en 
los que se toma a la fuerza y no a la masa como unidad basica, se denomi¬ 
nan sistemas gravitacionales de unidades. 

El sistemas cgs de unidades. El sistemas cgs de unidades es un sistema 
absoluto de unidades y se basa en el centimetro, el gramo masa y el segundo 
como unidades b&sicas. Este sistema se ha usado extensamente en la ciencia. 
Entre sus desventajas se incluye el hecho de que las unidades derivadas para 
la fuerza y la energia son demasiado pequenas para propositos practicos y 
que el sistema no se combina con las unidades electricas pr&cticas para for- 
mar un sistema de unidades completo. 

El sistemas mks de unidades. El sistema mks de unidades es un sistema 
absoluto de unidades y se basa en el metro, el kilogramo masa y el segundo 
como unidades b&sicas. En este sistema las unidades derivadas para la fuer¬ 
za y la energia son de tamaflo conveniente en el sentido de la ingenieria, y 
todas las unidades pr&cticas electricas encajan en el sistema como unidades 
naturales para formar un sistema de unidades completo. 

El sistema m6trico de unidades de ingenieria. El sistema m&trico de 
unidades de ingenieria es un sistema gravitacional de unidades y se basa en 
el metro, el kilogramo fuerza y el segundo como unidades b&sicas. (Puesto 
que el estdndar de fuerza se define como el peso de la masa est&ndar prototi- 
po del kilogramo, la unidad Msica de fuerza es variable, pero este factor no 
representa una desventaja seria.) 

El sistema ing!6s de unidades de ingenieria. El sistema ingles de unida¬ 
des de ingenieria es un sistema gravitacional de unidades y se basa en el pie, 
la libra fuerza y el segundo como unidades b&sicas. Este es el dnico sistema 
que se ha usado durante largo tiempo en Estados Unidos. La unidad deriva- 
da para la masa es la lb/-s 2 /ft se denomina slug (1 slug = lb / -s 2 /ft). 

El Sistema Internacional de unidades (SI). El Sistema Internacional de 
unidades (abreviado SI) es el sistema de unidades acordado internacional- 
mente para expresar los valores de las cantidades fisicas. (V6ase la tabla A-l.) 
En este sistema se agregan cuatro unidades b&sicas a las tres unidades bdsi- 



Scanned and Edited By YORCH® 


Tabla A-l. Sistema internacional de unidades (SI) 



Cantidad 

Unidad 

Simbolo 

Dimensidn 

Unidades 

bAsicas 

Longitud 

metro 

m 


Masa 

kilogramo 

kg 


Tiempo 

segundo 

s 


Corriente electrica 

ampere 

A 


Temperatura 

kelvin 

K 


Intensidad luminosa 

candela 

cd 


Cantidad de sustancia 

mole 

mol 


Unidades 

auxiliares 

Angulo piano 

radian 



Angulo sdlido 

esterradiAn 

sr 


Unidades 

derivadas 

Aceleracidn 

metros por segun¬ 
do alcuadrado 

m/s 2 


Actividad (de una 
fuente radiactiva 

1 por segundo 

■ 


Aceleracidn angular 

radianes por segun¬ 
do al cuadrado 

rad/s 2 


Velocidad angular 

radianes por 
segundo 

rad/s 


Area 

metro cuadrado 

m 2 


Densidad 

kilogramo por 
metro cubico 

kg/m 3 


Viscosidad dinAmica 

newton segundo 
por metro cuadrado 

N-s/m 2 

m -1 kgs" 1 

Capacitancia elActrica 

farad 

F 

m -2 kg -1 s 4 A 1 

Carga electrica 

coulomb 

C 

A s 

Intensidad del 
campo elfectrico 

volt por metro 

V/m 

m kg s" 3 A" 1 

Resistencia electrica 

ohm 

£2 

m 2 kg s -3 A -1 

Entropia 

joule por kelvin 

J/K 

m 2 kg s" 2 K _1 












































































Scanned and Edited By YORCH® 


Tabla A-l. (ContinuaciAn) 



Cantidad 

Unidad 

Simbolo 

Dimensibn 


Fuerza 

newton 

N 



Frecuencia 

hertz 




Iluminacibn 

lux 

lx 

m -2 cd sr 


Inductancia 

henry 

H 

m 2 kg s" 2 A -2 


Viscosidad cinematica 

metros cuadrados 
por segundo 

m 2 /s 



Luminancia 

candelas por 
metro cuadrado 

cd/m 2 



Flujo luminoso 

lumen 

lm 

cd sr 


Fuerza magnetomotriz 

ampere vuelta 

A 

A 


Intensidad del 
campo magnfctico 

ampere por metro 

A/m 


Unidades 

derivadas 

(cont.) 

Flujo magnbtico 

weber 

Wb 

m 2 kg s -2 A -1 

Densidad del flujo 
magnbtico 

tesla 

T 

kg s~ 2 A -1 

Potencia 

watt 

W 

m 2 kg s -3 


Presibn 

pascal (newton por 
metro cuadrado) 




Intensidad radiante 

watt por esterradi&n 

W/sr 

m 2 kg s -3 sr -1 


Calor especiflco 

joule por 
kilogramo kelvin 

J/kg-K 

m 2 s-2 K-‘ 


Conductividad termica 

watt por metro 
kelvin 

W/m-K 

m kg s -3 K _1 


Velocidad 

metros por segundo 

m/s 



Volumen 

metro cubico 

m 3 



Voltaje 

volt 

V 

m 2 kg s -3 A -1 


Numero de onda 

1 por metro 

nr 1 



Trabajo, energia, 
cantidad de calor 

joule 

J 

m 2 kg s~ 2 
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cas de costumbre (metro, kilogramo y segundo) del sistema absoluto mks de 
unidades. Las cuatro unidades b&sicas aftadidas son el ampere como unidad 
de corriente electrica, el kelvin como unidad de temperatura termodin&mi- 
ca, la candela como unidad de intensidad luminosa y el mole como unidad 
de cantidad de sustancia. Asi pues, en las unidades SI el metro, el kilogramo, 
el segundo, el ampere, el kelvin, la candela y el mole constituyen las siete 
unidades b&sicas. Hay dos unidades auxiliares en las unidades SI (el radian, 
que es la unidad de Angulo piano y el esterradi&n, que es la unidad de Angulo 
sdlido). La tabla A-l lista 7 unidades b&sicas, 2 unidades auxiliares y algu- 
nas de las unidades derivadas del Sistema Internacional de unidades (SI). 
[Los multiplos y los submultiplos de las unidades se indican mediante una 
serie de dieciseis prefijos para las diferentes potencias de 10. (Vease la p&gi- 
na 10.)] 

En las unidades del SI las siete unidades b&sicas se definen de la si- 
guiente manera. 

Metro: El metro es la longitud igual a 1 650 763.73 longitudes de onda 
de radiacibn en el vacio correspondiente a la transicibn no perturbada entre 
los niveles 2P 10 y 5d s del citomo de criptbn, linea anaranjada del espectro lu- 
minoso del criptbn. 

Kilogramo: El kilogramo es la masa de un cilindro particular (de 39 mm 
de di&metro y 39 mm de altura) de aleacibn de platino-iridio, denominado el 
kilogramo Prototipo Internacional, el cual se conserva en una boveda en 
Sevres, Francia, por la Oficina Internacional de Pesas y Medidas. 

Segundo: El segundo es la duracion de 9 192 631 770 periodos de la 
radiacibn correspondiente a la transicibn entre los niveles hiperfinos del es- 
tado fundamental del atomo de cesio 133. 

Ampere: El ampere es una corriente constante que fluye a traves de 
dos conductores paralelos rectos, de longitud infinita, de seccibn transversal 
circular despreciable, y que mantienen una separacibn entre ellos de 1 metro 
en el vacio, que produce entre estos conductores una fuerza igual a 2 x 10 -7 
newton por metro de longitud. 

Kelvin: El kelvin es la fraccion 1/273.16 de la temperatura termodinamica 
del punto triple del agua. (Notese que el punto triple del agua es 0.01 °C.) 

Candela: La candela es la intensidad luminosa, en la direccibn de la 
normal, de una superficie de cuerpo negro con un &rea de 1/600 000 metros 
cuadrados, a la temperatura de solidificacion del platino bajo una presion 
de 101 325 newtons por metro cuadrado. 

Mole: El mole es la cantidad de sustancia de un sistema que contiene 
tantas entidades elementales como £tomos hay en 0.012 kilogramos de car- 
bono 12. 

Las dos unidades auxiliares del SI (el radian y el esterradi&n) se definen 
como sigue: 
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Radian: El radi&n es una unidad de medicidn angular plana igual al 
Angulo en el centro de un drculo subtendido por un arco cuya longitud es 
igual al radio. (La dimensidn del radi&n es cero, puesto que es la relacidn 
entre cantidades de la misma dimensidn.) 

Esterradian: El esterradicin es una unidad de medida de Angulos soli- 
dos que se expresa como el &ngulo solido subtendido en el centro de la esfe- 
ra por una porcidn de la superficie cuya &rea es igual al cuadrado del radio 
de la esfera. (La dimension del esterradian tambien es cero, puesto que es 
una relacion entre cantidades de la misma dimension.) 
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APENDICE 

B 

TABLAS DE CONVERSION 


Las tablas de conversidn para la masa, la longitud, el volumen, la pre- 
si6n, la energia y la temperatura se presentan en las tablas de la B-l a la B-9. 


Tabla B-l. Tabla de conversion de masa 


g 

kg 

lb 

oz 

grano 

slug 

1 

10-3 

2.205x10-3 

3.527x10-2 

15.432 

6.852x10-3 

103 

1 

2.205 

35.27 

15.432x103 

6.852x10-2 

453.6 

0.4536 

1 

16 

7000 

3.108x10-2 

28.35 

2.835x10-2 

0.0625 

1 

437.5 

1.943x10-3 

6.480x10-2 

6.480x10-3 

1.429 x 10 -4 

2.286x10-3 

1 

4.440X10- 6 

1.459 x 10 4 

14.59 

32.17 

514.78 

2.252x10 s 

1 


590 
















































[*j 




cm 

m 

in. 

1 

0.01 

0.3937 

100 

1 

39.37 

2.54 

0.0254 

1 

30.48 

0.3048 

12 

91.44 

0.9144 

36 


ft 


0.03281 


3.281 


0.08333 


1 


3 


yd 


0.01094 


1.0936 


0.02778 


0.3333 


1 


milla 

nautica 


0.5400 


0.8690 


1 


3280.84 


5280 


6076 


la B-3. Tabla de 

in. 

mm 

1/32 

0.794 

1/16 

1.587 

3/32 

2.381 

1/8 

3.175 

5/32 

3.969 

3/16 

4.762 

7/32 

5.556 

1/4 

6.350 


in. mm jj in. mm | in. 


9/32 7.144 


5/16 7.937 


3/8 9.525 


13/32 10.319 


17/32 

13.494 

9/16 

14.287 

19/32 

15.081 

5/8 

■■ ■ 1 

15.875 

21/32 

16.669 

11/16 

17.462 

23/32 

18.256 

3/4 

19.050 


5 ! 
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Tabla B-4. Tabla de conversion de Area 


cm 2 

m 2 


ft 2 

yd 2 

1 

10" 4 

0.155 

1.0764 x IO - 3 

1.196 x 10~ 4 

10 4 

1 

1550 

10.764 

1.196 

6.452 

6.452 x 10- 4 

1 

6.944 x 10-3 

7.716 x 10~ 4 

929.0 

0.09290 

144 

1 

0.1111 

8361 

0.8361 

1296 

9 

1 


km 2 

milla 2 

1 

0.3861 

2.590 

1 


Tabla B-5. Tablas de conversion de volumen 


m 3 

ft 3 

yd 3 

1 

35.315 

1.308 

2.832 x lO- 2 

1 


0.7646 

27 

1 


mm 3 

cm 3 

in. 3 

1 

10-3 

6.102 x 10-5 

10 3 

1 

6.102 x lO- 2 

1.639 x 10 4 

16.39 

1 


Galon 

norte- 

americano 

litro 

barril 

1 

3.785 

2.381 x 10-2 

0.2642 

1 

0.6290 x 10-2 

42 

159 

1 


592 
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Tabla B-6. Tabla de conversion de presiOn 


bar 

(10 s N/m 2 ) 



kg//cm 2 

lb//in. 2 

atm 

(presidn 

atmosferica 

estdndar) 

mm Hg 

in. Hg 

m H 2 O 

1.0197 x 10" s 

1.450 x 10“ 4 

9.869 x 10 -e 

7.501 x 10“ 3 

2.953 x 10' 4 

1.0197 x 10' 4 

1.0197 

14.50 

0.9869 

750.1 

29.53 

10.197 

1 

14.22 

0.9678 

735.6 

28.96 

10.000 

0.07031 

1 

0.06805 

51.71 

2.036 

0.7031 

1.0332 

14.70 

1 

760 

29.92 

10.33 

1.3595 X 10~ 3 

19.34 x 10~ 3 

1.3158 x 10" 3 

1 

3.937 x 10" 2 

1.360 X 10" 2 

0.03453 

0.4912 

0.03342 

25.4 

1 

0.3453 

0.10000 

1.422 

0.09678 

73.55 

2.896 

1 


1 x 10 s 


9.807 x 10 4 0.9807 


6.895 x 10 3 0.06895 


1.0133 x 10 s 


3.386 x 10 3 0.03386 
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Tabla B-7. Tabla de conversion de energia 


J 

kg/-m 

ft-Ib/ 

kWh 

kcal 

Btu 

1 

0.10197 

0.7376 

2.778 xl0~ 7 

2.389 x10 -4 

9.480 XlO" 4 

I 

1 

7.233 



9.297X10- 3 

1.356 

0.1383 

1 

3.766 xlO" 7 

3.239 x 10 -4 

1.285x10-3 

3.600 x10 s 

3.671 xlO 5 

2.655 x 10 s 

1 

860 

mm 

4186 

426.9 

3087 

LI63 x 10 -3 

1 

3.968 

1055 

107.6 

778 

2.930 x 10' 4 

0.2520 

_ 

1 


Tabla B-8. Tabla de conversion de potencia 


kW 

kg/-m/s 

ft-lb//s 

caballo 
de fuerza 
ingles hp 

kcal/s 

Btu/s 

1 



1.341 

0.2389 


9.807 x 10-3 

1 

7.233 

1.315 x 10-2 

2.343 x 10-3 

9.297 x 10"3 

1.356 x IQ" 3 

0.1383 

1 

1.818 x 10-3 

3.239 x 10~ 4 

1.285 x 10"3 


76.04 

550 

1 


0.7069 

4.186 

426.9 

3087 

5.613 

1 

3.968 

1.055 



1.414 


1 


594 
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Tabla B-9. Tabla de conversi6n de temperatura 


°c 

°F 

°C 

wm 

°C 

°F 

-50 

-58 

16 

60.8 

44 

111.2 

-40 

-40 

18 

64.4 

46 

114.8 

-30 

-22 

20 

68.0 

48 


-20 

-4 

22 

71.6 

50 

122.0 

-10 

14 

24 

75.2 

55 

131.0 

-5 

23 

26 

78.8 

60 

140.0 

0 

32 

28 

82.4 

65 

149.0 

2 

35.6 

30 

86.0 

70 

158.0 

4 

39.2 

32 

89.6 

75 

167.0 

6 

42.8 

34 

93.2 

80 

176.0 

8 

46.4 

36 

96.8 

85 

185.0 

10 

50.0 

38 

■■ 

100.4 

90 

194.0 

12 

53.6 

40 

104.0 

95 

203.0 

14 

57.2 

42 

107.6 

100 

212.0 


Para convertir grados Fahrenheit en Celsius, reste 32 y multiplique por 5/9. 

( c ~ ~g ~ ^ 

Para convertir grados Celsius a Fahrenheit, multiplique por 9/5 y sume 32. 

tf — ■“ tc + 32 

La temperatura del cero absoluto ocurre en —273.5° en escala Celsius y en -459.67° en la es- 
cala Fahrenheit. Las temperaturas absolutas en las dos escalas son t c + 273.15 y t F + 459.67. 
N6tese que en la mayoria de los cdlculos las constantes utilizadas son 273 y 460. N6tese tam- 
bien que 

t c grados Celsius = (t c + 273.15) kelvin 
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APENDICE 

C 


ECUACIONES DE MOVIMIENTO 
DE LAGRANGE 


Los modelos matem&ticos de los sistemas fisicos (medinicos, electricos, 
etc.) pueden derivarse de consideraciones de energia sin aplicarles las leyes 
de Newton o de Kirchhoff. En la Sec. 2-5 presentamos un m£todo simple 
para derivar las ecuaciones de movimiento de sistemas mec&nicos, del cono- 
cimiento de las energias potencial y cinetica del sistema. En este apendice se 
presenta un metodo de energia m&s vers&til, debido a Lagrange, para deri¬ 
var modelos matem£ticos. 

A1 derivar las ecuaciones de movimiento para un sistema mec&nico 
complicado, conviene hacerlo aplicando dos mfctodos diferentes (uno basa- 
do en la segunda ley de Newton y el otro en consideraciones de energia) para 
asegurarse de que sean correctos. En este aspecto, el m6todo de Lagrange es 
un recurso adecuado para derivar las ecuaciones del sistema. 

Para derivar las ecuaciones de movimiento de Lagrange, es necesario 
definir las coordenadas generalizadas y el Lagrangiano, para establecer el 
principio de Hamilton. 

Coordenadas generalizadas. Las coordenadas generalizadas de un sis¬ 
tema son un conjunto de coordenadas independientes que se necesita para 
describir completamente el movimiento del sistema. El numero de coorde¬ 
nadas generalizadas necesario para describir el movimiento del sistema es 
igual al numero de grados de libertad. 

Si un sistema requiere n coordenadas generalizadas q lt q 2 , . . . , q„ ne- 


596 
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cesitamos considerar n coordenadas generalizadas como coordenadas de un 
sistema coordenado //-dimensional en un espacio //-dimensional. Entonces, 
en cualquier instante el sistema se caracteriza mediante un punto en este es¬ 
pacio //-dimensional. A1 trascurrir el tiempo, el punto del sistema en el espa¬ 
cio //-dimensional se mueve y describe una curva en el espacio. (La curva 
representa el movimiento del punto del sistema.) 

Lagrangiano. El Lagrangiano L de un sistema se define por 

L = T~ U (C-l) 

donde T es la energia cinetica y U es la energia potencial del sistema. El 
Lagrangiano L en forma general es una funcion de q jy q t (i = 1,2, . . n) y 
del tiempo t, o bien 


L — L{qa t) 


Principio de Hamilton. El principio de Hamilton establece que el mo¬ 
vimiento del punto del sistema en el espacio //-dimensional de t = t x a t = t 2 
es tal que la integral 


i = f q» 0 dt (i = l, 2,...,«) 

dtx 


(C-2) 


es un extremo (m&ximo o minimo) de la trayectoria del movimiento. 

Ecuaciones de movimiento de Lagrange para sistemas conservatives. Si 

no se disipa energia en un sistema, se le llama sistema conservative. Un sis¬ 
tema mec&nico conservative es aquel en el cual la energia aparece solamente 
como energia cinetica y energia potencial. 

Consid6rese el caso donde el Lagrangiano L es funcidn de una coorde- 
nada generalizada q, de su derivada con respecto al tiempo q y del tiempo /, 
o sea que L = L{q, q , t). Entonces la Ec. (C-2) que^ 


/ = f ' L(q, q, t ) dt 

dt l 


(C-3) 


Sea q la funcidn para la cual / es un extremo. Supdngase que 8q es una funcidn 
arbitraria que es continua en t x < t < 4 , que tiene una derivada continua 8q 
en ti < t s t 2 y desaparece en t = t x y t = t 2 , o que 6 ^( 4 ) = bq{t 2 ) = 0 . 
Dense pequeflas variaciones en q y q y evaluese la diferencia A/ entre dos 
integrales de Lagrange; esto es, 

A/ = f L(q + Sq, q + Sq, t) dt — f L(q, q, t) dt 
— f [L(<] + dq,q+ dq, 0 - U<I> 4, 0J dt 

Jt 1 


Al expandir el inicgrando del segundo miembro de la ultima ecuacion en se- 
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Cap. 8 


ries de Taylor alrededor del punto (q, q ), se obtiene 
LI 


[ d + % s «) dl 

dq 2 ^ ' 2 JjTq 


" ^ 2L ( Sqy + 2 £%,dq6q + 0 (< 5 <?) 2 " 


dt 


El primer termino del segundo miembro en la ecuacion se denomina la pri- 
mera variation de I. 

Por la teoria de variaciones se sabe que la condition necesaria para que 
I sea un extremo es que la primera variacidn de / o 61 sea cero. 


" - r (i ^ + 1*) =i!’ i ^ * + 11 ^° 


Pueto que esta ultima ecuacion puede escribirse 

f -[£{%)** 


se tiene 


% + r %-r, %)*** =° 

Notese que 6q(t x ) - 6q(t 2 ) = 0, los primeros dos terminos en esta ultima 
ecuacion son iguales a cero y por lo tanto, se obtiene 

f(SM St) *>■*-» 


Esta ultima ecuacion puede conservar su validez para cualquier 6q que satis- 
faga la condicion de ser continua y desaparezca en I = t 2 y t - t 2 . Por Io 
tanto, de acuerdo con la teoria de variaciones, el integrando debe ser identi- 
camente cero o bien 


id) - = 0 < c - 4 > 

La ecuacion (C-4) se conoce como ecuacidn de Euler-Lagrange. Como se 
ver& posteriormente, la Ec. (C-4) se reduce a la ecuacidn de movimiento del 
sistema que pudiera obtenerse al usar la segunda ley de Newton (o las leyes 
de Kirchhoff, etc.). Por consiguiente, tambien se le conoce como ecuacidn de 
movimiento de Lagrange para el sistema conservative. 

Si el Lagrangiano L es funcibn de n coordenadas generalizadas, n velo- 
cidades generalizadas y el tiempo t, entonces 

L — L(c[ i, q 2 ,. . . , q„\ q x , q 2 , . . . , q n \ t) 
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y las ecuaciones correspondientes de Euler-Lagrange son 

UW-llr 0 (i=1 ’ 2 . n) ( ° 5) 

La n ecuaciones dadas por la Ec. (C-5) son las ecuaciones de Lagrange del 
movimiento para el sistema conservativo. 


Ejemplo C-l. Pendulo simple. Considerese el pendulo simple que se muestra en la 
Fig. C-l. Este es un sistema de un grado de libertad y el angulo 8 es la unica coorde- 
nada generalizada. 


Fig. C-l. Pendulo simple. 



La energia cinetica del sistema es 

T = 

Suponiendo que la position de la masa cuando 0 - 0 es el eje de referenda, la 
energia potencial U se puede escribir 

U = mgl( 1 — cos 9) 


El Lagrangiano L es 

L — T — U = im(/^) 2 - mgl{\ - cos 9) 
Por lo tanto, la ecuacion de Lagrange 

A(<Lk\ _ dL _ n 

dt\ d $) 69 


se vuelve 


+ mglsen 9 = 0 


o bien 

9 + -y- sen 9 = 0 

la cual es la ecuacion de movimiento para el sistema. 


Ejemplo C-2. Pendulo con resorte. Considerese el pendulo con resorte que se 
muestra en la Fig. C-2 y supongase que la fuerza del resorte es cero cuando el pendu- 
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lo esta vertical o sea que 6 = 0. Este tambien es un sistema de un grado de iibertd y el 
angulo 6 es la unica coordenada generalizada. 

La energia cinetica del sistema es 

T = 



1 


m 9 Fig. C-2. Pendulo con resorte. 

y la energia potencial del sistema es 

U = mgl{ 1 — cos 9) + ^k(asen9) 2 

El Lagrangiano L es 

L = T — U = ±m(l6) 2 - mgl( 1 - cos 6) ~ ^ka 2 sen 2 Q 
Por lo tanto, la ecuacion de Lagrange 

d (d_L\ dL n 

*\d6) ** 

viene a ser 

~(ml 2 &) + mgl sen 0 + ka 2 sen 6 cos 6 = 0 

o bien 

9 + -£■ sen 9 + ^ sen 9 cos 9 =0 

Esta es la ecuacion de movimiento para el sistema. Para valores pequenos de 6, la ul¬ 
tima ecuacion puede simplificarse como 



(Consultese el Problema A-7-4, el cual da la forma de derivar esta ecuacion usando 
la segunda ley de Newton.) 

Ejemplo C-3. Pendulo doble. Considerese el pendulo doble que se muestra en la 
Fig. C-3. Este es un sistema de dos grados de libertad. Los dngulos d l y d 2 son las coor- 
denadas generalizadas del sistema, 

La energia cinetica del sistema es 

T = {m x v\ + {m 2 vl 
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donde v x y v 2 son las velocidades absolutas de la masas m x y m 2 , respectivamente. 
Notese que 

Vi = l X 6 X 



La velocidad absoluta v 2 no se ve obvia en el diagrama y por lo tanto, sera derivada de 
lo que sigue. Puesto que es mas facil obtener la velocidad absoluta v 2 en el sistema 
de coordenadas rectangulares x-y , escribiremos primero las coordenadas x y y de la 
masa m 2 y despues diferenciaremos para obtener x y y. 


x = 1 1 sen 9 1 + l 2 sen 9 2 
y = l\ cos 9 X + lz cos 9 2 

Las velocidades x y y son 

X = l x cos Mi + lz cos 9 2 9 2 
y = —l\ sen — l 2 sen M2 

Notese que 


v 2 = x 2 + y 1 

se obtiene 

v\ = (/ 2 cos 9 \ + l 2 cos M 2) 2 + (—sen Mi — / 2 sen M 2) 2 
= /-f- l 2 $z + 2 l\l 2 $ 2 f) 2 cos ( 9 2 — 9\) 

Por lo tanto, la energia cinetica T es 

T = + J m 2 [l\$\ -f l 2 z$z + 2 l x l 2 9i9 2 cos (1 9 X — 9 2 )] 

La energia potencial IJ del sistema es 

U = mi^/i(l — cos 9 X ) + m 2 g[l x (1 — cos 9 X ) + / 2 (1 — cos 9 2 )] 

donde la energia potencial del sistema cuando 8 X = 0 y 0 2 = 0 se toma como cero. El 
Lagrangiano L del sistema es 

L = T — U = \my{h$\) 2 + %,m 2 [l\§\ + l\§\ + 2l x l 2 Q x $ 2 cos (9 2 — 9 X )] 

— m x gl x {\ — cos 9 X ) — m 2 g[l x {\ — cos 9 X ) + h(\ — cos 9 ? )] 
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Las ecuaciones de Lagrange para este sistema son 


d ( dL \ dL _ 0 

*\ddj Mx 


d / dL \ 



CAP. 8 


Notese que 

= (mi + m 2 )/?0i + rn 2 l x l 2 0 2 cos (0 2 — 9i ) 

= rn 2 lj 2 9 x 9 2 sen(0 2 — 0,) — (m, + m 2 ),g/, sen 0j 
= m 2 l\9 2 + tn 2 lj 2 9 x cos (0 2 — 0,) 

= rfl 2 l\l 2 $i9 2 sen(0 2 — 0,) — m 2 ^/ 2 sen0 2 

Las ecuaciones de Lagrange seran 

(m x + w 2 )/ 1 0 1 + m 2 l 2 [9 2 cos (0 2 - 00 - sen (0 2 - 0,)] 

+ (ffi, + m 2 ),g sen0j = 0 
l$i + /i[0i cos(0 2 — i0) + 0fsen(0 2 — 0 X )] +g-sen0 2 = 0 

o bien 

#i + ( ffi| (77) ^2 cos(0 2 - 0j) - sen(0 2 - 0j>] + ^-sen0, =0 

#2 + cos (^2 ~ #i) + 0! sen(0 2 — 00] + j- sen0 2 = 0 

Las dos ultimas ecuaciones son las ecuaciones de movimiento del sistema de doble 
pendulo. 

Ejemplo C-4. Pendulo m6vil. Considerese el pendulo movil que se muestra en la 
Fig. C-4. Este es un sistema con dos grados de libertad. Las coordenadas generaliza- 
das son xy 6. 

La energia cinetica del sistema es 

T = ^Mv\ + \mv\ 

donde u, = x y v 2 es la velocidad absoluta de la masa m. En forma similar al caso del 
sistema de doble pendulo, el cuadrado de la velocidad i> 2 de la masa m puede obte- 
nerse mediante 

v\ = (x r / cos 00) 2 + (/ sen00) 2 

= x 1 -f / 2 0 2 + 2xl cos 00 
Por lo tanto, la energia cinetica es 

T = j;,Mx 2 + ^m(jc 2 -1- / 2 0 2 + 2a7cos 00) 

La energia potencial del sistema es 

U = mgl(\ -- cos 0) -{- ^kx 2 


dL 

00 , 

dL 

00 , 

dL_ 

00 2 

dL 

002 
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Fig. C-4. Pendulo movil. 

donde la energia potencial cuando x = 0 y 0 = 0se toma como cero. 

El Lagrangiano L es 

L = T - U 

= \Mx 2 + ^m(x 2 + l 2 6 2 + 2x1 cos 66) — mgl{\ — cos 6) — \kx 2 

Por lo tanto, las ecuaciones de Lagrange 

d_(dL\ dL _ 

dt \dx) dx 

d (dL\ dL _ „ 

dt \d6J 66 

se hacen 


dt 


(Mx + mx + ml cos 66) + kx = 0 


J^-( ml 2 6 + mxl cos 6) + rnxl sen0^ + mgl sen 6 = 0 


o bien 


x + 


M + m 


l cos 66 


M + m 


l sen 66 2 + 


6 + ~x cos 6 -f A- sen 6 = 0 


M r m 
sen 


x = 0 


l 


Las dos ultimas ecuaciones son las ecuaciones de movimiento para el sistema. 


Funcion de disipacion de Rayleigh. En los sistemas no conservatives 
(sistemas amortiguados) la energia se disipa. Rayleigh desarrollo una fun- 
ci6n de disipacion D de la que puede derivarse la fuerza del amortiguamien- 
to. Suponiendo que el sistema involucra r amortiguadores viscosos, la fun¬ 
cion de disipacion de Rayleigh se define mediante 


d = hM? + Ml + ■ • • + bM) 
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donde b t es el coeficiente del /-esimo amortiguador viscoso y S, es la diferen- 
cia de velocidad a traves del /-esimo amortiguador viscoso. (Asi pues, b j 
puede expresarse como funcion de las velocidades generalizadas <jr ( .) 

Mediante el uso de la funcion de disipacidn de Rayleigh, las ecuaciones 
de Lagrange para los sistemas no conservatives se convierten en 


A (<A\ _ dL , d£> _ ft 

dt \dqj Mi M 


(i — 1,2 ,,n) 


(C-6) 


Ejemplo C-5. Sistema masa-resorte-amortiguador. En el sistema masa-resorte- 
amortiguador que se muestra en la Fig. C-5, la unica coordenada generalizada es el 
desplazamiento x, el cual se mide a partir de su posicion de equilibrio; 


Fig. C-5. Sistema masa-resorte-amor- 
tiguador. 

La energia cinfctica T del sistema es 

T = ^mx 1 

La energia potencial U es 

U = ±kx 2 

donde la energia potencial en la posicion de equilibrio se toma como cero. (Notese 
que aunque la energia potencial instant&nea es la potencial instantcinea del pesode la 
masa m&s la energia el&stica instantcinea almacenada en el resorte, el incremento en 
la energia potencial total del sistema se debe al incremento en la energia del resorte a 
causa de su deformacion con respecto a la posicion de equilibrio. Vease la Sec. 2-5). 
El Lagrangiano L del sistema es 



L = T — U — \ymx 2 — \kx z 
La funcidn D de disipacion de Rayleigh es 

D = \bx z 

Asi es que al sustituir en la ecuacion de Lagrange para sistemas no conservatives 

d_ldL\ _ 4 - = o 

dt\dx) dx dx 

se obtiene 


mx + bx + kx = 0 


la cual es la ecuacion de movimiento para el sistema. 
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Ejemplo C-6. Sisternas RLC. En el sistema RLC que se muestra en la Fig. C-6 el ca¬ 
pacitor C esta cargado inicialmente con q 0 y el interruptor S se cierra en el tiempo 
t = 0. Para este sistema, la carga q es la unica coordenada generalizada. 

La energia cinetica T del sistema es 

T = \LD = 

La energia potencial U es 

u 2 c 2 C q 


L R 

- y WlT'-VW \r 


o 

\ 


Fig. C-6. Sistema RLC. 


La funcion D de disipacion de Rayleigh para el sistema es 

D = ±R4* 

El Lagrangiano L del sistema es 

A1 sustiti^r L y D en la ecuacion de Lagrange para sisternas no conservatives 

±/dL\ _dL dD 0 

dt\dq) dq dq 


se tiene 


o bien 


Lq + -jr^q + Rq — 0 


^ + v* - 0 


donde las condiciones iniciales son <?(0) = q 0 y < 7 ( 0 ) = 0. 


Ecuaciones de Lagrange para sisternas con fuerzas de entrada. Si el sis¬ 
tema se somete a una fuerza de entrada (fuerza generalizada), entonces las 
ecuaciones de Lagrange se hacen 


d (dL\ dL . dD _ n 
dt XcftiJ dq t + dq, " 


0 = 1 , 2 ,...,«) 


(C-7) 


donde es la fuerza de entrada correspondiente a la i-esima coordenada 
generalizada. 
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Ejemplo C-7. Absorci6n de vibracidn dinamica. El sistema vibratorio mecdnico 
con absorcion de vibracion dinamica que se muestra en la Fig. C-7, donde p{t) es la 
fuerza de entrada, es un sistema con dos grados de libertad. Las coordenadas genera- 
lizadas son los desplazamientos x y y, los que se miden desde sus posiciones de equili- 
brio respectivos cuando esta ausente la fuerza de entrada pit). 

La energia cinetica T del sistema es 


T = \Mx 2 + \m a y 2 
La energia potencial U del sistema es 

U = \kx 2 + \k a (y — x) 2 


i 



Fig. C-7. Sistemas mecanico vibratorio 
con absorcion de vibracion dinamica. 


donde la energia potencial cuando* = 0y.y = 0se toma como cero. La funcion D 
de disipacion de Rayleigh es 

D = %bx 2 


La fuerza generalizada correspondiente a la coordenada x es p(t). 

El Lagrangiano L del sistema es 

L = T- U = \Mx 2 + \m a y 2 - ±kx 2 - {k a (y - x) 2 
Las ecuaciones de Lagrange 


quedan como 


d (dL\ dL . dD „ 

_ Tx + = 01 

d ( dL\ __ d_L ID _ _ 

*Wj dy + dy - Ql ~° 


dt 


(Mx) + kx — k a (y — x) + bx — pit ) 


dt 


(m a y) 4- k a {y - x) = 0 
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o bien 


Mx + bx + kx + kjx — y) = p(t) 
m a y + k a (y — x) = 0 


Las dos ultimas ecuaciones son las ecuaciones de movimiento del sistema. 


Conclusiones. Como se vio en los ejemplos precedentes, una vez que se 
han derivado las expresiones de energia del sistema, el metodo de Lagrange 
dara tantas ecuaciones como grados de libertad tenga el sistema. Esas 
ecuaciones son las ecuaciones de movimiento para el sistema y describen 
completamente la din^mica del sistema. 

En sistemas complicados, con objeto de asegurarse del correcto plantea- 
miento de las ecuaciones de movimiento, es preferible obtener esas ecuacio¬ 
nes en forma independiente mediante la utilizacion de (a) el metodo de 
Lagrange y (b) la segunda ley de Newton (o las leyes de Kirchhoff, etc.). Los 
dos enfoques deben conducir al mismo resultado. 
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no lineales, 2 

Efecto de la atraccidn pared, 277 
ElActrico-tArmica, analogia, 367 
Elemento activo, 57 
Elemento de descarga, 239 
Elemento de medicion, 508 
Elemento pasivo, 57 
Elementos de decision, 284 
Elementos NOR, 291, 294-297 
Elementos resistivos: 
electrica, 107 
mecAnica, 24 
Energia, 50-60, 129-133 
almacenada en capacitores, 131 
almacenada en inductores, 131 
cintiica, 53, 54, 56-60 
disipada, 54-56 
potencial, 52-53, 56-60 
tabla de conversiones para, 594 
Energia para un flujo inestable, ecuacion 
de, 192 

Energia electrica, 133 

Energia, ley de la conservacidn de la, 88-91 

Energia ttirmica, 133 

Engrane: 

de bomba, 169, 172 
de motor, 169, 174 
tren de, 66-68, 95-96 
Enlace por flujo magnetico, 136 
Entrada de impulso, 393, 456 
Entrada deterministica, 7 
Entrada probabilistica, 7 
Equivalente mecAnico del calor, 256 
Equivalente termico del calor, 256 
Error, compensation del, 530-531 
Error en estado estable, 370, 530 
de respuesta de rampa, 547-550 
Escalamiento del tiempo, 436 
Especificaciones: 
de ingenieria, 6 

de respuesta transitoria, 535-544 
Especificaciones de ingenieria, 6 
Estabilidad, 496 
absoluta, 496 
relativa, 496 

Estado, cambio adiabAtico de, 258 
Estado isentrdpico, cambio de, 258, 259, 
302-303 

Estado isotdrmico, cambio de, 257 
Estado politrdpico, cambio de, 258 
Estereorradiacion, 586, 589 
Euler, ecuacidn de, 189-190, 260 
de movimiento, 189-190 
■Euler, formula de, 28 
Euler, teorema de, 321 
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Euler-Lagrange, ecuacion de, 598 
Expansibn ctibica, coeficiente de, 182 
Expansion en fracciones parciales, 344-346 
mbtodo de, 343-345 
Exponente adiab&tico, 258 
Exponente politropico, 258, 272 


F 

Factor de amortiguamiento relativo, 374 
determinacibn experimental del, 376-378 
Factor de calidad, 110 
Factor de escalamiento en tiempo, 436-439 
475 

Factor de expansion, 264-266 
Factores de escala de magnitud, 440-447, 
476-477 

Fahrenheit, 595 

Fan-in (cabezal de entorno), 277, 280 
Fan-out (cabezal de salida), 277, 280 
Farad, 108 

Fenbmeno de la atraccion de pared, 277-278 
Filtracibn, coeficiente de, 228 
Filtro magnbtico, 167 
Filtro neumdtico, 240 
Flecha eldstica, 464-465 
Flip-Flop, 278, 292-293 
analogia electrica de un, 292-293 
Fluidica, 276 
Fluidica digital, 284 
Flujo: 

a trav6s de un orificio, 265-269 
en tubos, 186-187, 199-200 
vdlvulas de control de, 249 
Flujo adreo: 

a travbs de un orificio, 265-269 
inertancia, 273-274 
Flujo estable, 187 

ecuaciones de movimiento de Euler para 
un, 190 

Flujo gaseoso por un orificio, 259-269 
Flujo inestable, 188 
ecuacibn del, 197 
Flujo, Unea de, 187 
Flujo laminar, 186 
resistencia al, 197 
Flujo liquido: 
inertancia, 199-200 
resistencia, 197 
Flujo, tubo de, 187-189 
Flujo turbulento, 186 
resistencia del, 198 
Fbrmula de Euler, 28 

Formula de Hagen-Poiseuille, 197-198, 217 
Frecuencia, 30, 374-375 
natural, 30 

natural amortiguada, 375 
natural no amortiguada, 30, 374 
Frecuencia natural, 30, 374-375 
amortiguada, 375 


no amortiguada, 30, 374 
Freno, 72, 97 
Freno de Prony, 88 
Friccion: 
cinetica, 41-42 
de Coulomb, 41 
de deslizamiento, 41-42 
de rodamiento, 44-45 
en seco, 41 
est&tica, 41-43 
ley cuadr&tica de, 24 
lineal, 24 
no lineal, 24 
Friccion cinetica, 41-42 
coeficiente de, 42 
Friccion de deslizamiento, 41-42 
coeficiente de, 42 
Friccion de rodamiento, 44-45 
coeficiente de la, 45 
Friccion lineal, 24 
Friccion estdtica, 39-42 
coeficiente de la, 42 
Friccibn no lineal, 24-25 
Friccion viscosa, coeficiente de, 23 
torsional, 23 

Friccion viscosa, constante de, 23 
torsional, 23 
Fuerza, 12-13 
Fuerza, campo de, 12 
Fuerza centrifuga, 410, 462 
Fuerza centripeta, 410, 463 
Fuerza-corriente, analogia, 135-136, 156-157 
Fuerza generalizada, 605-606 
Fuerza normal, 42 

Fuerza-voltaje, analogia, 135, 153-154 
Fuerzas de contacto, 12 
Funeion compleja, 325 
Funcibn de disipacion, 603 
Funeion de disipacion de Rayleigh, 603-606 
Funcion delta de Dirac, 324 
Funcibn de transferencia, 389-398 
de elementos en serie con carga, 395-396 
de elementos en serie sin carga, 394-396 
senoidal, 402 

Funcion de transferencia de malla abierta, 
499 

Funcibn de transferencia prealimentada, 

499 

Funcibn de transferencia sinoidal, 402 
Funcibn escalon, transformada de Laplace 
de la, 327 

Funcibn escalon unitario, transformada de 
Laplace de la, 328 
Funcibn impulso, 334-335 
transformada de Laplace de la, 330 
Funcibn impulso unitario, 334 
Funcibn logica, 284 
Funcibn periodica, 354-355 
Funcibn pulso, transformada de Laplace de 
la, 330 

Funcibn rampa, transformada de Laplace 
de la, 328 
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Funcion trasladada, transformada de Laplace 
de la, 329 

Funciones logicas b&sicas, 285 


G 

Ganancia proporcional, 511 
Gas perfecto, 254-258 
cambios de estado para un 257-258 
ley del, 255 

Gases, constante de los, 254, 255, 304-305 
del aire, 253, 255 
universal, 255, 304-305 
Gases, constante de los, 255, 304-305 
en unidades BES, 305 
en unidades SI, 305 

Gases, propiedades termodindmicas de los, 
253-257 

Goldman, S., 349 
Grados de libertad, 35 
Gravedad especifica, 182 
Guillemin, E. A., 137 


H 

Flagen-Poiseuille, formula de, 197-198, 217 
Hamilton, principio de, 597 
Healy, M., 555 
Henry, 110 

Henke, R. W., 210, 299 
Hertz, 30 

Higdon, D. T., 555 
Hohmann, C. J., 210 
Houpis, C. J., 137 


I 

Impedancia compleja, 392-393, 457, 459-460 
Impedancia fluidica, 277 
Inductancia, 109-110, 132, 194, 199 
Inductores, 126, 131-132 
energla almacenada en los, 131-132 
Inercia, 20, 194, 199 
Inertancia, 194, 199-200, 273-274 
del flu jo del aire, 274 
del flujo de un liquido, 199-200 
Ingenieria, especificaciones de, 6 
INH1BIDOR, 286 
Integrador, 430-432 
Integral de Laplace, 326 
Inversor, 289 

Inversor de signo, 427-429 


J 

Jakolski, E. P., 299 
Joule, 129, 133, 254 
Junta de codillo, 314-315 


K 

Kaplan, W., 349 
Kcal, 133, 254, 594 
Kelvin, 586, 588, 595 
Kilocaloria, 254 
Kilogramo, 586, 588 
fuerza, 12 
masa. 12 
Kilopascal, 165 
Kilowatt-hora, 133 
Kirchhoff, ley de corriente de (ley de 
nodos), 114, 119 

Kirchhoff, ley de voltajes de (ley de 
mallas), 114, 121 


L 

Lagrange, ecuaci6n de movimiento de, 
576-586 

Lagrangiano, 597 
La Joy, M. H., 556 
Laplace, integral de, 326 
Laplace, transformacion inversa de, 326, 
342-347 

Laplace, transformada de, 326-342 
de la funcion escalon, 327 
de la funcidn exponencial, 237 
de la funcidn impulso, 334 
de la funci6n pulso, 330 
de la funcidn rampa, 328 
de la funcidn senoidal, 328 
de la funcidn trasladada, 329 
de la onda cuadrada, 355 
de una funcion escaldn unitario, 328 
existencia de la, 326 
pares, 331-332 
propiedades de la, 333 
Le Page, W. R., 349 
Ley asociativa, 286 
Ley conmutativa, 286 
Ley cuadr&tica de friccidn, 24-25 
Ley de adicion de De Morgan, 291 
Ley de conservacion de la energla, 57, 90-92 
Ley de conservacion del momento, 383-385 
Ley de conservacion del momento angular, 
384 

Ley de corrientes de Kirchhoff (ley de 
nodos), 114, 109 

Ley de multiplication de De Morgan, 292 
Ley de Newton, primera, 18 
Ley de Newton, segunda, 19 
Ley de Newton, tercera, 19 
Ley de Ohm, 111 
Ley de Pascal, 229-230 
Ley de la termodinArnica, primera, 256 
Ley de voltajes de Kirchhoff (ley de 
mallas), 115, 121, 141 
Ley distributiva, 186 
Libra, 13 



Scanned and Edited By YORCH® 


fuerza, 12 
masa, 12 

Logica matem&tica, 285-288 
identidades bbsicas, 286-288 
leyes b&sicas, 286 

Longitud, tabla de conversiones para la, 591 

Lubricador, 240 


M 

Malla abierta, control de, 496 

Malla abierta, funcion de transferencia de, 

499 

Malla abierta, sistema de control de, 496 
Malla cerrada, funcibn de transferencia de, 

500 

Manometro en forma de U, 98 
Masa, 12, 590 

tabla de conversion para, 590 
Masa-capacitancia, analogia, 136 
Masa densidad de, 181 
Masa-inductancia, analogia, 135 
Masa, principio de conservacion de la, 
188-189 

Masa-resorte-polea, 77, 90-91 
Masa-resorte, sistema, 26-31, 93-94, 371-373, 
399-402, 465-466 

Mecdnica-eldctrica, analogia, 134-136 
Medidor de Venturi, 214-215, 231 
Medio sumador (semisumador), 286 
Megapascal, 165 
Merrit, H. E., 210, 556 
Metacentro, 212 
Metro, 586, 588 

Modelado (modelacion) experimental, 3 
Modelado matemdtico (elaboracibn de 
modelos matem&ticos), 3-4 
Modelo matemcitico, 1, 3 
Modelos matem&ticos linealizados, 203, 
206-210, 222, 225-226 
Modulo de comprensibilidad, 182 
Mbdulo de dispersibn, 182, 210, 228-229 
Mole, 586, 588 
Momento, 18, 384, 456 
Momento angular, 18, 384 
Momento angular, ley de conservacibn del, 
384 

Momento de inercia, 14-17, 30-31 
determinacibn experimental del, 30-31 
de un cilindro homogeneo, 14 
de un cuerpo piano, 14 
de un disco homogeneo, 70 
tabla de, 15 

Momento de una fuerza, 13 
Momento, ley de conservacibn del, 383-385 
Motor: 
de aspas, 169 
de engrane, 169, 175 
de pistbn axial, 169, 174 
de pistbn radial, 169, 174 


Motores neumbticos, 244-245 
de tipo aspa, 244, 
de tipo piston, 244 
Motores de pistones axiales, 169, 173 
Movimiento armonico simple, 29 
Movimiento de Lagrange, ecuacion de, 
596-606 

Movimiento, transform adores de, 61 
Murphy, A. T., 69 
Murray, J. F., 210 


N 

Newton, 12 

Newton, primera ley de, 18 
Newton, segunda ley de, 19 
Newton, tercera ley de, 19 
Nodo, 115 
ecuaciones de, 156 
metodo de, 119 
NOR, elementos, 291, 294-297 
Numero de Reynolds, 185-186 
Numeros complejos, 320 
division de, 324 
forma polar de los, 321, 322 
forma rectangular de los, 321, 322 
igualdad de los, 322 
multiplicacion de los, 323-324 
potencia de los, 325 
ralces de los, 325 
sustraccibn de los, 323 


O 

Ogata, K., 210, 349, 556 
Ohm, 107 
Ohm, ley de, 110 
Orden exponencial, 326 
Orificio, 196 
afllado, 196 
de borde, 196 
de placa delgada, 196 
OR INCLUSIVA, 285 
OR EXCLUSIVA, 285 
Oxidacibn de un liquido hidr&ulico, 184 


P 

Palanca. 61, 78 
Par de fuerzas, 44 
Pascal, 165 
Pasc, ley de, 229-230 
Pbndulo, 97, 102, 599 
cbnico, 462 

con resorte, 451-452, 599-600 
doble, 600-602 

en movimiento, 484, 602, 603 
Pindulo invertido, 551-555 
sistemas de control del, 551-556 
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Pdndulo simple, 75, 599 
Periodo, 30 
Perno, 170 
Perturbacidn, 494 
Peso, 12 

Peso especifico, 182 
Piston axial, bomba de, 169-170 
Pistdn radial, bomba de, 169-170 
Pistones axiales, motores de, 169-174 
Pistones radiales, motores de, 169-174 
Planta, 494 
Poise, 183 
Polipasto, 63-64, 65 
Polipasto, 63-65, 94, 103 
de cadena, 63-65 
de cuatro poleas, 63-64 
de dos poleas, 63-64, 94 
de seis poleas, 300-301 
neumdtico de tres poleas, 245-246 
Polo doble, 326 
Polo multiple, 325, 403 
Polo simple, 325 
Polos, 325 

Posicidn, control de, 551 
Potencia, 50, 55, 231 
consumida, 151-152, 163 
disipada por resistores, 132, 163 
factor de, 109 
instantdnea, 130 
promedio, 55 

tabla de conversidn para la, 594 
transformadores de, 61 
unidades de, 55 
Potencial, 196 
energia, 52-53, 88, 90, 91 
Potencidmetro, 433 
Poundal, 13 

Prefiltro tipo proporcional-derivativo, 550 
Presidn, 165 
absoluta, 165 
baromdtrica, 165 
excesiva, 178 
pulsaciones de, 240 
tabla de conversidn para, 593 
unidades de la, 164-165 
vdlvula de control para la, 246-249 
Presidn atmosfdrica estdndar, 182 
Presidn, calibrador de, 165 
Presibn de agrietamiento, 261-262 
Presidn estdndar, 253 
Primera ley de la termodindmica, 256 
Primera ley de Newton, 18 
Primera variacidn, 598 
Principio de conservacidn de la masa, 
188-189 

Principio de d’Alambert, 48-50 
Principio de Hamilton, 597 
Principio de superposicibn, 2 
Proceso irreversible, 257 
Proceso reversible, 256 
Preny, freno de, 88 

Propiedades termodindmicas de los gases, 
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253-258 
Prototipo, 6 

Puente de Wheatstone, 124-125, 151, 161-162 
Punto de bifurcacibn, 499 
Punto de suma, 498 


R 

Radidn, 586, 588 
Radio de giro, 16 
Rapidez, 18 

Rapidez critica, 464-465 
Rayleigh, funcion de disipacion, 603-606 
Razon de flujo de la filtration, 228 
Razon de flujo de la masa, 261-264 
ecuaciones para el aire, 265-268 
Razon maxima de flujo de masa, 262-263 
Realimentacion fisiolbgica, 495 
Red, 119 

Regulador (gobernador), 574-576 
Relevador: 

de action de reversa, 514 
neumdtico, 514-515 
neumdtico, con descarga atmosferica, 
514-515 

din descarga atmosferica, 514-515 
Relevador de accion reveresa, 514 
Relevador neumdtico, 514-515 
del tipo de descarga atmosferica, 514-515 
del tipo sin descarga atmosferica, 514-515 
Relevador neumdtico con descarga a la 
atmosfera, 514-515 
Residuo, 344 

Resistencia, 107, 130, 195-198, 266-271 
combinada, 139-140, 163 
flujo laminar, 197 
flujo liquido, 197 
flujo turbulento, 198 
promedio, 217-219, 305 
Resistencia mecdnica, 23 
Resistencia termica, 366-367 
Resistores: 

en serie y paralelo, 110-113 
potencia disipada en los, 132-133, 163 
Resorte, 20 
ideal, 22 

Resorte constante del, 21 
equivalente de la, 73-75, 97 
torsional, 21 

Resorte, constante equivalente del, 73-75, 
76, 97 

Resorte lineal, 21 
Resorte no lineal, 21 
Respiradero, 277 
Respuesta al escaldn: 
de un sistema de segundo orden, 379-382 
de un sistema eldctrico, 379-381 
sistema mecdnico, 381-382 
sistema de primer orden, 367-369 
Respuesta a la frecuencia, 398-409 
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Respuesta al impulso, 383, 385-389 
de un sistema mec&nico, 385-389 
Respuesta de estado permanente, 366 
Respuesta forzada, 24, 364 
Respuesta libre, 24, 364 
Respuesta rampa: 

de un sistema de primer orden, 369 
error de estado permanente, 547-549 
Respuesta rampa unitaria, 569-570 
Respuesta transitoria, 364 
especificaciones, 535-545 
Reswick, J. B., 68, 137 
Reynolds, ntimero de, 185-186 
Richardson, H. H., 69 
Rotacid desbalanceada, 411 
vibracidn debida a la, 411-413 


S 

Seely, S., 68, 137 
Segunda ley de Newton, 19 
Seftal de error del actuador, 495 
Seflales de prueba, 363 
Series de Taylor, 205-206, 222-224, 598 
Servo sistema hidrdulico, 206-210, 224, 
226-229, 579-580 
Servomecanismo, 538-539 
Servomotor hidr£ulico, 523-524 
Servovdlvula de dos etapas, 177 
Shearer, J. L., 69 
SI, 585-589 
Siemens, 108 

Simulacidn por computadora analogica, 447 
Sintesis, 5 

Sismografo, 419-420 
Sistema, 1 
anilisis de un, 5 
din&mico, 1 
disefto de un, 5 
estdtico, 1 

Sistema absoluto de unidades, 9, 585 
Sistema criticamente amortiguado, 32, 376 
respuesta de un, 376 
Sistema de control de elevacidn de un 
un avidn, 578 

Sistema de control de malla abierta, 496 
Sistema de control de malla cerrada, 495-496 
Sistema de control de nivel de liquido, 
510-511,528-532 

Sistema de control de velocidad, 583 
Sistema de control fluidico, 276 
Sistema de control realimentario, 495 
Sistema de masa colgante, 100, 103 
Sistema de n grados de libertad, 41 
Sistema de nivel de lfquido, 195, 197, 
201-205, 215-222, 231-233 
Sistema de orden n, 390 
Sistemas de presibn neum£tica, 267-268, 
274-275, 305-306, 316-317, 558-559 
Sistema de primer orden, 25 


an&lisis de respuesta transitoria de un, 
365-371 

control proporcional de una, 528-531 
respuesta a la rampa de un, 369 
respuesta de escalon de un, 367-369 
Sistema de segundo orden, 27, 371-389 
an&lisis de la respuesta transitoria de un, 
371-389 

respuesta al escalon de un, 379-382 
Sistemas de suspension del automovil, 417 
Sistema de trazo hidrbulico, 580 
Sistema de unidades, 8-9, 584-589 
absoluto, 585 
cgs, 585 

gravitacional, 585 
ingles, 9 

ingles de ingenieria, 585 
internacional, 585-589 
mStrico de ingenieria, 585 
mks, 585 

Sistema dinAmico, 1 
Sistema est&tico, 1 

Sistema gravitacional de unidades, 9, 585 
Sistema hibrido, 252 
Sistema ingles de unidades, 9 
Sistema ingles de unidades de ingenieria, 9, 
585-589 

Sistema masa-resorte amortiguador, 31-35, 
371-379, 391, 582-583, 604 
Sistema masa-resorte-polea, 77, 90-91 
Sistema LRC, 380-381, 437-438, 605 
Sistema mecdnico rotatorio, 455 
Sistema mbtrico de unidades de ingenieria, 
9, 585 

Sistema no conservative, 603-605 
Sistema no lineal, 3, 205-210 
Sistema pasivo, 57 
Sistema resorte-polea, 76 
Sistema rotacional, 25-26 
Sistema sobreamortiguado, 32 
vibracion libre del, 375-376 
Sistema subamortiguado, 32 
vibracion libre del, 374-375 
Sistema termico, 365-369, 487 
elaboracibn de un modelo matembtico de, 
un, 365-367 

Sistema termbmetro, 365-369, 581 
Sistemas an41ogos, 133-136, 397-398 
Sistemas con dos grados de libertad, 38-40, 
473-476, 600-603, 606 
Sistemas conservatives, 57-60, 597-603 
ecuaciones de movimiento de Lagrange 
para, 597-603 

Sistemas de control de position, 538-539, 
544-550, 583 

con realimentacion de la velocidad, 
544-546 

Sistemas de unidades, 8-9, 584-589 
Sistemas hidr&ulicos, 165-181 
ventajas y desventajas de los, 178-179 
Sistemas lineales, 2 

Sistemas neum&ticos, 235-238, 252-253, 
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269-274, 299-300, 314-315 
compaction entre los sistemas hidrAulicos 
y los, 237 

desventajas de los, 253 
sistema electrico anAlogo para, 275 
ventajas de los, 252 
Slug, 12 

Smith, R. J., 137 
Sobrepaso: 
mAximo, 536-537 
mAximo porcentual, 537, 543 
Solucion homogenea, 364 
Solucion particular, 364 
Sonido, 303 
Stoke, 303 
Streeter, V. L.,' 210 
Sumadores, 429-430 
Superposition, principio de, 2 

T 

Tabla de conversion, 11, 590-595 
para Areas, 592 
para energia, 594 
para longitud, 591 
para masa, 590 
para potencias, 594 
para presidn, 593 
para temperatura, 595 
para volumen, 592 
Tabla de verdad, 287 
Tacometro de cd, 544 
Tacdmetro de realimentacion, 545 
Taft, C. K., 68, 137 
Tanque de oscilacidn, 180, 230-231 
Taylor, series de, 205-206, 222-224, 598 
Tecnica de linealizacion, 205-206 
Temperatura estAndar, 253 
Temperatura, tabla de conversion para, 595 
Teorema de Euler, 321 
Teorema de diferenciacion, 336-338 
Teorema de integration, 341-343 
Teorema del valor final, 338-339, 353 
Teorema del valor inicial, 340, 357, 387 
Tercera ley de Newton, 19 
TermodinAmica, primera ley de la, 256 
Thomas, G. M., 210 
Tiempo, constante de, 26, 203, 217, 383 
Tiempo de asentamientoa, 365, 536-537, 542 
Tiempo de retorno o de atraso, 536 
Tiempo de subida o levantamiento, 536, 
540-541 

Tiempo del pico, 536-537, 541 
Tiempo derivativo, 512 
Tiempo, factor de escalamiento en, 436-439, 
475 

Tiempo integral, 512 
Torca (par), 13 
Trabajo, 50 
realizado, 50, 86, 131 
unidades, 51 


Trabajo mecanico, 256 
Trabajo, control de, 496 
Transductor electrico-neumatico, 577 
Transductor fluidico, 277 
Transformation de Laplace, 326-342 
inversa, 326, 342-347 
Transformadores: 
de energia, 61 
de movimiento, 61 
de potencia, 61 
Transmisibilidad, 413-418 

de la fuerza de excitacion, 414-417, 489 
del movimiento, 490 
del movimiento de excitacion, 417-419 
Tubo capilar, 217-218 


U 

Unidad bAsica, 584 

Unidad de potencia hidrAulica, 212, 231 
Unidad termica inglesa, 254 
Unidades, 8-9, 584-589 
sistema absoluto de, 585 
sistema cgs de, 585 
sistema gravitacional de, 585 
sistema ingles de, 9 
sistema ingles de ingenieria de, 585 
sistema internacional de, 585-589 
sistema metrico de ingenieria de, 585 
sistema mks, 585 
Unidades BES, 285 

Unidades de potencia hidrAulica, 167-178, 
212, 231 

Unidades derivadas, 584 
Unidades SI, 9-10, 584-589 
abreviaciones de las, 10 
prefijos abreviados de las, 10 
prefijos de las, 10 
Unidades sistemAticas, 584 


V 

Valor final, teorema del, 338-339, 353 
Valor inicial, teorema del, 340, 357, 387 
Valor logico negativo, 285 
VAlvula de alivio, 177-178 
actuada por piloto, 248 
de action directa, 247-248 , 

VAlvula de carretes deslizantes, 175, 
224-227, 249, 
con traslape, 213-214 
de cuatro vias, 175, 206-210 
de tres vias, 176 

modelo matemAtico lineal de la, 226 v 
sin traslape, 213-214 
VAlvula de control direccional, 249 
VAlvula de piloto de alivio, 248 
VAlvula de piloto neumAtico de tres puertas 
251 
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V&lvula de piloto reductora de presion, 
246-247 

V&lvula de vaiven, 252 
V&lvula reductora de presion, 246-247 
actuada por piloto, 246-247 
de accion directa sin alivio, 246-248 
Valvula de seguridad, 302 
Vdlvula magnetica de accion directa de dos 
puertas (lumbreras), 249-250 
V&lvula magnetica de accion directa de tres 
puertas de dos posiciones, 249-250 
Vdlvula neum&tica de diafragma, 560 
v'alvula neumdtica piloto de tres puertas, 
250, 251 

Vdlvula reductora de presion de accion 
directa, sin alivio, 246, 247 
V&lvulas: 
de aleta, 176-177 
de alivio, 177-178 
de corredera, 175, 249 
de movimiento vertical, 177, 248 
de retencion, 177 
de tobera (aleta), 176 
de tubo de inyeccion, 177 
hidrdulicos de control, 175-177 
sin traslape, 176 
traslapada, 176 
Vilvulas, coeficientes de, 209 
Vdlvulas de interfaz, 251-252 
Variable compleja, 325 
Velocidad, 18 
coeficiente de, 193, 196 
perfil de la, 186 
realimentacion de, 545-546 
Velocidad angular, 18 
absoluta, 18 
relativa, 18 

Velocidad critica de un gas, 262-263 

Velocidad del sonido, 263, 303-304, 315 

Vena contracta, 193, 259 

Ventaja mec&nica, 62-63, 65 

Ventiladores, 239 

Venturi, medidor de, 214-215, 231 

Vibracionf 

aislador de la, 413-414 

aislamiento de la, 409-426 

debida a una rotacion desbalanceada, 


411-413 

Vibracion libre, 26, 29, 371-382 
de un sistema masa-resorte, 371, 373 
de un sistema masa-resorte amortiguador, 
373, 379 

Viscosidad, 183-184 
cinematica, 183-184, 211 
dinamica, 183-184, 211 
Viscosidad absoluta, 183 
coeficiente de, 183 
Viscosidad cinematica, 183-184, 211 
del agua, 185 

unidades BES de la, 183-184, 211 
unidades cgs de la, 183-184 
unidades de, 183-184 
unidades SI de la, 183-184, 211 
Viscosidad dinamica, 183 
coeficiente de, 184 
del aceite, 211 
del agua, 185 

unidades BES de, 183, 211 
unidades de, 183-184 
unidades SI de la, 183-184, 211 
Volt, 105 
Voltaje, 105 
fuente, 106 
generador, 106 

Voltimetro (voltmetro) de cd de bobina 
movil de d’Arsonval, 147 
Volumen, control de, 188 
Volumen especifico, 181 
del aire, 255 

Volumen, tabla de conversidn para, 592 


W 

Walker, J. H., 299 
Watt, 129-130 
Watt-segundo, 133 

Wheatstone, puente de, 124-125, 151, 161 
Wylie, E. B., 210 


Y 

Yugo escocSs, 61-62 
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